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Lt(x)ax= [T a
o en serie de potencias de X, oualquier funcién que satisface las

todo X en el intervalo de convergenocia. condioiones indicadas,

s 5 v o ; ‘ ; - Teorema, S5i una funoién £ (x) y sus derivadas de todas las &rde- .

: w o on _ nes, estén definidas en un intervalo alrededor de x = 0, entonces
| > para todo -2< x €2, :
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00 n oo n+l * seeeess representa a la funcién £ (x) Para todos loe valores de x
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Para todo x eén el intervalo E-?, 2] . : (n+1) 1
! : n tiende a infinito,

la serier £ (x) = £ (o) + £' (o) x + fé' o) .2 ‘ r(n) oL 2

+ sseee tiende a cero ocuando

X
Ahoras fI —g—-—g'-i— «-21n (2 - x)lo,Entonooal
; < : n+l ‘ Demostracién. Cualquier funoién definida en un intervalo alrededor
w28 (@az)e - L _l___;n -2 Ln 2 ; de x = Oy puede ser expresada en la siguiente serie de potencias
: \ n=o0 (n+l) : que es convergente por lo menos para X = 03

n+l QQ@:L . ;
.'.1n(2-x)--%— z = ";paratqdo_x_ f(I)"ao+alx+a2x2+a3x3+
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entre —2 y 2. Hemos encontrado una férmula para caloular 108 Para x =0 1 f (o) = ,;o
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logaritmos naturales de los nlimeros entre cero y ouatro. Ia

aproximacién en cada caso, depende del nfimero de términos que me Ahora, las derivadas de f (x) estén definidas en un intervalo
A 8a Ti Aande R alrededor del cero. Derivando término a término, se obtienes

f' (x) -31+2a2x+3a3 12"- ....'l..l.‘
10,14 Desarrollo de funciones en series de potencias. Hemos ; :

establecido que si una serie de potencias se coneidera como una Para x =0 § f£'. (o) 5 31

funcién de x, entonces podemos encontrar las derivadas de la fun-

: Deri
0ién, derivando término a término la serie en el intervalo de erivando de nuevos

convergente. Ahora, dade una funcién de X, se puede encontrar - £ (x) = 28_2 +(3) (2) ay x e s
una série de potencias que sea equivalente a la funcién para

Para x= 0 1 £'' (o) = 2 a,
‘determinados valores de x. Consideremos primeramente el deaa-{-

rrollo de una funcién en serie de potencias de X.

Series de Maclaurin. El sigulente teorema .8e debe a Colin Maclaurin f Volviendo a derivars

(1698-—1746) aunque algu.no_B hiStoriadorgs‘ 10 atribwen a Stirling f.' (I.) = (3) (2) a, + (4) (3) (2) X t sssevsccens .
(1692-1770) . El teorema proporciona una férmula para desarrollar : 3 :
Para x = 0 ¢ £''' (o) = 3!

. . f”l go}
a0 8.3 -
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Repitiendo el proceso de derivacidén, se enoueniray
J oconjunto de valores de x '
X para los cuales 1lim Rn = 0 para las

f(n) 0 (n ; .
h ™ _TI_LJ- donde f ) (x) es la enésima derivada de f (x) | funclones que hemos estudiado. (En gene:g?)m

— | |
ustituyendo las expresiones obtenidas para 8y By» 8y 839 _ Rt Misacis s s avvii s Beslanon: Tk, wmidy (x) g
=@ ,

eseeses 6N la serie originalt Encontrar el intervalo de convergenoia.

' e Soluoién

£ (x) = £ (o) + £' (0)I+-f;2-r(g)‘ xz*-i—JrggL I3+cooaoi e -
£(x)=o"=a +a x+a, 4 ]
Ahora, para deteiminar los valores de X para los ouales la ' aA « 3 ilo) w ° 1
serie representa a la funcién f (x), consideremos la enésima suma ' e 2
: L 1
paroials o (a) : £'(x) = o
' n : : - ! aagre:

sn(:)-r(o)+r'(o):+f2‘—(9)- 5 4 Li——ﬂ—b)-:n " £ (o e =1
' f” (x) - ex

_f"(o)_ et':i 1

De acuerdo oon la definicién de R (x), se tienes
%2 21 g

8 (x) =2 (x) -R (x) |

: fore (1) B ax

Aplicando lfimites ouando n tiende a infinitos :
4 £|| ' (0) e,1.')

3 31! g 31

lim 8 (x) = £ (x) - 1im R, (x) (porque £ (x) no depende :
n = n oo :
>00 ‘ <> ,de n en el 1imite). que f n) (x) = ¢* para todo n = 1, 2, se.., Be tienes

= f(n) (0) - eO » 1
nl

Ahora, 1lim 8, (x) es el valor de la serie ¥ ouando : ¢ .
s n nl nl
1im R_ (x) = o se tienes : X
n -0 = : A : Sustituyendos

: =3

: % = 2
£ (I) o lim 5 |(I) e = 1+x+ + & + cese + X + ssssse
n .)m,n 21 ] 31 ey el .

Entonces, la serie reﬁresenta‘ a la funolén £ (x)'para los : Intervalo d : e , 1
o de convergenciat 84 - -G:Tf)_r } &, = 2

valores de x tales que 1im 'R, (x) = o . : _1
s ‘ “ Zn+li l & n | 1

‘ ko Ta+l) T "a+ 1
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del intervalo de convergencia de la serie, para los ouales n <00 n S5 oo n# 1 A0 n+1

Notas Es importante observar que puede haber valores de X dentro Pw= 2in|P| = 1im = lim .........:!-..._)
yin B \(x) § O | ' * | ' '
Bh . Entonces 1 = 1 = _61— = ooy la serie converge para todo

n 9w
Sin embargo, el intervalo ¢s oconvergencia ooinoide ocon el x real (- w<x <+ o Y

En este caso puede demostrarse que lim R (x) es igual a
g n o
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cero para todo X en el jntervalo de convergencia, es deoir, para
todo -~ < x < @,

Un valor aproximado del nfimero @ puede ser obtenido de esta

2
serie sustituyendo x = 1 en la serie X ml+x +~§T— + ssseney

se tienes
. 1 1
o-1+1+——2—r-+-—3-l—'+......u.

Serie de Taylor. El desarrollo de una funoién puede hacerse sobre
un intervalo alrededor de cualquier nfimero g, ouando se satisfacen
las oondiciones indiocadas en el siguiente teorema debido & Brook
Taylor (1685-1731). ]

Teorema., Si una funoién £ (x), y sus derivados de todas las Srde-
nes, estén definidas en un intervalo alrededor de x = o entonoes
la serie:

o (
t(x) = £ (o) + 2'(0) (x—o) + il (x-0)® 4. R LB O

"(x = 06)" 4 ¢veeeo Tepresenta a 1a funocién £ (x) para todos los

valores de X tales que lim R (x) = o
n o '

la demostracién de este teorema es semejanie a la del teorema
anterior, Obsérvese que la gerie de Maclaurin es un oaso partioular
de la serie de Taylor, cuando o = 0. la serie de Taylor psrmite

desarrollar funcirgpes que no estén definidas para X = O.

Ejemplo. Desarrollar en serie de potencias la funcién £ (x) = In x,

Encontrar el intervalo de convergenoia.

Solucién., Esta funcién no puede desarrollarse en gserie de Maclaurin
ST —— S ———

porque £ (o) = 1ln o no existe., Consideremos la serie de potencias
de (x = 1).

2 .
£ (x) =lnx=8a, +8 (x -1) +8, (x- 1) 4 covecsnns

£ (1) =11l - 0. Entonces &, = ©

£' (x) -'1;

-f'(l) = 1, Entonoes a

B
1
£''(x) = = —— . Entonces:

2

x
£119(x) - P -

o

£911(1) = 2. o
() Entonces a3 -—-ST-

Iv 6
f (I) -
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v - '

£V(1) - -6. -6 3! 1
(1) 6 ‘Entonooa 2, H-%-—T- ;
‘Bustituyendos

Inx= (x-l)—%(x-l)a-ﬁ-%—'(x-l)j-l
Intervalo de convergencia. El enésimo término es dado pori:

n n .
0 )
. F 5 n + 1 5 ’—1 n+1 n
n = - ""'L‘-J-“"---
B b jx—lin (x-1)® (n+1)
v

Falrijana lnﬁll

- 1im =l x -1 1in |—82—
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Entonces la serie es convergente para los valores de x
tales ques

|x -1 l«: 1 (por el oriterio de la razén) .

Esta desigualdad define el intervalo alrededor de x = 1 de
longitud 2 s '

I (I =t 1)4 + seese



La serie encontrada nos permite caloular valores aproximados
de los logaritmos naturalee para ntmeros entre o y 2. En este ]
caso, la gserie resultd alternante por lo que el error, al conalde~
rar el valor dewla funoién igual a la suma de los primeros B

46rminos, es menox que el término nfimero (n + 1)

Aplicaoién al odloulo integral. Las aplicaciones de los desarrollos

en serie de funciones, pon muy variadas. Hemos visto oomo se pueden
oaloular valores aproximados de logaritmos. Ias tablas de logarit-
mos y las de otras funciones trascendentes como las trigonométricas,
ban sido alaboradés aproximando los valores por medio de desarrollos
en serie. Consideremos abora, otra de las muchas aplicaciones del
desarrollo en serie de 1e8 funciones de una variable., Supongamos
que deseamos encontrar la integral definida de una expresién dife-
renoial que no puede Ser integrada. Desarrollando la funoién en
gerie de potencias alrededor de un intervalo que contenga al inter-
valo de integraoién, se puede integrar la serie término a término

y obtener un valor aproximado de la integral definida tomando un

nfimero n de términos de la serie integrada.

Ejemplo. Encontrar el valor aproxima: o & 3 decimales de 1a siguiente

integral definidas
" d x
4..12

Solucidn. Pesarrollemos en serie de potencias alrededor de x = ©
Sotuo o

1a funoién f (x) = “"lﬁf“ . Por la férmula de Maolaurin o haoiendo
A-x
1a divisidén, se obtiene:

X

3 +‘—2"5z+ ssened

Intervalo de convergenciae. E1 enésimo coeficiente e8 dado pors

1
n+l

Ahora g ok B, -—ftl__ :
Fn 1 - o 1

n

4

Enton
ces ‘o_ 14n r’ i 1A y
n o » 7 o

1
oo r. r— -
f? 4. Entonces, la serie converge para un

int '
ervale alrededor del cero de longitud 8
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El intervalo d
e convergencia o
integracién. Entoncess ontiene al intervalo de

T 1 0 X .
i 4'&1

W
(5) (64) T7)(256) + .

L 1
-4 P
4 3(16; + T—)'—(z—” ) +-(T)—1(RT + anene

0.25 + 0,0208 + 0,0031 + 0.0006 + ...

Deapué S
S Pé 8 del cuarto término, la primera cifra significativa
pués de la ocuarta oifra decimal. Entonces ;
ouatro términos: ] aproximando &
; !
f dx :
o 4 - x

Redondeando a tres decimalas?

= 0.2745

S
4 - x? e

Ejerciocio 37.
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