Sugestién., Integrar la serie aproximada a 6 términos

entre los limites x =0 y x =1,

6. Encontrar el valor aproximado a 3 decimales del nfimero

e utilizendo el desarrollo en serie de f (x) = ex/3 encontrado en

el problema 2.2

Sugestién. Sustituir o = 3. CAPITULO 11

MATRICES Y SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

11,1 Matrices., El estudio del &lgebra de matrices y sus &lge-

bras isomérficas de Espacios Vectoriales y Transformaciones
Lineales, proporcionan la base matemética para el desarrollo de
nuevas t8onicas de optimigacién de funciones lineales de varias
variables sujetes a condiciones laterales lineales. La progra-—
maoién lineal y el planteo y solucién de modelos lineales exigen
conocimientos bAsicos de esta rama de las matemdticas que se ha
denominado Algebra Lineal. ;

Empezaremos por definir el concepto de matriz y la notacién
matemftica que serd utilizada. las matrices se definen, en ge-
neral, sobre los elementos de un sistema algebraico llamado Qampo.

Limitaremos el estudio de las matrices al campo de los nimeros
reales, es decir, sus elementos serédn del sistema de nfimeros

reales, que satisface las condiciones necesarias para ser un

oampo .

La forma general de una patriz m x n es la siguiente:

all Rlz emeesn aln
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Def. Una matriz m x n es un arreglo en m hileras y n columnas

de nfimeros reales,

Ejemploss

es una matriz 2 x 3

0
3 4 es una matriz 3 x 3
R

El doble subindice en los elementos de la matriz permite iden-
tificar la posicién de oualquier elemento, pues el primer subindice
indica el nimero de la hilera y el segundo subindice indica el nfimero
de la tolunna a que pertenece cada elemento. Aﬁi, por ejemplo, 834
es el elemento que estd en la 3a. hilera y en la cuarta columna de

la matriz.

Sin = m, se tiené una matrig ougdi.da., Sim =1, la matris

e8 una matrig hilera y sin = 1y serd una matriz columna., Es oon-

veniente observar la semejanza entre una matriz ocuadrada y'un'dg-
terminante y hacer notar que son conceptos matemiticos totalmente
distintos. Una matriz es un arreglo de nfimeros, mientras que un

determinante es un nfinero que se obtiene de acuerdo ocon Bu defini-

cibn,

Notacién compacta. La matriz m X n se expresa en forma compaota
de la siguiente manerat

A= ((aij)) mxn donde: ay= Elemento en la hilera

s

4 y columna J.

La bilera i se denota para Ai = (ail’ CYPTREREE ain)

a
La columna jJ se denota porst 1)

REARC

a

nj

g8

&
Nétese que Ai o8 una watriz 1 xu ;

mox 1

es una matrig

11,2 Transformaciones elemental~s en hileras., De acuerdo con su

definicién, las matrices constituyem un conjunte infinito de
elementos, (arreglos de nimercs reales en m hileras y E,coluﬁnas),
sobre los cuales definiremos operaciones para formar propiamente
un Algebra que es el dlgebra de las matrices. Antes de definir

operaciones con matrices, definiremos las llamadas "Transformaciones

elementales en hileras" de una matriz con el propdésito de relacionar
las matrices con los sistemas de ecuaciones lineales y al mismo
tiempo motivar el estudio del Algebra de matrices aplicando estos
oconceptos fundamentales a la solucién de sistemas de ecuaciones

lineales., Consideremos primeramente las siguientes definicioness

Def, Multiplicar una hilera de una matriz por 'm nfimero real ¢

es multiplicar cada elemento de la hilera por el nlimero real en
cuestién., :

(o] Ai = 0 ( a.il’ 8,12, eesesa Bin ) - (O &il, c Giz, seeey

o a, )

Def, Sumar 2 hileras de una matriz es sumar sus elementos corres-

pondientes.

En nuestra notacién:

Ay +.Ah_= (ail’ 2359 """'ain) + (ahl’ B0y eeees ahn)

= (agy + oy 850 * Bypy eecees Byp t )
ILas transformaciones elementales en hileras son las siguientess

(1) Intercambio de 2 hileras cualquiera.
(1) Multiplicacién de una hilera por un nfinero real diferente
de ceroe.

(1ii) Suma de un mGltiplo cualquiera de una hilera & ofra hilera.

Observemos el efecto de estas transformeciones en la matriz

-general m_x n:
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La transformacidn (iii) suma un mltiplo de AJ a la hilera
La transformacidn (i) intercambia 2 hileras de la mairis, A

3 ¥ el resultado es:
digamos Ai y Aj ¥ el resultado esi
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11.3 Eguivalencia de matrices. Una matriz A es equivalente a otra

La transformacién (ii) multiplica la hilera A, por un nfimero

1 o matriz B si puede transformarse A en B por medio de un nimero finito
res o et
Feall B CXENINERG U SICHTEE H de transformaciones elementales en hileras.

*
Notacidn: Ia relacién A es equivalente a B se denota por A~~B.

La relacidn A=—B es una relacién de equivalencia, es decir,
satisface las leyes reflexiva, simétrica y transitiva.

1. Ley reflexiva. Cualquier matriz A es equivalente a si misma
A~_A. Esta ley es inmediata de la definiocién de equivalencia.




"

2, Ley simétrica. Si A es equivalente a B, entonces B

es equivalente a A. En simbolos:

81 A~~B, entonces B~-A,

Esta ley se deduce de que para cada una de las transformaciones
elementales en hileras puede encontrarse a otra transformaocién ele-
mental en hileras que invierte el efecto de la primera. Por ejemplo,
ol efeoto de la transformacién que intercambia la hilera Ai con la

hilera AJ puede invertirse por medio de la transformacién que inter-
cambia la hilera Aj con la hilera Ai'

8i A~~B, entonces, por definicién, puede transformarse A en B
por medio de un nimero finito de transformaciones en hileras. Apli-
cando las transformaociones inversas, puede transformarse B en A por
medio de un nfmero finito de transformaciones elementales en hileras.
Es deoir, B~—A. |

3. Ley transitiva. Si A es equivalente a B y B es 'equivalente

a 0, entonces A es equivalente a C. En gimbolost
88 A~B y B~_0, entonces A—~_C.
Esta ley también es inmediata de la definiocién de equivalencia

de matrioces.

11,4 Formas reducidas de una matriz. FPor medio de transformaciones

elementales en hileras, podemos reﬁuoif una matriz a olertas formas’

especificas que son fitiles para la solucién de sistemas de ecuaciones

.1ineales. Las formas reducidas que utiligzaremos son las siguientes:

1., Forma reducida inferior. Se dice que una matriz tlene una forma
reducida inferior si, después de aplicarle transformaciones elementales

oconvenientes, cuando esto sea necesario, satisface las siguientes

condioioness

a) El primer elemento diferente de cero (elemento Erinoipal)

de cada hilera es uno.

b) Todos los elementos bajo el elemento prinoipal de
oada hilera son cero.

24 | .
Forma reducids en escalén. Es una forma reducida inferior

, 2
que ademés satisface las siguientes condiciones:

los elementos sobre cada elemento principal son cero.
las hileras de ceros, si las hay, aparecen al final,

Sea hi el nfimero de la columna que contiene al elemento
principal de la hilera i.  Entonces: h,< h si
i< j. Esto significa que los elementos principales

de la matriz estén escalonados a la derecha y hacia
abajo. ;

Ejemplos,

l, Encontrar una forma reducida inferior de la siguiente matrizs

Para las transformaciones elementales que se aplicardn a la
natriz, utilizaremos nimeros encerrados en cfroculos para indicar
multipliocacidén de la hilera por el nlmero en cuestiln y flechas

para indicar intercambio de hileras o suma de un mliltiplo de una
hilera a otras

4 1 4 1

4
5 ﬁ§:> o] 27 o et ) 9
3/ @D\ 1@50 11
1™ Bl e 2 2 4

M@o _4”“.%0 1 TR R
-\ 0 33 ' 0 ; 0

24

La Gltima matriz B es una forma reducida inferior de la
matriz A.




Nétese que el camino seguido para encentirar la forma reducida
es un proceso-sistemétioo en el que se aplica una sucesién de trans-
formaciones elementales para satisfacer las condiciones necesarias.

La primera ocondicién es que el primer elemento diferente de ocero en
la primera hilera sea uno. En el ejemplo, esta condicién se satis-
faoce en la matriz original A, Después los elementos bajo el elemento
principal de la primera hilera deben ser ceros, lo cual se consigue
sumando & las hileras después de la primera, mltiplos apropiados

de la primera hilera. El siguiente paso es que el slemento prinoipal
de la segunda hilera sea uno, lo cual se consigue por medio de trans-
formaciones elementales con las hileras después de la primera tratando
de evitar fracciones que complicarian los céloulos posteriores, En
el peor de los casos, hay que dividir entre el primer elemerto di-
ferente de cero de la segunda hilera para obtener un uno como
elemento principal. Este proceso 86 repite hasta satisfacer todas

las condiociones necesarias.

Para la forma reduclide en escalén, el proceso es completamente

seme jantes

Por ejemplo:
Encontrar la forma reducida en escalén de la siguiente matrizs

[ 1 k)
A=|] 2 0 5 4
= | 1 2. ,0
Utilizando las mismas indioadiones que en ejemplo snteriors
- . 3 e L B
—i 4 -1 =2 §§2 0o 1
il gl i 0 -1

2 3

17 17 0 17 =17 17/11

1 8 1 Mo 1 -3/11)= B
11 29 0.1 10/14 10 O 10/1

La matriz B es la forma reducida en escalén buscada.

Sistemas de ecusciones lineales.
ciones lineales,

Pgra resolver un sistema de ecus

- tenemos los métodos de eliminacién estudiados en
e

lgebra elemental. Estos métodos resultan sumamente laboriosés
cuando el niimero de incégnitas en el sistems es grande, digamos

m 5 E .
s de 3 ineégnitas. El método de Gause es un proceso organigado

de eliminacién que, con la ayuda de matricee ¥y form

= reducidas,
res

& ser uno de los mejores métodos para resolver sistemas de
ecusociones lineales,

Sistemas cuadrados.,

: Consideremos la forma general de un sistema de
B ecuaciones lineales con n incégnitas:

( X

all 1+a12 Xz'i'a........-i-alnxn- bl

Go1 Xy tap Kt eeiiiiiis 4y XK =D,

@K

. : .
° ©

anz xz 4+ sovesveee * Ehn'xn - bn

La eliminascién gaussiana coneiste en eliminar Il en todas las

ecuaciones después de la primera. Después, eliminar X2 en todas

las ecuaciones después de la segunda, y asi sucesivamente hasta la
incbgnita X .1 Que se elinina en la Gltime ecuacién., Al terminar
este proceso y si el sistems (:) es consistente, se obt1ena un sis-

tema equivalente que se transforma'en la forma reducida de Causs

dividiendo cada ecuscidn entre su primer coeficiente, Es decir,

el sistema original se reduce . al siguiente sistema:

[
Kl G & 012 x2 s 5 013 X3 i kg LT

cln—l x'n--l e

X2 + 023 x3 P CZn—l Xn-l * 02n

@1




De la Ultima ecuacidn se tiene e¢i valor de Kn ™ dn' De

la penfiltima ecuacidn, se obtlene xn-l en términos de X  ouyo

valor dn ya se conoce y ani sucesivamente hasta llegar a Xl.

De la forma reducida de Gauss (:) , 8@ obtiene la si-
guiente férmula para obtener cada incégnita en términos de las
que le siguent

n
X el - i

& < j'ﬂi.'i’l xJ J
El método de CGauss puede efectuarse trabajando finicamente
con el cuadro de coeficientes ¥y los términos independientes de

las cuaciones del sisiema. Consideremos la siguiente definiciéni

11.5 Matriz easociade a un siptema de ecua iones lineales. Es

1 matriz que se obtiene agregando a la matriz del ocuadro de coe=-

ficiente, le columna de términos independientes.

En nuestro sistema general I, la natriz asociada es:

312 sesessnncae

sesepseeer

8,1 %n2

De acuerdo con ésto, hemos establecido una ley de corres-
pondencia que asocia a cada sistema de acuaciones, una matriz y a

oada matriz, el correspondiente sistema de ecuaciones. Inmediata-
mente podemos deducir el siguiente:

Lema: Matrices equivalentes corresponde a sistemas de ecuaciones

: 4 . 3
lineales equivelentes,; es decir, sistemas que tienen exac

tamente las mismas soluciones.

- i = i f Ctu&mo@
Deﬂl 2] b n Sl en la ma bI"lZ & 30013.(18. al Sis tema, e

transformaciones elementales en hileras, obtenemos una mairiz

equivalente ¥ el efecto de cada transformacién elemental en

igte jente es el sigulentes
hileras sobre el Bistema correapondie gu

[

El interv.mbio de 2 hileras produce un intercambio de las 2 co-
rrespondientes ecuaciones en el sistema.

La multiplicacién de una hilera por un nfimero real diferente de

cero equivale a multiplicar la ecuacidn correspondiente por ese
nfimero.

La suma de un miltiplo de una hilera a otra hilera, equivale &

sumar un miltiplo de una ecuacién a otra del sistema.

Puesto que 8stas transformaciones conducen a sistemas equiva-
lentes en el sentido de tener las mismas soluciones, se concluye

que ma.tric_es equivalentes corresponden a sistemas de ecuaciones li-
neales equivalentes.

Con la ayuda del lema que acabamos de demosirar, el método de
Oauss puede realizarse de la smiguiente maneras

1, Se ordenan laa inocSgnitas en las ecuaciones para obiener la
matrie asociada al sistema.

2, Por transformaciones elementales en hileras se enouenira 1a
forma reducida inferior.

3. Be establece el sistema correspondiente a la forma reduoida in-
ferior que tendrd las caracteristicas de la forma reducida de

Oauee de un sistema de eouaciones,

Se resuelve como antes, determinando los valores de las inclg-

nitas de atrés pars adelante, es decir, empeszando ocon In Yy

terminando con Xl. Este filtimo paso del proceso puede efec-
tuarse directamente de la matriz en su forma reducida inferior
eliminando el paso 3.

Ejemplos Resolver el siguiente sistema de ecuaciones linealest

Xl + 2 XE + XB = 2

X, X, -2 =5

1

2x1+x2+x3 = 1




