Buta y otras propisdedes del &lgebra ordinaria que no se ocumplen
on ol flgebra de matrices debilitan su estructura y es importante -
$mer plena concienoia de sus limitaciones para evitar errores.

Potencips de matrices., Habiendo definido la multiplicacidn de
matrices en general, podemos oconcenirar nuesira atenociénm en las

metrices cuadradas para definir el oconcepto de potencia entera
positiva.

Def. 81 A es una matriz ousdrada nxn y p es un nfimero entero posi-
¥ivos
A eddd e A
— -

"

p factores

Las propiedades inmediatas de esta definicién son las sigulentes:
1, AP A% . W% 0

2, (‘P)Q - APQ

Nétese que estas propiedades ocorresponden a 2 de las 5 leyes
fundamentales de exponentes en el Algebra de los nimeros reales.
Por otra parte la potencis de matrices cuadradas que hemos definido
tiene lo siguiente falla, Quo es una consecuencia de la no conmutati-
vidad de la multiplioaoiéni

(a8)? § AP BP, en general.

El concepto de potenoia tiene importanocia para olerios modolos
dinfmicos on economia, en los que se utilizan oonceptos como los
siguientes:

Def. B4 A? = 0, entonces A es Nul-potente de indice p.

Def. 81 A°

Do, 84 . A, entonces A es perifdios de periodiocidad k.

= A, entonoces seé dice que A en idem-potente,

oots de una matriz cuadrada., Ee otra matrie ocuadrada ouyss
columnas son las correspondientes hileras de la matriz original. I=En
simboloss 54 A= (('ij)) es nxn, entonoces.

Traspuests de A = A' = ((‘51))

Nétese que A' puede obtenerse de la matriz A reflejando

todos sus elementos sobre la diagonal principal.
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522 peessenes an
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Entonces:

8.21 esesoavee &nl

A' =
ﬂ-22 Ne oty vimid et ﬂna

lzn @eeoceeeco a.nn

Las propiedades de la traspuesta son las sigulentest

1, La traspuesta de la traspueata de A es igusl a A, Es
deoir (A')' = A.

Dem. Bi A= ((“ij)) o8 nxn, entonces por la definicién:
Altwm ((aai)) y reaplicando la definioién se obt}enea
(A" = (o) = &
2. (kA)! = kA' para cualquiey ntmero real K.
Dem., Sea A = ((aij)) nxn

kA = ((kaij)) por definicibn.
Ahorat (kA)' = ((kaij))' - ((kaji))' por definioién

Entonces (kA)' = k ((aji)) = kA'

3. La traspuesta de una suma de matrices es igual a la suma de

les traspuestas de los sumandos. Es decir. (A +B)' = A' + BY,
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Dems Sea A = ((aij)) yB = ((hij)), dos matricea nxn.

A+B = ((aij + bij)) por definioién de suma

(A+3B)'= ((a,ji + bji)) por definicién de traspuesta.

- ((agy) * (b)) = A%+ 3"

4. La traspuesta de un produoto es igual al producto de
las traspuestas de los factores en orden inverso. Es decirs

(AB)' = B' A'.

Dem.- Sea A = ((aij)) yB = ((bjk))’ dos matrices nxn. El elemento

general del producto C = AB es, por definicidni
n
C,, = L
ik
J=1 "

Anoras (4B)* = C* = ((0))" = ((Cyy)) = (( 3 D oayy "ai))

aij bjk

= 1

Por otra perte desarrollando B' A' ¥ observando que los sub-
fndices 1 ¥ E_Varian ambos de 1 a n, Be encuentra quet
(AB)" =B At

11,10 Matrip simbtrioca. Es aquella en la que los elementos

seme jantemente situados oon respecto a la diagonal principal, son

jguales. Es deoirs
Aw ((nij)) es mimbtrioa, 1 8,4 = 84 pa?a todo 1y, 3 = 1y 2y

ssop He i

Ejemplo. 1 4

6 es unsa matrisz

6 =5

gimdtrica 3 x 3.

_Corolario. Si A es gimétrica, entonces A' = A,

Matrig snti-simétrica. Es aquella en la que los elementos seme Jante-—

1 son iguales pero

mente situados con respecto & la diagonal principa

de signo contrario. Es declr:

A= ((&ij)) es antil-simétrica sis

o Tl aji pars todo i ¥y J

- 1
~} 0 4
o o 0 5 Bs una matriz anti-simétrica 4 x 4
2 1 =5 0
Corolario. Si A es anti-simétrica; entonces: A' = - A, Inmediag-
tamente se deduce que si A es anti-simétrica, los elementos de
la diagonal principal son ceros.

11,11 Inversa de una matriz. La matriz inversa Afl

de una matriz

cuadrada A nxn es otra matriz cuadrada tal que A A'l = A'; A=l
n

La inversa de una matriz cuadrada no siempre existe segin
veremos adelante. |

La propiedad fundsmental de la inversa es la siguiente:
B~ eart g

Nétese el cembio de orden en el producto de las inversas (1ado
derecho de la ecuacidén). Ademds, es necesario que A y B tengan

inversas para que ésto tenga sentido.

El problema de la determinacién de lg inverss de una matriz
cuadrada A es uno de los temas fundementales del &lgebra de matrices
por sus mfiltiples aplicaciones. Existen diversos métodos para re-
solverlo, de los cuales serén considerados los 2 métodos que utilizan
los conceptos estableoidos, ademis de la teoria de determinantes

que condensaremos en segulda. (Capitulo 12).

Antes de atacar el problems de la determinacién de la inversa,
veamos una motivaoidn en nuestro objetivo fundamental que es la

solucidn de sistemas de ecuaciones lineales,

El sistema general de n ecuaciones con n incégnitas tiene

la formas
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Este expresifn general para el sistema lineal puede com-
pactarse utiligendo sumatorias simplest

¥

Bato puede expresarse en forme més compacta utiligando una
sola sumatoria, de la siguiente manerat

n .
z a x = b 1 = 1’ 2"-|O| Ne
iy el

Consideremos ahora, la matris del ocuadro de coefioientest

&12 TELK .m

322 senee ﬂan
L] .

anz CRCC Bn
g4 las incégnitas las expresamos en una matriz columna

X

los términos independientes los reunimos también en una
matrig columnas

Entonces el sistema puede expresarse en términos de matrices
de la siguiente maneras

0O seat AX = B

Supongamos que la inversa Afl de la matriz ouadrada A existe,
Entonoes multiplicando ambos lados de la eouacifn por A'l por la
izquierda, se iiened k;

alaxents

Por la ley asoclativa y las definiociones de inversa e iden-

tidad, se tiene: 21 :
‘ (A A)InA"llB
IXx=4"13

X=AtB

Entonces, la solucién del sistema general de n ecuaciones
lineales con n inodgnitas, es igual al producto de la inversa de
la matriz del cuadro de coeficientes por la matriz columna de

t&rminos independientes.




Ejercicio 42.

Temat Matrices. Transformaoiones elementales y formas reducidas.

1, Encontrar la forma reducida inferior de las esiguientes

matricess

1.1 (1 o2

3 1

1.3

10
1471516

2, BEncontrar la forma reducida en escalén de las siguientes

matrices,

2.1 2.2

Ejercicio 43.

Tema: Sistemas de ecuaciones lineales,

Gauss.-Jordan.

Métodos de Causs y de

1. Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones lineales

por el método de Qauss:
s B 211 + 3x2 = 14 1.2

_311_ xan'?

xl + 12 + 13 + 14 = 0

Exl- 2x2+ 3x3- x4 = 10

X - X - 13 + 214 - o5

611+ 5x2 o+ 2x3 - 4x4 m 11

+212+x3-1

'-12-213-—1 g

+ 5x, + 313 -2

Xy - 13 + x4 + 2:5 = 3
%, +2xy - Sx 3x; = 14
2x2 o 313 +614— x5 = ]
X+ 213 - 3x4 + 15 = 6
X, - 2x3 + 4x4 -+ 2x5 = 3

2. Resolver los siguientes sistemas lineales por el método

de CGause-Jordén:

{
2.1 J Bil + 2x2 = T

\ oxy + 612 = 1
4 : 1
xl+12+x3-
3x1 + 6x2-— 313- 2
0%y, 1 Oy & ok WS

/

X, -x + x, = 3

1211,,312_::3.9

r‘xl + X, - 413 f 1l
e e B
3xl + 2x2 -613 = 4

\ .
ﬁxl + z, + 13 o+ 14 = ]
11—212 "“13—714‘_1
511 +x, + 2x3 w 1
:"1*5"2""3‘5"4

(

2x1 + X, = 5

Qxl + 712 = 12




I | 211 - x5 + 313 - 4

11 + de 213 53 Efectuar las siguientes operaciones. cuando la expresién

tenga mentido:

3-1 AB . '2
311-x2+x3-4 3

E A

3.3 AD 3.4 B D

; 3-5 ABC 3_6 ABD
Ejeroiocio_44. 3.7 ¢cAB 3.8 A (B +D)

3.9 1AB-2A 3,10 DB+BD.¢

Mat . Operaciones fundamentales.
s P o ey 3.11 4ca (3B -D) 3.12 (B +D) (B« D)

guientes matrices:
1. Dadas las sigulente Sugestifn: Pueden utiligarse las propiedades de las operaciones

. j P & : ¥ los resultados que se van obteniendo en los prime~
- res problemas para resolver los Gltimos,

Ejercicio 45.

L Temat Potencias de matrices. Traspuesta.
anti-simétricas.

Matrices simétricas y

.
1. Verificar que la siguiente matris es idem-potente,

al 3 5
| bandis el
1.3 B+ C 1.4 A+B+0

. iy ‘ Verificar que la siguiente matris es nul-potente y
1.5 A—B-c de A+ *

17 A+B+C+D 18 A+D+E

1.9 3A + 28 1.10 58 - 3D
1,11 3E - 2F 1.2 D - E + 2F

Encontrar el resultado de las siguientes opernoionas cuando

1a expresién tenga sentidot

determinar su orden.
1 il
Awm 5 6
-2 =l =3

, : R e
2. Utilizando las matrices del problema anterior, encontrar . Encontrars A” ~ A" + 34 - 2I, s

la matriz X, tal ques .

24430 -B-5Kk+40=C=4A

3, Dadas las matricest

Verifiocar que la siguiente matriz es peribdica y deter-
1

-1

mingr su periodicidads

1 <2 b
wd 2 9
2 0 -3




5e

6.

1
Si A = (l 1 1 ¥k = 6, verificar que (k 4)'=-

9 ud kl'n

Verificar que (A B C)' = C'B'A' pars las matrices:

o Ly i LR

Te

Demoatrar que si A e3 cualquier matris cuadrada nm,
entoncesi
7.1 A+ A' e8 una matriz simétrica

7.2 A « A' o8 una mairiz anti-simétrica

1.3 4 -«% (A +A") + % (A~ A'). Ba decir, cualquier
matris nin puede expre-
sarse como la suma de
una matriz simétrica ¥

una anti-simétrica.

Expresar el siguiente sistema en forma matriclals
211 + X, 4+ 213 =1
) - Ty -4xy =0
311 + 12 + 233 - 2

Verificar que la sigylente matriz ‘es la inversa del

ouadro de coeficientes y resolver el sistema aplicando
la férmula X = el B

al 0 1
1.3 5
-2 =1/2 3/f2

CAPITUIO 12

DETERMINANTES, INVERSA DE UNA MATRIZ

12,1 Determinantes, Ios determinantes son arreglos ouadrados

de nfineros en hileras y columnas que tienen un valor numérico de
acuerdo con su definieifn., Las férmulas para resolver los miate-
mas de ecuaciones lineales sugieren la definicién de los determi-
nantes, que simplifican notablemente la expresién para la solucién
general de los smistemas linsales.

Connjideremos el sistema lineal de ? eouaciones con 2 ine
obgnitass

81 %) Yoy Xy =By

s g Wt | o J
Resolviendo por cualquiera de los métodoe de eliminacién,
se obtienes

by a5y - by 815

%11820 = 82182

ay; Y




