- - 4'(2 0 + 8)

1 2 3 (:)

-} «1 2 2
b) Numerador de x, = le % e g 1
1

$. il g g

Aplicando el método de Chié, con el elemento en primer hilera y

filtima columna como pivote:

No. de hilers del pivote + No. de columna = 1 + 4 = 5. En-
tonces, le corresponde signo negativo,

5 -5 B 5 5 -2
1 1l -4 = -4 ) § | -l
6 2 4§ 6 -2 p

Aplicando de nueve el método de Ch{B, con el elemento en
2a. hilera y primer columna como pivote: (1e corresponde signo nega~

tivo)s

0 T
- 4 (—56) L 224
-8 | ‘

. t-)
Entonces, X, = :TT% = 2

o) Numerador de x, =
2

5l

N
*a

®
2
1
3

Por el método de Ghié, oon pivote encerrado en circulos
-5 -8 0
N12 ¥ yoi 2gg oboll
2 8 =4

Desarrollande por la Giltima columnas
=5 28

r.“_4 i &
2 gt o1 4 (20 +.8) = — 112

Entonces: x, - :L%%g

d) Numerador de x. = N
3 13

-5 -5

1 1

~-4(5+5)=0

Entonces, x, = el e 0

3 - 112

e) Bustituyendo X)s X5 ¥ X3 en la primera ecuaciént

2+24+0 4+ -
14 1

[F) 14-—3

Entonces, la soluoién est

x - 2 X, = 1

2
13"0514--3

12,6 Inversa de una matriz por determinantes, Una apliocacidn

interesante de los determinantes al Algebra de matrices es la
determinacién de la inversa de multiplioacién A'l de una matrig A,

El teorema fundamental de determinantes para obtener la
férmule de la invarsa es el siguiente: '




Teoremat Bl producto de los elementos de una hilera oualquiera

de un determinante, por los correspondientes cofactores de otra

hilera, es cero.

En simbolos, =si:

s entonoces:

n

™ k
L 84 Cyy 0 para todo i ¢
=1
Dem., La expresién I 'ij ij o8 ol desarrollo de Laplace de un
determinante que tiene 2 hileras iguales. Entonoces, por una de
las propiedades fundamentales de los determinantes, su valor es

00X0,

Definamos shora lo que se llama la matriz adjunta A* de una

matris cuadrada A,
Def. la adjunta A* de una matriz ousdrada A es la mairiz de
cofactores del determinante de la traspuesta de la matriz A,
En simbolos, sea:
nlz sseseo ﬂ.ln

a22 eocsnce azn

La traspuesta de A es:

311 321 cci(l- anl

Ll 3.12 322 cssevse anz

R, @ S
in "2n ** fnn

Entonces, por definicién, la matriz adjunta A* ess

cll 021 oo b e cnl

A} - 012 022 es o0 cn2

L L]
[ (] ]
. L] .

Gln c2n ol cnn |

En notacién compacta:

81 A= ((&id)) 0 A . ((aji)) § A% e ((cji))

Bjemplo. Encontrar la adjunta A* de la matriz cuadradas

Boluoifns




-3 17 13
M, o8 =3
il S

Oonsideremos ahora &l producto de una matris
su adjunta A*,

ocuadrada A

esasae aln 011 621 (X ER NN cnl

sseeve 32n 012 022 encoee Cna

L] L L]
L J . ]
L L] L]

cln czn oees e cm,‘

nlﬂ an

823 c

n

n n
El ‘hj cld’ 351 anj 023, sesenp 351 &BJ an

Los elementos de la diagonal principal son iodos iguales
. desarrollo de Laplace por nofac%ores de lam diferentes hileras
del determinante de A, mientras que todos loe demés elementos son
desarrollos de determinantes que valen cero por 8l teorsma funda-

mental que acabaumos de demosirar. (Tienen 2 hileras 1gualaa).

Entoncess |0.“u0

Aleeeas O
A AR = l:l "‘A"

0 .....|

-‘A‘I

Suponiendo que iA |ea diferente de cerc, podemos dividir ambos
" lados entre|A|\para obtener:

A A*
|41

Asocliando convenientemente:

Entonces por definicién de la invexsa 9y

de wna matriz A, se
tienes

-l 1 *
Lﬂmﬁ.

Entonces, la inversa de una mairiz puede ser determinada, en=
oontrando el valor del determinante de la mairia IA |y los wvalores

de los determinantes cofactores de la matris traspuesta que propor-
cionan la adjunta A*. Este es un método préotico para encontrar Afl
ouando A es una matriz de pequefio orden ya que el céloulo de los

determinantes cofactores se compliocs ripidemente cusndo el orden de
|1| evmenta.

Corolerios Una condicién mnecesaris para que 4 tenga inversa, es

que IAl sea diferente de cero.

Bjemplo. Consideremos la maﬁris A del ejemplo anterior:
1 .3 i i
2 -t 4
2 -5

AT etd3
us He
1 7

Encontramosi

361,




De & .d
ocuerdo con la férmulas Consideremos el producto A* B i

cll 021 sease Cnl

c

o

c fessa
A’ B - 12 22 cﬂa

L]
. ® .
. 3

C

(-2

b

1n czn LR ] cnn i

=]

Cada una de las sumatorias son desarrollos de Laplace de
determinantes que se obtienen de A cambiando cada una de sus
columnas por la matrim columna B, Abora, en el enunciado de la
regla de Cramer, estos determinantes son los numeradorem de las
| . inofgnitas, que hemos designado por Hxl, Nxz, soeey N_ o
3001\ [fa/as 11/44 13/4 A 0 O L - g
Al . 2 41 4\ 14/44 6/44 2/44|= ko 1 0|]=1I Es deoir: -

1 2 5/ \5/44  1/a4 -1/44 Ds. Oobdd

Comprobacidng

3

12,7 Demostracién de la regla de Cramer. La regla de Cramer puede
ahora ser deducida de la férmula para resolver un sistema lineal

1
* - -
A*B . Sustituyendo en x Ier (a*B).

cuadrado y la férmula que acsbamos de obtener para la inversa de la

matris del ocuadro de coeflcientes. se tiene la regla de Cramexr:

Bl sistema lineal cuadrado tiene la forma matricial: Ax = B.
e -l
La soluoién general x esté dada pori x = A 1 B, Sustituyendo A =
& 1

TIT A¥, se tienes X = T4l A"B
f

Donde A% = ((Cdi)h Cyy = Cofaotor de 844 ¢

12,8 Inversa por transformaciones elementales, Ls inversa de

una matriz A puade ser determinada también utilizando transforma—

olones elementales en hileras. Empecemos con la aiguian%a‘definioiéna

Def.,  lLas matrices elementales en hileras son las que se obtienen

‘s la identidad por medio de una operaoién elemental en hileras.




Ejemplo, Para la identidad 3 x 3@

Matrices elementales: &)

1/
atoéteora.

Abora, de ests definlcién, pueden verificarse los ocasos

posibles del siguiente lema:

Lema. El sfecto que produce una transformacibn elemental en hi-
leras en una meiriz ovadrada A, es el mismo que le produoce la
multiplicacién por la isquierda por 1a correspondiente matriz ele-

mental sn hileras.

Aplicacién del lema para ls (ﬁbQTminaLién de la inveraa ' 1 Su~

pongamos que la matriz A tiene invaraa. Entonces, por transformacio-
nes elementales en hileras, enconiramos Bu forma reducidas en escalén
que debe ser uns matriz identidad I para que Afl exista segln se
verf enseguida. Al mismo tiempo, se van encontrando las matrices
elementales en hileras correspondientes a las trensformaclones
elementales efectuadas. Sean E1, EE’ eeseey B, las matrices cle-

T
mentales encontradas. Entonces, de acusrdo con el lemat

Er {.ooeoo--'.no E3 E2 (El A.ﬂ } - .‘;

IOI la ley &Bﬂciabi‘aal
aes0 e E E E - I

Entoncess

-1
A. _Er Er-—l LRI E3 E2 El

Ahora, multiplicando por I ambes ladoss

-1
L L 1
Ie (B E ) veeeee ByE;E)) 1

De nuevo, por la ley esooiativas

~1
A Er eeos0ee e E3 Egz (El I}}

ie=1
Es deoir A™" se obtiene aplicando a la matrisz ldentidad, las
transformacionaé elementales en hileras ques se necesitan paras trans-
formar la matriz A en la matriz identidad I.

Entonces, el ofiloculo de A'l por transformaciones elementales
pusde hacerse de la siguiente maneras

1., Se empiega .oon la matriz A y la matris I noparadas poxr una
1ines vertical. (A]I).

2. Se aplican transformaciones elementales en hileras a esta
matris doble tandiendo a encontrar la forma reduclda en escalén de
A hasta transformar A en I, lo cual uiempre o8 porible ouando Arl

exlste,

3. La inversa A"l ge encuentra en el lugar de la matrig I

des; 68 de haber oumplido la cquioién anterior.

Es decir: ;
(o] D)~z | a?)
Ejemplo. Encontrar la inversa A=l de

As




4
-2
-1

Entonoes A"l =

A
-2 ]
R |
Comprobacidns

_ 4 -3 1
Ad™S o 2 w3 aTaloyoee
el i § g T b ol

Bjemplo 2. Resolver el siguiente sistema de ecuaclones lineales:
E’xl +x, + Xy = 5
- X, + 2x3n 4
xl + 4xjn -2
Bolugién. En notaoién matriocial, ol problema es resolver la
ecuacidns
Y L 3 //;i\\ 5
-l 2 |‘ :".2 ~ 4
\ x -2
1 0 \fj
Multiplicando por la igquierds por la inversa de la matrim

de ooeficientess

x i ¥ -1 o
X, |= 0 <1 2 4
13 \} O 4/

Abhora, hemos encontrado en el ejemplo anterior ques

4 4-3\

Sus tituyendos

4
o

-1

Entonoes, la respuesta est

Comprobagidn.

la. scuacidn @ X +tx, + ;3 -5

42 « 26 = 11 = 5
2 %3

2a. eouaocidn 1 4

3a.. scuacidfn 3
- O
-2

12,9 Problemas de optimizacifén. En las aplicaciones de la derivada

paroial (Capitulo VII), bemos oonsiderado el problema de la deter—
minacidn de méximos y minimos de funclones de variss variables suje-
tas a condiciones laterales. El método de los multiplicadores de
Lagrange nos permite enoconirar, por lo menos tedricamente, los
posibles miximos y minimos de la funecidém. Cuando la naturalesza del
problema implica la exisiencia de un miximo y las ecuaciones de
Lagrange se satisfaocen en un solo punfo, ontonces se deduce légica—
mente gue ese punto es el méximo buscado. Si el sistems de eouaciones
de Lagrange puede ser resuelto y tiene un nfimero finito de soluciones,

entonces se pueden probar las soluciones encontradas para determinar




ol méximo o el minimo de la funeidn, segin el ocaso. Ahora, ocuando

el nlimero de posibles méximos y minimos es infinito, como suocede
en los problemas de progremacién lineal, generalmente no es posiblé
determinar el méximo o el minimo de la funoidn por medio del clloulo
infinitesimal. Entonces, ha sido necesario idear nuevas técnioas
para resolver el problema. El Algebra Lineal he sido utiliszada

oon §xito para resolver ociertos tipos de problemas de méximos o
minimos de funciones de varias variables sujetas a oondiciones
laterales. Por ahora, nos limitaremos a establecer definioiones y
a considerar algunos ejemplos de programaoién lineal para ilustrar
la organizacién de los datos y el planteo matemdtico del problema.
El tema seré estudiado con detalle enm un curso posterior de matemé-
tloas aplicadas a economia.

Def, 1. Problema general de optimizacidn: Maximizar o minimigzar

una funoién de varias variables sujetas a condiciones laterales.
En simbolos matemdtiocos:

Maximigar o minimizars s = f (2, ¥, +esy W) 81 las variables estén
sujetas a las condiciones lateralsst

¢1 (X) ¥5 #aa] W)ia-D

¢2 (x' :Jr’ soey u) o~ 0

L] L]
®

$m (x5 ¥y ---s.“) = Q

Def, 2. Modelo lineal. Maximimar o minimizar una funcién lineal

de varias variables sujetas & condioiones laterales lineales.

'Hgta. Las ocondiciones laterales lineales en un modelo ‘lineal
pueden ser ecusoionss, desigualdades, ecuaciones diferenciales

ordinarias o parciales, ecuacliones de diferencia, etc.

Def., 3. Programacién lineal, Meximizar o minimisar una funcidn

1ineal de varias variables sujetas a un sistema de ecuaciones y (o)

desigualdades linealec,

B siubolos matemdticos, dos formas tipicas de prodlemas

de progremacidén linenl gon las sig&lgn’tus

@ Maximigar: 8 =0y zl-i-oz 12_*_ _-..-!».onxn

Sujeta a1 (-.1-1 X+, X, 4 .. + "l,n"n £ hll

Gp1 T Ay Xyt tay 'z

81 By e T e v, X

Usilisando notacién matrioial, seas

Q= (01. ﬂa’ eese on) ] X =

-11 ﬂla -‘..l .h
.21 I22 ease ‘zn

L L ] ®
" 1 ﬂ' 2 so0ca ‘m
Bntonces el problema est

Maximigars s = OX

°a *n

Bujcltn ;l ("11 x, + ‘12.‘2 » s taa 3N
. .21114-;22 xz"" see +.'2nxh ?sz
T

1w BH * %2 4% 30

x, > 0 Xy > Ofeccees x, 200
bt

Lxl;o 3 1220 §oiaiiin 1%, 2

by

b
m

0.




o utiligando la misma notacién matriecial que antes:

Minimizar 2= CX
Sujeta a + AKX 2b 3 X >0

Breve historia. Las nuevas téoniocas de optimizacién son relati-

vamente recientes. FEn 1929, el matemfitico alemdn J, Von Newman
publicd su primer ensayo sobre Teoria de Jusgos, sugiriendo que
sus ideas podian ser utilizsdas para resolver problemas de econo-
mia, Sin embargo, el ensayn fus tan absiracto que solamente unas
ouantas personas pudieron entenderlo. Esto prowwod inquietud
entre los economistas de la’época que empezaron a preocuparse
seriamente por el uso de las matemiticas en economia y de 1930

a 1940 se observa una influencia notable de las matemidticas en
problemas de tipo econémico y en la tosria econdmica misma. BEn
1944, habiendo emigrade a Estados Unidos, J. Yon ¥ewman y 0. Mar-
gerstern publicaron su libro titulado "The Theoxry of (ames and
Eoonomioc Behavior". Este libro atrajo la atencidén de gran cantidad
de investigadores economistas y matemiticos que reconocieron la
importancia de las ideas dr Von Newman. Se ha demostrado que los
problemas de optimizacidén que hemos definido ocomo problemas de
programacién lineal tlenen la misma sesiruciura natemética que

los juegos de dos personas. En 1947, el profesor Dantzig inventd
un proceso numérico para resclver ¢l problema general de Progra-

maoién lineal que se conoce como sl método Simplex, El profesor

Dantzig trabajaba entonces para la fuerza abérea de los Esiados
Unidos y el método Simplex fue utilizado primeraments para la
optimizaoibén de téonicas militares. A partir de 1950 se han
desarrollado notablements nuevas %téonlocas de optimigacién y actual-

mente se trebajo en problemas no-lineales de cptimizacidn.

Coneideremos algunos ejsmplce ds programacidn linsal para
4lvstrar la organizacibn de los datos necesarics y el planteo
matemdtico del problema, asi como las limitaociones que resultan de

las oconsideraciones tedrlcas establecidas,

12,10 Problema de la dieta. Supongamos que se desea obtener una

dieta semanal para mlimentar a un grupo de estudiantes en un interw.
nade de manera que el costo mea minimo y al mismo tiempo se propor-

olonen los nuirientes necesarios (calorfas, vitaminas, etc.) para
que Bea una dieta saludable,

Consideremos un grupo de alimentos bésiocos Que llamsaremos

Al' 12, PR An. Denotgmos por Nl’ Ha, sy Hn, los componentes

prinoipales de los alimentos considerados, (calorias, proteinas,

vitaminae, eto.). BSea 84 el nfimero de unidedes del nutriente N,

contenidas en el alimento Aj. (=2, 2 sonmy §ol, 8, iniy W)
Llamaremos 03 el costo por unidad del alimento AJ ¥y denotaremos por
xd al nfinero de unidades del alimento Aj que dsbe contener la dieta
éptima. Por filtimo, sea b, el nfimero minimo de unidades del nutri-

ente Ni que proporcionan une dieta saludable al grupo de estudiantes,

Organizacidn de los datos, En lom problemas de programacién lineal
ea muy conveniente organizar los datos en una tabla para facilitar

el planteo del problema. Para el problema de la dieta, y, en general,
para oualquier problema que tenga una estrucstura semejante, una prew
sentacién tabular conveniente es la siguiente:

Costo por

Unidad de 02

des de N

Yo, minimo de unidg—

i

- ——

N
o

No. de unidades
de Ajen dieta
éptima




