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El uso de las mateméticas se ha generalizado en los
Gltimos afios, no sdlo como herramienta de anélisis de proble
mas de economfa, sino como auxiliar en el estudio de la
teorfa econémica misma y de sus materias relacionadas, espe
cialmente la estadistica. EI propésito de; estos apuntes es
proporcionar a los estudiantes de economfa el material béasico
de mateméticas, incluyendo algunas de sus aplicaciones a
economfa en cada tema.

El texto requiere conocimientos elementales de algebra,
trigonometrfa y geometria analftica. Su contenido comprende
fundamentalmente célculo diferencial e integral y Algebra de
matrices. El primer capftulo presenta un breve repaso de los
conceptos mas importantes de geometrfa analftica para el estudio
del célculo. La parte correspondiente al célculo diferencial
incluye el estudio de funciones de varias varlables y sus
aplicaciones a economfa. El célculo integral se reduce a fun
clones de una variable, para continuar con un capitulo de
serles que constituye un complemento importante para el estudio
de funciones. El estudio del algebra de matrices y su relacién
con‘ la discusién y solucién de sistemas de ecuacionegtl_in'gales

aparece en los ultimos dos capftulos, terminado con u.n,‘a" k?géve

introduccién a programacién lineal, a manera de propagé.'r}’d?i

para el tema. En el desarrollo de todos los temas, se dedl
ca especial atencidén a la utilidad de las mateméticas para el

. entendimiento de .algunos conceptos de la teoria econdémica y




al analisis de problemas especificos en las aplicaciones.

El material del texto, incluyendo la solucién completa

de los ejercicios, fue cubierto totalmente en un curso anual

con 3 horas de teoria y 6 de ejercicios por semana.

La realizacién de estos apuntes se debe en gran parte
a las personas que me animaron y me recomendaron para lograr
experiencias que estimo de manera especial. Durante el afio
escolar 1961~1962 realicé estudios de mateméticas, economfia
y estadistica en la Universidad de California, en Berkeley,
gracias a una beca gestionada por la Srita. Consuelo Meyer,
a quien expreso principalmente mi gratitud. Pasé dos veranos
en la Ciudad de México, estudiando mateméticas en la Facul
tad de Ciencias de la Universidad Nacional Auténoma, enviado
por el Ing. Roberto Trevifio y el Ing. Rafael Serna. Por ultimo,
participé como Profesor en el IV Curso Intensivo de Capacita
cién en Problemas de Desarrollo Econdémico y Evaluacién de Pro
yectos, recomendado por el Lic. Victor L. Urquidi. Reciban es
tas personas el mérito, si es gque tiene alguno, de este modes
to esfuerzo. En esta segunda edicién se han corregido errores
de la primera edicién. Se incluye al final las respuestas de al
gunos de los problemas de los ejercicios., Los problemas que
pueden ser eliminados por ser especialmente dificilesd elabora

dos, han sido indicados con un asterisco (*).

Monterrey, N. L., noviembre de 1965.

Eladio Saenz Quiroga.
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CAPITULO I
CORCEPTOS FUNDAMENTALES DE GEOMETRIA ANALITICA

Introduccién. La geometrfa analftica relaciona el dlgebra con la geo=
metria, resolviendo problemas geométricos por métodos algebraicos y -
utilizando la geometrfia para resolver 6 facilitar la solucién de Pro—

blemas algebraicos,

Desde antes de la era cristiana, los griegos que eran esenciale-
mente gedmetras y los &rabes que eran algebristas, intercambiaban
problemas iniciando de manera informal las relaciones entre el dlgebra
Y la geometrfa que dieron lugar a la geometrfa analftica. Sin embargo,
hasta el siglo XVII no habfa sido escrito un tratado formal de la
geometrfa analitica y fué René Descartes el primero que lo hizo, incor-
porando d@ esta manera una muev:i rama de las matemfticas a lasjcianciaa

exactas,

La relacién entre conceptos gaométricos ¥ conceptos algebraicos
permite identificar unos con otros dando lugar a una serie de metdforas

que encontraremos desde el principio.

Escala de mimeros reales. Empezaremos por ideatificar los mfmeros rea~

les con los puntos de una 1fnea recta. Consideremos una recta infinita
en ambas direcciones y seleccionemos un punto arbitrario que llamaremos
origen y le haremos corresponder el mimero cero. A la derecha y a inter-
valos iguales hacemos corresponde puntos a mimeros enteros positivos,

De la misma manera, hacemos corresponder puntos a la izjuierda del

origen con nimeros entercs negativos, como indica la figura 1.1.

o
-1 1

I ! i

Fige 1e1

Ahora, cualquier mimero real, racional 6 irracional puede hacenr-
8¢ corresponder a uno y sélo un punto de la recta y visceversa logrando
de esta manera una correspondencia uno a uno entre los mimeros reales

Y los puntos de una recta.




2. G

1.1 Coordenadas rectangulares. Hemos jidentificado cada punto de una

3 4 . e
recta infinita con un numero real. Veamos ahora como René Descartes o cisa ael punto P

ided un sistema de referencia para identificar cada punto de un plano No e e WSS
4nfinito con una pareja de nimeros reales ; Viceversa.

Observacidn,

Cualquier punto del primer cuadrante tiene sus 2
coordenadas positivas,

Se tragan dos ejes perpendiculares, uno horizontal y el otro

. En el a¢ do cuadrante, la abs
vertical, que llamaremos eje de las X y eje de las & PONpROLINERRIE: el P GO

. negativa y la ordenada es positiva. En el .tercer ouadf#nte, las
A la interseccidén de éstos dos ejes le llamaremos origen y correspon-

J : Yy en el cuarto ocuadrante la absoisa
ricas sobre cada uno de los ejes como - son negativas

derd al cero de las escalas num . , .

ge indica en la figura 1.2. es positiva y la ordenada es negati

1.2 Distancia entre 2 puntos. Consideremos 2 puntos arbitrarios

P y Q que para comodidad situaremos en el primer cuadrante,

k|

-
.E(.'E‘t"-!a},_/._ .

[
t
'
)

.,.x| . ,'
Bt _ g
A : Fige 1.3
Fig. 1.= :

o8 tragzen las perpendicualres de los puntos P y Q a los

ConsideraTemos un punio axbitrario P, en el planos El punto 8jes; determinando las abscisas y ordenadas de los puntos que, de

serd identificado por una pareja c.denada de nimeros reales (xo, yo) acuerdo con la definicién, corresponden a las distancias marcadas

la que x_ €8 el mimero correspondiente al pié de la perpendicu- R e T
en 2
o gu

Seglin la construccibén geométrica, P Q R es un
: 3 r dmero correspondiente
Jar trazada de Pal eje de las Xy ¥, €8 ol_uine

triéngulo recténgulo cuyos catetos son PR = x, - WA L
slvpidide Ac AP trezads do E 81 gJojdejls I Entonces la hipotenusa puede ser encontrada por el teorema de
ja ordenada de mimeros reales Pitégoras obteniendo de ésta manera una férmula para la distancia
Inversamente, dada una pare.ja

entre dos puntos:
iente se localiza levantando perpen—
el punto correspondien
(10, yo)s P

. - o 2 -
diculares en los puntos X ¥ ¥, sobre el eje X y el eje 1 respeotl = d = \/(x2 - xl) + (32 . yl)

vamente hasta engontrar su interseccidn.

Ejemplos Encontrar la distancia entre los puntos P (1, -2) y
El sistema de referencia establecido divide el plano infi- Q (4, 3) -

drantes que llamaremos I, 31, 111 ¥ IV de acuerdo
Agf, el punto P (xo, yo) estd en
A la pareja ordenada de mimeros reales se les

los mimeros reales

Solucifn: En problemas de geometria analitioca es siempre conve-
" niente dibujar una figura esquemédticas

nito en cuatro cua
como se indica en la figura 1.2
el primer cuadrante. 3
e
l1lama coordenadas del punto y para cada uno




Fig, 1.4

De acuerdo con la férmula de la distancia, es indiferente
la seleccién del punto correspondiente a las coordenadas de sub-

fndice uno, ya que las diferencias aparecen al cuadrados

Sea P (x5 ¥,) = P (1, -2) ¥ Q (x5 75) = @ (4 3)
Entonces x, = 1 X, = 4

y1-~2 y2-3

Sustituyendo en:

d= v/ (x, = 11)2 + (v, - 11)2

a- VP 2P e Vo5

Consideremos ahora la relacidén entre una

1.3 Grdficas de ecuaciones. :
ecuacién indeterminada con 2 inc6égaitas y una gréfi

ca en el plano,.

] los
Def. La grdfica de una ecuacién er x y y es el conjunto de todos

tos (x, y) en el plano cuyas coordenadas satisfacen la ecuacidn,
pun 9

Ejemplo, Sea la ecuacifn indeterminada siguientes
2
y = 4x

acién tiene una infinidad de soluciones reales porque
e ente

Esta

para cada
valor de y para formar una solucidn.

valor que le demos & g_encontramos un correspondi
Tabulemos algunas de las 80—

lucioness

Dando valores enteros a x encontramos para

X =0y Y= 0, Es decir, el origen es solu~

cién de la ecuacién. Después para valores

a derecha é izquierda encontramos simetrfa

en los valores de Y ¥ observamos que crecen

a medida que aumentamos X. Oraficando los

puntos y trazando una curva suave a través

de ellos obtenemos la grifica 6 curva corres-

pondiente a la ecuaciéns

B L e, o i i

i

Pigo 1.5

- . . 2 8
Observagifn. Aun cuando la ecuacidén propuesta y = 4x  tiene una

infinidad de soluciones, éstas sirusn cierta ley de formacidén
porgue para cada valor de x; el valor de Y es precisamente cuatro
vVeaes el cuadrado de x obtenidndose una curva que contieme una

infinidad de puntos ligados por cierta ley de formacién, que es

la ecuacidn misma.

Ahora, si se tiene un conjuato de puntos en el plano con
ciertas caracteristicas comunes, es posible encontrar la ecuacidn

de la curva que determinan., Consideremos por ejemplo el circulos

104 Def. ... Circulo, Es una curva cerrada en el plano cuyos pun-

tos estdn situados a igual distancia de un punteo fijo llamado

centro. (A la distancia de los punvos al centro se le llama radio)

En nuestro sistema de referencia, la expresién geométrica

de un cfrculo arbitrario es la siguientes




IS

Fig. 1.6

Llamemos C al centro y supongamos que sus coordenadas son
(hy k). Sea r el radio del ofrculo y P (%, y) un punto arbitra-
rio del circulo,

De acuerdo con la definicién, la distancia del centro C

& cualquier punto debe ser igual a I
CP = p

Con la férmula de la distanciat

. "l/(‘z = 1) 4 gy = 7y

Sear=dj; C (hy k) 3 P (x, y). Sustituyendos

el =02+ (3 - )2

Elevando al cuadrado:

r° = (x-n)?+ (y-%x)°

Hem: 8 encontrado asi una expresién algebraica para el
circulo, que es una figura geométrica, La ecuacién del efrculo

es entonces: )2 2

(x-n)2 4+ (y-k)2=r

Te

Ejemplo: Encontrar la ecuacién del cfroulo con centro en C (1, 3)

¥y radio r = 2, (fig. 1.7)
h k
C(,3) sr=2

(x - l)2 + (x - 3)2 = 4 (soluocién)
T ————
6 desarrollando y simplificandos

12 -2x + 1 + y2 -6y +9= 4

x2 + y2 -2x -6y +6=0
-—-—-——-———————-_———-_w__—

= (solucién equivalente)

JAI,S Aplicacién a un problema de distribucidn de mercados,

Problema., Una oompaﬁia.tiene dos centros de produccién para un
articulo cuyo precio en ambas fébricas es de $3,000., La distan-
cia entre los dos centros de produccién es de 100 kilémetros y
los costos de transporte aéreo por artioculo y por kilémetro son
$5 para una fibrica y $10 para ls otra. Determinar la: éreas
de distribucién para cada fibrica de manera que los prec:os,
incluyendo costos de transporte, sean lo més bajo posibles para
cualquier lugar,

Solucién., Situemos al primer centro de produccién Fl en el ori.

gen de un sistema de coordenadas rectangulares y al otro centro

de produccién F2 sobre el eje de las x a la derecha de Fl (fig. 1.8)

1




8.

) _ Esta es la ecuacidn de un circulo con centro ens
Entonces F1 tiene coordenadas (O, O) y F2 tiene coordenadas

(100, 0), tomando un kilémetro como unidad de coordenadas. c (4%9 ;,0) 3 r= 3%2

Encontremos el limite & frontera de las 2 zonas Cuyos pun~—
tos estdn situados a ura distancia de los centros de produccidn, ] Eitonsaky s Sopn Ae SLELRUSHD INND r2 8 23 ipRepter -
tal que el precio del articulo resulte el mismo al llevarlo de Bed oitulh paime Wi GuAlGRINSUPANT PURBS-AUL SLINAY, 53 medio
cneTquitradd; 1aa Tab¥i ik, 182 P (x, 3) uno de os avkan 35 ia del artfculo, incluyendo costo de transporte, es menor si se lleva
frontera de las 2 sonas de distribucidn, entonces P debe satisfacer " F1° e i i S e ils: oS
14, griente Sondtoism precio del artfculo incluyendo transporte, es el mismo si se lleva

de cualquiera de las 2 fédbricas.

3000+5F1P-3ooo+1oF2"F
1.6 Lfnea Recta. La linea recta es un concepto geométrico de gran

dondes FI P = distancia de F1 a P utilidad en cdlculo diferencial, por lo que estudiaremos algunos

conceptos relacionados con ella.

= u
P F2 P

Def. Inclinacién de una recta es el dngulo que se forma trazando

Entoncesy por la férmula de la distancias : una horizontal a la derecha a partir de un punto cualquiera de
la recta y girdndola en sentido contrario al giro normal de las
manecillas de un reloj hasta encontrar a la recta, como se ilus-

De la misma manerai tra en la figura 1.9.

'E;’i?n V(x - 100)% + §°

Sustituyendo en la condicién establecidas

— S

i

s /2 +y° =10 [ (x - 100)% + 5

2

Eievando al cuadrados

25 (x2 * y%) = 100 (x° - 200z + 10 000 + y°) =%
S?mphcitandol 3439 - Bovox + 40,000 =0 ¥ 2 B
Dividiendo entre 32

x2 4 y° = 800 x + 40 000 = O Fig. 1.9
3 3
Inclinacién de la recta Li " C(]»%~

Agrupando los términos en X y completando el trinomio cua=- " "/ . L2 = 0(2~n

drado perfecto

(x2 - 800 x + 160 000) + y° + 40 000 - 160 000 _ o5 ‘ e Cued
3 9 3 9 Def. Pendiente de una recta es la tangente trigométrica de su

inclinaciéne.

2
(x-igg)2+y2-4oooo_zoo\
3 ? '3/ : Llamaremos m a la pendiente de una recta. En la grdfica




10,

anterior,

Pendiente de L1 = m1 = tano(I

Pendiente de L, = m

o o = tandz

Observacién. La inclinacién de una recta es un dngulo entre 0 y
180 grados. Ahora, la pendiente es la tangente trigométrica de
la inclinacién y por lo tanto puede tener un valor entre -oo y

+ 00 que es la variacién de la tangente trigométrica cuando el
&ngulo toma valores de 0° a 180° Recordemos la gréfica de tan-
gente de un dngulo _jé; estudiada en trigonometria.

Fig. 1.10 4 L
Ee deoir, ei o( (inclinacién) estd entre 0" y 907, enton-

ges la pendiente es positiva ¥ tiende aooo cuax;do o se acerca
a 90°. Si la inclinacién estd entre 90" y 1807, la pendiente es
negativa. Si la recia es horizontal, su inclinacién es cero y

su pendiente es cerow también. Si la recta es vertica}, su in-

clinacién es 90° y su pendiente es infinito.

Férmula de la pendiente. Consideremos la recta L determinada por
) como se indica en la figura 1.11.

los puntos P (11, y1) ¥y Q (Izy Io

/;%;::
,////’/// f T
i |

Figo 112
El &ngulo =% er la inclinacién de la reocta y por defi~
nicién de pendiente tenemos:

>

el

Pendiente de L = m = tun oC

yz'yl
*2 ™%

o.o ms=

' Ejemplos Encontrar la pendiente de la recta que pasa por F (4, 2)
p Q (—1’ 5)- (Figo 1.12)'

Soluoién,
\\\}nxq

Figo 1.12 % v )
Yo =¥ 1M1 e 72

Bustituyendo en la férmula: m = %, - x s p (4, 2)3 @ (-1, 5)
g |

¢ am 2=l
LN ~1 o 4 -5

Notay En la férmula de la pendiente, igual que on la férmula de la

distanoia, es indiferente considerar cualgquiera de los puntos




12,
P 6 Q como el punto (x1, y1) porque #n intercambio de los sub-in-

dices, cambia signo a ambos numerador y denominador de la frao-

¢ién lo cual no altera su valor, .

1.7 Rectas paralelas. Dos rectas son paralelas si y solo si sus
pendientes son iguales.

En simbolosi L1l| L2 8l y solo si m, = m,

Eron,

Demostracién. Un teoreme de geometrfa nos dice que si dos rectas

4

son paralelas, entonces tienen dngulos correspondientes iguales

Ll

al er cortadas por uma transversal.

Supongamos que las dos rectas L1 y L2 son paralelas. Eﬁ-

tonces tienen #&ngulos correspondientes iguales con una transver- Fig, 1.14

gal horizontal como indica la figura 1.13.

Y Pendiente de I, = m, = Tan 0L1

1

Pendiente de L2 = m

i

i¢»%ﬁca,4,@éx&

2
ahora 9(2 = 90° ¢+ 0% (por trigonometria).

= Tan 0(2

2

o cf W, = Tgn (90° +C(3) - - Cotan*za (por trigonom.)

e

/

5:%%;:— (de trigonom.)
1

L.C.D.D.

S5
oy
J

2)

L ]

‘(/2 La dewmoesteacion ew e« sentide “wvevse €S sz‘zaQ.
Fig, 1.13 «8 Ecuacién de una recta. Contsideraremos dos casos fundamenta~

less

I. Dada su pendiente m y 1% ordenada al origen b (fig. 1.15)

Entonces tienen la misma inclinacién y por lo tanto sus
pendientes son iguales, es decir: M, = Mye

Inversamente, si m, = m,, sus inclinaciones son iguales
y las rectas son paralelas.

Rectas perpendiculares. Dos rectas L1 y L2 son perpendiculares
si y s6lo si la pendiente de una es la reciproca y de signo con-

trario de la pendiente de la otra.

Demostracién. Sean las rectas perpendiculares L1 y L2 como in-

dica la figura 1.14.




Sea P (x, y) un punto cuaslquiera sobre L

Por definicidén de pendientes

e ¥y o=
X

NQQFO e Y= m X ;.br

Si la recfévpaea por @l origen, b = o y la dcuacién se
reduce as y = m X

Si la recta es paralela al eje x, entonces m = o y la

ecuacidén resultas y = b

Si la recta eés paralela al ejo y, entonces m no existe.

Bn este casoy la recta es un conjunto de puntos situados a
igual distancia, digamos a, del e¢ja Y, Entonces, su ecuacidén
ess

z = 3

DETETSISIY

IIs Dados un punto por donde pasa, digamos P (11, y1) v

la pendiente m, (fig. 1.16)

e
M

/

L

Fig. 1.16

Sea Q (x, y) vun punto cualquiera de L. Entonces, por de-

finieién de pendisente:d

Multipliocando por (x - 11)3

TSP S O Y T T

l{"‘y1”‘m(-’»”‘x1)

51 se conocen dos puntos pox donde pasa la recta, pode~
mos ®educir al ocaso anterior, encontrando primeramente la pen-

diente m y con un punto cﬁalquiera de los dos, se determina la
ecuacién. ;

Ejemplo: Encontrar la ecuacién de la recta que pasa por los
puntos:

P (=35 5) 5y Q (5 =1) (£igo 1.17)
Solucidén

Fige 1,17
Encontremos la pendientes

& 78 g |

257 P (=3,5h & (5, ~1)

m & ;{2
=g
1
5

ms

=5 b e 3

i : 1 ¥
Entonces, tenemos pendiente m = - 3/4 ¥ pasando por P (-3,5).

Sustituyendo en la férmulas

y’y1-m(x-x1)
y=-5= =,% (x + 3)

4y = 20 ==3x =9

4y + 3x = 11 = 0

Ejercicio 1

Temas Distancia entre dos puntos. Punto medio.
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1. Baceutrar la diatancia entre los sigulentes pares de puntoss

(situar los puatos en cada ca30).

A(1y,3) 3 B(4, 1)
A (-2,-3); B (1, 0)
A (0,-4) 3 B (3, 0)
A (3,=2) 3 B (3,-5)
A (2, 7) 3 B (~1,4)

2. Dibujar loa tridngulos con lod vdrticea dados y encontrar las

longitudes de sus ladosy
2.1 A (1,-1) 3 B (4,=1) 3.€ (4, 3)
2,2 A (0, 0) 3 B (2,-3) 3 € (=2,5)
2.3 A (=1,1) ;3 B (2, 3) 3 C (0,~4)

3, Dibujar el cuadrildtero A B C D, encontrar las longitudes de
sus lados y de sus diagonales.

3.4 A (4, 1) 3 B (1, 3) 3 C (=3,1) 3 D (=2, -1)
3,2 A (4,2)3 B (-3,2) 3¢ (-1-3) 3 D(2 -3)

4. Dibujar las sigulentes figuras y demostrar que son del tipo

indicado.

401 A ("4’3)
4.2 A{(3, 1) 3 B (5 5) 3 € 79, =2)1 Tridngulo rectdngulo
B (0, 4) 3 C (65=2) 3 D (3, =5) & Rectdngulo
B (3, -2) 3 C{6,=1)3 D (5, 2) @+ Cuadrado

4.4 A (43,1)
4.5 A (2, 1)

5, Investigar si los siguientes tres puntos estdén en 1inea recta.

(usar la fé6rmla de la distancia)i

5.1 A (2’ 1) ;) B (‘1’2) 3 C (5’ 0)
5.2 A (=1,1) 3 B (15, 5) 3 € (3, 9)

6. CudAles de los siguientes puntos pertenecen a una circunferencia

con centro en € (0, 1) y radio 3t

A(}, 1);3(27 4)
¢ (0,-2) 3 D (VB, 2)

B(ss +3)\ 9003 V3, 4 V3 Tk Tridngulo equiutero

3
i
4.3 A (2, 3) 3 B (6 8) 3 C {71, =1)* Tridngulo rectingulo isdsceles
]
3

1T
T. Deducir férmulas para las coordenadas del punto medio del seg-
mento de recta determinado por P (11, y1) ¥y Q (12, yz).

Situar los siguientes puntoe y eincout@#ser las coordenadas del
punto medio:

(xm-‘1;"2 y 1 =% T35

Te1 A (2, 6) 3 B (=3, 2)
To2 A (2, 1) 3 B (=2,=3)
T-3 A (=3,~4)3 B ( 1, 2)

8.~ Encontrar las longitudes de las medianas del ¥»idngulo A B C,
A (29 4) } B (2, '2) $ C ('4: 0)

9= Demostrar que las diagonales del paralelograms A B C D se
bisectan mutuamentes

A (0, 0) 3 B (3, 0); C (2, 4) & D (5 4)

Ejercicio 2
Temat Bouacién del ofrculo. Una apliocacidn a ecounomfa.

1. Ergontrar ls ecuacifén del ofrculo con las siguientes

ocaracteristicas., Hacer una grdfica esquemfiica en cada casos

1e1 C(204) 3 7= 4 -
1.2 C (<3,3) g v=2
1.3 C (=14=3)3 v = 3/2
1.4 C (4, 0) 3 =3
145 c (1/2, 1/3)y v = 6

2, El didmetro de un circulo es el segmento qus une los pun-
tos A (=2, 3) y B (45 -3). Encontrar su ecuaeién y didujaz.

3. Encontrar ls scuacién del cfrculo con centro en el ori-
¢én y radio igual a ls diagonal de un cuadrado de lado tres.

4. Encontrar la ecuacifn del cfrculo inserito en un ouadrade
de lado 5 y ocon centro en C (3, 2)
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5. Bnocontrar la ecuacién del cfrculo con centro en C (1, 4)
y que pasa por el origen. '

6o Encontrar el centro y el radio de cada uno de los siguien~
tes ofroulos, dibujar.

6.1 T +y =224+ 4y~-11=0
6.2 x"+y + 81 (L

6.3 2+ ¥ - 10y + 18 =0
6.4 x -61+21+9-0

6.5 Ix° + 31 +6x -9 +15=0
6.6 X2 4§ 45 =120

7. Una compafifa tiere dos centros d3 produccidn para un ar-
tfoulo ouyo precio es igual a § 1,000 en ambas fébricas, la dis-
tancia entre los dos centros de produccifm es de 200 kilémetros ¥y
los costos de tramsporte por artfoulo y por kilémetro son de $8
pare una fdbrioa y $16 para la otra. Encontrar la frontera (sona
de igual precic total llevando el artfculo de cualquiera de las
dos f£4bricas) y determinar las &reas de distribucién del mercado
para cada una de las fébricas,

8. Supongsmos gque en el problema anterior el costo de trans-
porte es de $2 por artfcule y por kilémetro para ambas fdbricas.
Determinar la frontera y las dreas de distribucién del mercado.

- Bjereicio 3

Tema: Linea recia

1o Encontrar la pendierte de la recta que pasa por los pun-

N1t A (35 4) 3 3(5 9)
1.2 & ( 24 5)3 B (4,=2)
1.3 A (=3,2) 34 B (2, -4)
1.4 A (=5,=4)3 B (2, =3)
| 1.5 A (=4, 4)3 B (2, 2)
4.6 A (3,2516) 3 B (=5:8,4.6)

-

4_2. Dibujar el cuadrildtero cuyos vértices song

A (25 4) 3 B(1,5) 3 ¢ (-2, 2) $ D (=1, 1) y verificar
qué es rectdngulo calculando las rendientes de sus lados,

3+ Encontrar las pendientes de la lfnea Perpendicular a la
1fnea que pasa por los siguientes puntoss

+ 3e1 A (3, 4) 5 B (2, 1) 3.3 A(3, =2) § B (~4,~1)
3.2 A (6,6) 3 B (2, 2) 3.4 A (-2,8) 3 B (3, 6) »

4 Determinar si los siguientes tres puntos estdn en linea
recta utilizando la férmula de la pendientes

4.1 4 (0, 3) ; B (2, 6) 5 C (=2, 0)
+4¢2 A (=1,2) 5 B (1, 4) 5 € ( 3, 5)

X 5. Encontrar x de manera que loe puntos A (-1, 7)s B (3,=5)
C (-4, x),estén en linea recta.

Tb\ 6. Encontrar la ecuacién de la recta con las siguientes
caracterfsticasns

6.1 pasando por P (-3, 2) con pendiente m = 2/3
6.2 pasando por P (=2, 7) con pendiente m = - 5/2
6.3 pasando por P ( 2, 4) con pendiente m = 4/3
604 pasando por P (7, =9) con pendiente m = 4
6.5 pasando por P (~2, 2) con pendiente m = 0

Te Encontrar la ecuascién de la recta determinada por los si<
guientes puntoss -« ¥

T

Tel A(2,4) 3 B (=3, 5) 7.4 & (0,0) 5 B (=1, =3)
72 A (0) 5) 3 B (~2y=1) 7.5 A (=3,-2)3 B 1, 3)

1.3 A(_l_ ,%);B (g_. ,4) 6 A(3 1y (Z’ _)

8. Encontrar la ecuacién de la recta con las siguientes con-
dicioness

il

8.1 Pasando por P (1, 5) v perpendicular a la 1fnea que
pasa pér A (-2, -6) y B (8, 2)

8.2 Pasando por P (1, -2) y paralela a la 1fnea que
pasa por A (1, 3) v B (2, ~4)
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8.3 Pasando por el punto medio del segmento A (-7, 2) j
B (3, -4) y perpendicular al mismo segmento AB.

9., Encontrar el punto de intersecoildn de las siguientes

rectas., Dibujar en cada casos

9¢i z+y=5j2x+iy=4
9,2 X =621 x® y=2
9ed 2x = y = =5) 4x ~ 2y = ]
9¢4 Tx + By= 12§ 2x = 4y = =3

FUNCIONES Y SUS GRAFICAS.

2s1 Funoiones de une varisble. FEs comin encontrar, por observa-
0ién direota, cosas que varfan produciendo cambios en otras gl

guiendo en alguncs casos una ley daterminada.

Por ejemplo, la presidn atmosférice de un lugar cambia de
acuerdo con su posicidn respecto al nivel del mar., Especifioca~-
mente la presiln atmosférioca P disminuye al aumentar la altura
sobre el nivel del mar b, Entonces, se dice que la presifén at-

mosférice de un lugar es funcién de su altura sobre el nivel del
mer y en lenguaje metemdtico lo expresamos de la siguiente maneras

P = f£(h)

En economfa; la cantidad demandada por un articulo dismi-
nuye cuando el precio del articulo aumenta. Esto es lo que sucede
en el caso "normal®. En gensral,so observa una relacidn entre :
los cambios del precio y los de la cantidad demandada. Entonces,
decimos que la cantidad demandada X os funocién del precio P y
lo expresamos de la siguiente menexa:

x = £(P)

Llamaremos 2 P la variable independiente y a X la yariable
dependiente de la funcién f,

Los ejemplos anteriores dan una idea clarad lo que es
una funcién. Sin embargo, es conveniente formalizar las defi-
niciones de los concepios envueltos.

Def. Una yariable es un simbolo que representa una canti-
dad que puede cambiar. Al conjunto de valores que puede tomar la
variable, le llamaremos dominio de definiciém de la variable.
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Def. Una constante es una cantidad que permanece fija en un

problema determinado.

Def. Una funcién es una relacién que asigna uno o nds valo-
res a una variable dependiente, cuando la variable independiente
toma un determinado valor de su dominio de definicién. Al dominio
de definicién de la variable indepandiente se le llama dominio de la
funcifn y al conjunto de valores Qie toma la variable dependiente al
dar a la variable independiente los valores del dominio, se le llama

co-dominio de la funcifn.

El concepto & funcidén puede BeT interpretado como una trans-
formacién de los elementos de un conjunio llamado dominio en los
elementos de otro conjunto llamado co-dominig. La figura 2.1 ilus-

tra esquemdticamente esia interpretacidn.

Dominio » Co=dominio

Fige 261

Si el dominio ¥ el co=-dominic de una funcifn estdn contenidos
en el conjunto de los mimeros reales, entonces se dice que la fun=-
cién es de varisble real. Limitaramos este curso al estudio :de

funciones de variable real,

Ejemplos. Dotsrminar el domimio y el co-dominio de las siguientes

funciones de variables realess

1. £ (x) = 3 gen x

Soluciéns Dominios
mar ol Angulo X, en radianes)s

Co-dominiot el conjunto de los nimeros reales comprendidos entre

menos tres y mas itres. (Valores que toma la funcién al asignar &

x los valores del dominio)s

2.2 (x) » x° ¢ 3%—4
£

x=1

Soluciéns Dominios Todos los mimeros reales sxcepto el 1, porque

Todos los mimeros reales (valores que puede to-

Tenumie AT 77 —
Ce Qeittto lalette gp ¥

para x = § la funcidn no estd definida.
Co=dominios Todos los mimeros reales, -

3o £ (x) = x°
Dominio: Todos los nimeros reales, Wm%k”\s .
Co-dominio: Los mimercs reales no negativos.

Funcién inversa. En la funcién y » £ (x), decimos que X es la
variable independiente mientras que y es la variable d;;;ndian-
te. Ahora; cuando sea pesible despejar x con ayuda de trans-
formaciones matemfticas, entonces encontraremos lo que se llama
la funcién inversa g de f3

x =g (y)

En la funcidn inversa, y es la variable independiente y x se
transforma en la variable dependiente.

Ejemplo: Sea la funcidns y = 2x #540 Despe jando x encontramos la

. [}
funeidn inversas \id 3

xe=y-4

X = 005 Yy = 2
veP: ive-

‘202 Funociones de varias variables, El mimero de variables indepen-

dientes que determingn el valor d° la variable dependiente puede
86T mEyor gue uno, en cuyo caso se tiene una funcién de varias va-
riables, Por ejemplo, el capital acumulado de una inversidn a
interés simple amual depende del capital inicial Coy de 12 tasa de
interés r y del tiempo transcurrido desde el momento de hacer la

inversifn t., Si llamamos Gt al capital acumulado después de t afios,
se tienes

C,=f (Coy », &)

Variable dependiente = Ct

Variables independientess 1, Co

25 ®
3

Observaciéns No siempre es posible obtener una expresién mateméd-

tica exacta que describa l:relacién entre ciertas variables. En
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algunos canos, e3 necesario tzbulas explicitamente 198 valores

de la varialle independiente coa Joa correspondientes valores de

la variable dependiente. En éstos cagos, que Son comunes en esta~
dfstica, la expresién que representa a la funcidén es una tabla de -
valores., OSiempre es deseable oktener una ley patemdtica a 1la tabla
de valorus aungue sea de mapnera aprolimada, reduciendo lor arroxes
al mfnimo, Una de las finalidades de la astadistica es precisamente
encontrar funciones aproximadas para un conjunto de datos empiricos
con el propésito de hacer proyecoiocnes futuras y t.oilitor €1 and-

1isis matemdtico de la relacidn ontre las variables consideradas.

2.3 Clagificacidén de las funciones, Una de las finalidadea funde-

mentales del cficulo infinitesimaly s el eatudio de las funciones.

Para facilitar dicho estudio, es muy conveniente olasificar las fun-
ciones de acuerdo con BU expresidn matemdtica. En lae siguiente
tabla se presenti la clasificacién de las funciones de una variable

en funciones algebraizas y funciones trascendentes, con algunos

ejemplos. Las funciones algebraicas son las que tienen una ax-
presibn puramsnte algebraica, es decir, oontienen & la variable
envuelta en operacicnes algebraicas, (suma, resta, multiplicaoién,
divisidn, potencias ¥y rafces). las funoiones trascendentes son

todas las que no son algebraicas.

Funcinnes de una variable x-t(x!

Algebraicas

Constantes £(x) = ¢
n
Polinomials £ (x) = B, + 8 T4 oo +a X
a) Liveal s f(x) = a *+a, X
2
b) Cuadrdticas f(x) = a + &.x ¢ a,X

Plx
Qlx

P(x), Q(x): Polinomios

Recional: f£(x) =

Tragcendentes.

Ejemplos
Trigonom‘tricaa ssssboncbssennten 8(1) = gon X
Exponanoiales cevbossenoesbnosBee g(l) = 4

Logaritmicas.....n.....e..n.... 8(1) = In 2
etoétera.

2.4 Gréficas de funciones. Una funcidn de una variable y= £{x)

puede ser considerada como una ecuacidén indeterminada en x y y,

es decir, una ecuacién con una infinidad de soluciones. Entonces,

la gréfica de una funcién es la curva de la ecuacién correspondiente.
Hemos visto en geometria analitica un método para graficar ecuacio-
nes que corresponde al siguiente proceso sistemdticos

1. Hacer una tabla de valores dando a la variable independiente
valores de su dominioy de la siguiente maneras

a) Primero se le da el valor cero y valores enteros positivos
hasta que se defina el comportamiento de la variable de-
pendiente.

b) Después se dan valores negativos enteroa hasta que se
defina la funcién a la isquierda del origen.

¢) 8i hay duda del comportamiento de la funcién entre 2 en-
tercs, se dan valorss fraccionarios en ese intervalo a
la variable independiente.

Si alguno de los valores considerados no estdn en el domi-
nio de la funcién, se excluyen de la tabulaciém.

2. Se gitdan en un sistema de coordenadas los puntos correspon-

dientes a las parejas ordenadas de mimeros reales que aparecen en
la tabla.

3. BSe traza una curva suave a travée de los puntos determinados
para obtener la grdfica de la funcidn.

Ejemplo. Hacer una gréfica esquemftica de la funcidém
£(x) = ¥ iz 4

Solucidn. El dominio de la funocidén es el conjunto de los mimeros

reales, es decir x puede tomar valores desde - oo hasta +00.
Empecemos con la tabulacidn. '




en los que intervienen las variables. Sin embargo, generalment
mente

es prdcticamente imposible obtener una ley matemdtica rigida
que

=
=
o]

describa exactamente un fendmeno econdmico, porque hay variabl
e
econémicas que son muy diffoiles de medir ¥ hay que conformarse:

ocon estimaciones que en muchos casos son disoutibles. Por otra

N

parte, hay conceptos econdémices que no pueden ser precisados de

manera especifica como el concepto de "utilidad" o “gatisfaccién"

EB L]
entonces muy importante tener plena conciencia de las limita~

ci i
ones que tienen las expresiones matemdticas de fenémenos econé-

4= N
"N D 000

¥
oo

1.
-]
oo

micos. Sin embargo, la herramienta matemdtica ha demostrado ser
un
recurso magnifico no sélo para ol anflisis de problemas econée

3
=

4._,‘\‘

HEQUER; -
(R micos determinados, sino para 1& mejor comprensién de los conce
X\ Fig. 2.2 tos fundamentales do la teoris econémica. e

El comportamiento de la funcién es inoierto (de la tabla) 2.5 Punciones de dsmanda: Oonsidere
en el i?tervalo de ¥ w~1 @& x=+ 1. Consideremos valores de X S G e B St lam::n::A::t:culo en un meroado
] e e artioculo depende de varias variables como son o;m;::Zj: z:: .
tfculo; el precio de los demds artfoulos en el mercado, los ar-

x £ (x) :

-:§§ %?;% ¢5§°g_» | gustos de los consumidores, etc., Si tomamos en cuenta toda 1l

: == s las
variables que determinan la cantidad demandada, obtenemcs una

£ o
uncién muy complicads en la que intervienen variables indepen-

Ahora, situando los puntos correspondientes y tragando una flstietiie ictlurih sy pookEmslfal
- va.
suave & travéds de ellos se obtiene la grdfica de la funcién dada. Entonces, despreciamos las vari :: SR e
variables que podriamos llama
r
secundarias para obtener uma funcidn simplificada de demanda, s /~ @
considerando Qque la cantidad demandada depende ¥nicamente de;%<1:£5€

De este ejemplo, se deduce Gue no es posible obtener una ; precio del i
¢ del artic 5
por este procedimiento. ulos  Para justificar la eliminacién de las de

curva
(£ig. 2.2.)

e vidbTaa b0 de 1a Punocién nés variables, limitaremos 1

En el intervelo ;0<x< i no sabemos cual es el valor minimo de intervalo de :iempo t;l . : ity

£ (x) y si seguinos dando valores & x entre o y 1, posiblemente | : das oonstantes. De °8taqu6 ooy 1 neon o) D B

podriamos encontrar aproximadamente la posicibn del punto minimo oién de demanda N LT O
nda estdtica. x = £ (p).

que estd en el intervalo y que es importante en la grdfica de
como el céloulo diferencial es de Una de las leyes bésicas de economfa dios que 1
a cantidad de-

mandada disminuye cuando el precioc aumenta. Entonces, las posibl
formas funcionales entre estas 2 variables deben satisf&éer ést :.
Consideremos algunos ejemplos de formas posibles de funciones da )
demanda estdtica. Las grdficas se limitan al primer cuadrante,eos

b 4 (x)o Posteriormente veramos
gran utilidad para graficar funciones.

Funciones en Teoria Bcondmica. En economfa se estudian relacio-

nes entre cantidades variables como son precios
Cuando la relacién entre un conjunto

presada por una ley matemd~

, ingresos, COB=

tos, tasas de interés, eic.

de variables econdémicas puede ser ex

tica, se obtiene lo que se llama una relacién funcional que

facilita notablemente el andlisis de los problemas econémicos




decir para valores no negativos de las variables X y P.

g
4. Seat P = 50 = 2x, (normalmente se trabaja en economnfa comr la

funcién inversa. En este caso la funcidén original seria, despe-

jando x ¢ x = 25 = 1/2 P, que expresa la cantidad demandada X como
una funcién del precio P).

Graficando la funcidén para verificar la ley fundamental

que debe satisfacer una funcién de demanda, se obtienes

Puesto que es una ecuacidn lineal, su gréfica es una recta.

Adends x y P toman iniocamente valores positivos. Encontremos sus i

intersecoiones con los ejes: (fige 2. i 2. " .
¥ b  900~-P de donde se ubtiene la aigud :
W . Suiente Tunoidn des-

Tabulandos

4—‘;
0

5
10
15
20

Fige 203

Fig. 2.5
De la grdfica se deduce que la cantidad demandada X dis- 4: Seas P = 2i0g 1000

minuye cuando el precio P aumenta. 2
Tabulandos 3

x+ 4

QKZ., Seat P = _400 10 obtenida de la funcién de demandas

x = _400
p + 10

-4

Tabulando para valores no-negativos de la cantidad deman—

dada x y el precio P, se obtiene la Pig. 2.48 SRR :
Fig. 2,6'
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2.6 Funciones de costo. De la miema manera que en las funciones de
demanda, pueden considerarse formas posibles para funciones de costo
total, que satisfagan lag condiciones "normales"del costo total de
‘produooién a diferentes niveles de cantidad producida. El costo
total es igual al costo £ijo méds los costos variables. Se supone
que los factores variables son fijos para cada nivel de produccidn
y tales que proporcionan costo total minimo. Naturalmente, ésto
depende del tiempo por 1a evolucién de la tecnologia empleada en

la produccidn. Entonces, es mecesario considerar funciones de oos-

to egtético coﬁo en el cago de las funciones de demanda.

81 1lamamos C al costo total y x a la cantidad producida,

1a curva "normal" de coeto debs tener aproximadamente la forma de

la figo 2070

— X

Fig. 2.7

b = Costos fijos que corresponden al costo total al nivel
cero de produccidn.

Formes aproximadas de funciones de costo pueden ser lineas
rectas de pendiente ¥ ordenada al origen positivas, parébolas, ©
gea funciones cuadrdticas en X ©OB coeficientes positivos, etce

Estas formas funcionales gatisfacen las condiciones "normales" em

la gzona econémicamente importante como 8@ verd despuése
2.7 Ingreso totals Si el precio de un artfculo es P ¥y la cantidad
demandada & e8e pnivel de precio es X, entonces se llame ingreso to-

tal obtenible al nivel de precio considerado, al producto del pre-

cio por la cantidad demandada gi llamamos It al ingreso total, en-

tonces, por definic#ént

Itﬂpcx

Para una funcidn de demanda determinada X = ¢ (p), se cbtiene

la 3
funcién inversa p = g (x) de donde se deduce la funcién d 1 3.
el in-

greso total I, multipli
¢ plicando por x ambos mi
A x embros de la ecuacién
k

}I o

c-f e,l,-a

It = DoX It = 1-8(1)/

J l

-

ye¢ =

P= 503 2xC) I e 50x- 2

Tabulando para valore
8 no-negatives de
obtiene la figura 2.8. X y graficando se

-1

— o ——— _r.._—-—

De acuerdo con la tabla y la curva, el ingreso total al

cailiza su mizime entre x = 12

Yy X = j

tudiaremos con mds detalls la curva dgi iﬁzrgjio:i:agiferencial o
o

Pa 400

Multiplicande por la ca
ntidad demandada x
funcifn del ingreso totals R e

t. 4001

Tabulando para valores no-negativos de X, 86 obtiene 1
ocurva del ingreso total en la figura 2.9. :




4o1 £ (x) ® 22 = 1

42 g (x) =+ |z =3

403f(1)ﬁ"' b4==x

4.4 y o 1

x=2
2
4.5 y=2x + 1

Graficar y comparar los dominios y co-dominios de las
siguientes dos funciones:

1) £(x)=x+2 3 2) £ (x)= 2 1o 4
xX =2
Figo 2.9 :

Supongamos que cuesta 20 centavos, por onza o fracecibn,

Ejercicio 4

enviar por correo ordinario un paquete que no exceda de

100 onzas, B5i X es el peso del paquete en onzas, enton-

Temas Funciones

———

8ine- f<zxdn donde n= 1; 2, 3, coooy
100, Graficar la funcidn y determinar su dominio y
1 £ (o) § L) 52 (2) 58 (-V2) : co-deningl G
2 £{(14h) 3 2 @=1))f(x+n) e
L » Seliits ) Ejercicio 5
TN
X = 2

Temas CGrdficas.

i (x) = x2 - 1 g encontrars 1e Hacer una grifica esquemdtica le las siguientes tablas de datos
Si g g ] empfricos,

(o) ORE (<2)'y & (az) : 1.1 Exportacién de trige del pais x en millones de sacos desde
2.1 gle)s € § o N 1940 hasta 1950

+ h g (x + h) - g (L)_ . o
2.2 g (x+h)3s .

' \ Az 194011941} 1942| 1943|1 6
2.3 g(x) - g1§1) o 240119411 19421 194311544 11945 [1946 11947 1948
xe

o
1949 (1956 |
Exportacién 802 1309 1505 1308 10,2 809 10 [11.2 |11:6 (16.1

|
14 5

si f (x) = x2 - X - X + 6, para que valores de X €83

1.2 Profundidades de un rio a diferentes distancias normales al
margen desde un banco fijo sobre la orilla. '

3.4 £(x)=*% (2x)

3.2 2f (x) = £ (2x)

Distancia

dominio de la (metros) 16124 | 32| 40 | 48| 56
m
Graficar y encontrar el dominio y el co=ao0 P fandiond

funcidns (metros) 2130126f 6|11] 2




Produccidn de algodén en miles de pacas del pafs x ¥ preol:‘ t:a
promedio en pesos por kilo desde 1940 a 1950. 2. Un fabricante investiga la demanda por su product

. _ cto variando e
precio y colecciona los siguientes datoss -

Afio 194011941] 1942 |1943 1194419451946 11947 194811949|1950
Produccién | 11.5]15.5/13.5| 14 | 16 | 11 11.5[11.5| 12 |11.5[13.5

Precio 2 11.60{1.80{1:90{1.10 1.50{2.20{3.60 3.60]4.40{2.20

Precio| 9 121 15| 18

Demanda || 1030{900| 795/ T15

2. El valor de un automévil es dado pors V = 50,000 - 1500% donde V Dibujar la grosion del Zuaseq LOlALLy- wadill
o8 el valor en pesos y t el tiempo en afios después de su fabricacidns madamente el ingreso total es una funcién lineal d -
Bur neal-de la cantidad de-

Dibujar la funcibn de t = 0 a t = 25 utilizando intervalos de cinoco mandada.

afios en la tabulacibn.
3 VEY mimero de personas X que viajan en un tren estd relaciomado

3, Graficar las giguientes funcioness al precio del pasaje P de acuerdo con la siguiente.l
= eys

3e1 y-12-2 : ' P 2
3.2 y=x+ 5 : = (3~ z )
3 2 4
33y = xF X = 6x ~ 18 e
3.4 Y= 14 - 5x2 + 4 ibujar la curva de demanda y la curva de ingreso total.
365 ¥y = 2 008 X
36 y= 4 log X
3.7 ¥y=35

4, Para una funcidén de teatro se sabe que la asistencia x depende
del precio dol boleto P de acuexdo con la leyt x = = =b B El
teatro tiene 3000 asientos y se ha encontrado que £ cuando 8l

precio del bolato es un peso 8e venden la mitad de las localida~

ontrar el punto de interseccién de los

4. Dibujar las grdficae y eno :
des; pero cuando el precio se reduce a 90 cemtavos sélo queda la

i ient ares de curvase \ sexta Pa-lbe de leos asientos vacion Encontra

sigule a8 P . 7 . ient ° ) r ay b Dibu,iar lﬂv
o

curva fde dsmanda y encontrar el preci o del boleto que 1lenaxd ol

4.1 ymx+2
teatro.

y + 12 - 1 - o ‘ 2 - ‘ \.\ i '.‘\ “(‘f\ s \
4.2 - =X + 3 R a . ‘ ©
> & 5.°7 Uns planta produce x unidades de un cisrto artfculo a un costo

2
y=4-X total des

V Bieretoie 6 .. | sl rad s b | ce2 |/40x-175 490
gréficas_en teorfa econémica 3 _
! T Dibujar la curva del costo total. Expresar el costo medio

Temas Funciones

como una funcién de x y dibujar la curvae del costo medios

1, La funcidén de demanda para un cierto articulo es dada por?

6." I
. o O la'giguiente table muestra los resultados de una investigacién de
P*O demanda por un cisrto artfculo:

e la curva de demanda. Dibujar la gré~

Dibujar la gréfica @
determinar @ qué nivel de producci&n L]

(Pféoio
pes 3)
pfximo el ingrese totale Demanda

(unidades)

fica del ingreso total ¥ 10




Representar estas demandas gréficamente y verificar que la
ourva de demanda es aproximadamente de la forma lineal Q = 350 -« 5P.
Graficar también el preducto total como una funoiém de la cantidad

producida, | O 0 e B

CAPITULO 3

LIMITES; DERIVADA DE UNA FUNC 10N

Introduccitn. El concepto de 1fwite de una funcién cuand. la va-
iigii;-;iagkoniiente tiende a un valo: determimado, es de¢ fundamen~
tal importancia para el ectudio del cdlculo difervncial é integmal,
Antes de formalizar el concepto de limite, definiremes laa secuem-

clus ilustrando con algunos ¢ jemplonm.

1 Qgggncian. Unn secuancia &2 una funoidn definida sobre

enteros no-negativos. s decir; es una funcidn de una variable ouye

dominio de definicidn estd contanido em el conjunte de los anterce
ne-negativos., Consideresmos alguncs oja:yloﬂt_

132 £ (h) = 2 & n n= 1, 2, J’ esoe

El dominio de esta funcifn sen lcs miseros enteros poeitives.
Para graficarla se acostuwhra emcalomar ios puntes aislados que ce-
~reaponden realments 2 la gréfica de la funeiérn. Rate sscalomamien-
to ee complatamente convencionai y lo haremos de la siguiente
manerat (Fig. 3.1)

i 3

B
- o e W e o -
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dominio de definicidn estd contanido em el conjunte de los anterce
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Para graficarla se acostuwhra emcalomar ios puntes aislados que ce-
~reaponden realments 2 la gréfica de la funeiérn. Rate sscalomamien-
to ee complatamente convencionai y lo haremos de la siguiente
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De la tabla se deduce que f (n) aumenta inGefinidamente al
aumentar n haciéndolo tender a infinito. ‘Bn lenguaje matemdtico
se dice que £ (n) tiende a infinito cuando n tiende a infinita y

en afmbolos lo expresaremos de la siguiente maneras

lim £ (n) = oo, En este caso, se dice que la
n = 00

secuencia es divergente.

2. £ (n) =1/n;n=1,2, 3...

Tabulandos Q ("

f(n)
1

n

1

2 1/2
3 1/3
4 1/4
6

1/5

o

o

o

o o

ngo 3'2

De '1a 'tabla, se deduoe que f (n) se acerca & Ccero:cuando-nc=se
hace ‘m4s grdarde teridiendo a infini.o. En nuestra notacién:

1im ‘£i(n) = 0 “En-este0aso, seidice quetia
0 <500

sesusvidia “se ‘oonvargente . | (Fig, 13.2)

3, Progresifn aritmética. g/ (1) =ra+((n—11)74, idonde ayy ijd-sen

constantes, Consideremos como CasoO patticilars ~a-=13:) dd-=11.

£ (n)=32+{(mn-1)
f(n)=2%m

Esta secuencia es la que discutimos en el =jemple 1.

) 2
3,2 Limite de una funcién. Consideremos 1a funcidm: £ (x) = x".

Tabulando para graficar, obienemos:

Supongamos que nes interssa saber que le mucede a la fun~

oién £ (x) cuando x se acerca 2 2. lNagamos una tabla dando valorss
& I que tiendan al valer x = 2,

f (x) 1 2.25 .24 3.61 3.8625] 3, 9601 3.5%%%“’

De la tabla me deduce que f (x) tiemde a 4 ouando X tiends a 2.
Observande la gréfica se obtiene ol mismo resultade. En simboles:

lim £ (x) = 4
X ~—p 2

Formalmente definiremos el 1fmite de ume funcifm de la si-

guiente maneras ‘
"o oy

Def. lim £ (=) » A @1 paza thf}o existe wmé > o
X —pa '

tal que: ‘r (z) - A' <{se satinface pata tode x en el intervale | z-a]et,

Obseryacidn. = - u'(b €8 uax veoindud alrededer de g de lomgitud 296,
lb dacir es un gonjunte de valores da E comprendidos entye (e -‘)

¥ (a #6 ) que doterwinan um imtervalo alvededer de § do longitud 28,
hm demosirar emte, me descompone 1 desigualcad jE=-a{ <8 en un
lxltam de 2 desigualdadent

De @ ! X=-a<by x<b+

e @ t ~Xx + &8<b; X >a- &




40,

Orédficamente, el conj., de soluciones de la desigualdad es el inter-
valo indicado en la figura 3.4

w 26_ S
af& a T+6

[ad) 2 1<(arpl

Figs 3.4

Con la ayuda de la interpretacidén geométrica de una desigualdad
de la forma 'x ~ a|<b, la definicién de 1fmite de una funcién puede
hacerse objetiva: (fig. 3.5)

'
'
;
|
[
'
|
'
|
I
L
+0

o

a

et

Figo 305

De acuerdo con la definicién, para cualquier £> o debe existir
8 > o tal que para todos los valores de x en la veocindad marcada en
el eje x de longitud 2& , los valores correspondientes de la funcién
£ (x) estén contenidos en la vecindad de longitud 2 § marcada sobre
el eje de £ (x). El significado de todo esto es la nocién natural de
1imite porque si hacemos € suficiertemente pequefia haciéndola tender
a cero, entonces 8 tienme que tender a cero también y por lo tanto al

acercar x alvalor a, f (x) se acercard al valor A. Es decinrs

lim £ (x) = A
X e 8

41.

323 Continuidad de una funcién. =1 concepto de continuidad es, en

general; un concepto que se entiende intuitivamente diciendo que una
funcidn es continua en un intervalo de valores de la variable inde-
pendiente si no tieme interrupciones en su gréfica. 8Sin embargo, es

necesario formalizar el concepio de continuidad con propbésitos de

. andlisis matemdtico.

Def. Una funcién £ (x) es contimua en x = a si ol 1fmite de # (x)

ouando x tiende a a_existe y ee igual al valor de la funcién en
X = a, En simbolos:

f (x) es continua en x = a Sig
lim £ (x) = £ (a)

= a

La funcién f (x) es continua en el intervalo a Sx<bsiel
intervalo completo estd contenido en el dominio de la funcién Yy el
limite de £ (x) cuando x tiende a v es igual a f (c) para todo ¢

contenido en el intervelo. En sfimholos:

f (x) es contimua en el intervalo a £x<b, sif (x)es

continue en todo punto ¢ tal que a < ¢ < be

Ejemploss
1. La funcién f (x) = x° = 3 dmhadbt fruaon todo su dominio, es

decir, es contimua para todo I portues
lim £ (x) = £ (a) para todo a 4y de acuerdo con
X =» a :

las propiedades de limites gue veremos enseguida.,

2, la funcién f (x) = __1 _es discontinua en x = 1 porque f (1)
no existe. b by L :

&

324 Propiedades fundamentales de los 1imites. Los siguientes teo=

remas fundamentales sobre limites serin establecidos sin demostracidn,
La importancia de los teoremas de limites es inmediata porque serdn
utilizados em la evaluacidén de limites ¥y la de ciertas formas matemd~
ticas indeterminadas. Ademée, constituyen la base matemftica esen—

cial para el cdloculo diferencial, como veremos después.




42,

Teorema l, El limite de una constante ¢ owando x tiende a wm 3.5 Evaluacidén de limites., Para encontrar el valor del limite de

valor a es igual a la const.ﬁtg misma, una funcidn algebraica es conveniente demostrar primeramente las
Lt [

- - . siguientes reglass
lim o = ¢

C . - o coizedd X =p 2

Teorema 2,/ El limite de una constante por una variabdble es igual
a la constante por el limite de la variable.

Regle 1.  El limite de una funcidn polinomial es igual al valor
del polinomio para el valor hacia el cual tiende la variable X.

Demostracidn @

lim cx = ¢ lim X = ca

2
SeaP(x)=a°+a,lx+a2x +.....+anxn
e X w=p B X a

\r lim P (x) = lim (a.)-ra1 X + a, o T %)
Teorema 3./ El limite de una suma de funciones es igeal & la suma ¢ n

X =p & X =» a
de los limites de las funcioness

\ : 3 . n

lim (£ (x) % g (x) 2 h(x);...:l - lis f (x) % ‘ = lim a  + lima, X + ¢ocee + lima x

xv a X —p & \ T =28 X =>a X —-> a
b

lin g (x) + 1im h (x} # cocoe (Teorema 3)

3 ~ i 5 n
——_ X = a X =>a mao-ta,|1.Lm:r.+.o...+a.n11mx
|

G 8 3 X => & X —>a
Teoreus 4o/ El limite de un productc de funciones es igwal al
— producto de los limites de las funcioness (Dalivens 1 .7i8)

lim f (x) . g (x):ll - Ein 4 (xﬂ [li!l‘ g (Iﬂ | =a +8, (a) + cavoo + a (a®)

X = & X = 8 X —-p &

(Cor., del teorema 4)

; -~ B ' Ahoray el valor de P (x) en x = 2 est
- E\n £ (=)

LMY A n

%. Corola.ri;a lim l_i: (xﬂ

\@I%& X = & . P(a)=a°+a1 ‘\:a).’“."*an (an)
y?ecrema 5.,,/” El limite de um cociente de fanciones es igual al o lm P (x) = P (a)

‘“h{*‘ﬂ/ cociente de los limites de las funciones siempre ¥y Pe———

‘. & cnande el limite del denominador sea diferente de L. C. D. D.

SO0, 1) Regla 2. El limite de un cociente de polinomios es igual al cocien-
Eim x)

X te de 1 alores muméri de los linomios siempre cuando el
Tim £ S'r.g - X8 si lim g (x) #0O o8 v s numéricos de Po pre y
g (x lim g (x)

a0 valor del denominador sea diferenie de cero,
X =8 X > 8 x

Demostracidn @

Notm: Bl corolario del teorems cuair> es v&lido pars exponenies L VT
racionales, En particulars Q_{;}

I -I- P(I).a + B, X ¥+ secee *+ 8 xn
e T €Yl = o> i Hgn' o 1 n
lim [Lf(x):hm i E_ ({I) Q(x)nbo+b1x+.....+bnxn
X = & o=t 8 :

—




1im £ (x) = lim r(!xg
X =>a x>a Q(x

1im P (x)
I —> a.( 3 ouando lim Q (x) ¢4 ©
= Tim Q (x) x —>a

X —>» &
(Teorema 5)

n
1im (&o+a1 X ¥+ oceno +avnx-)

X =¥ a

n
1im (b°+b1x*oooo*bnx)

X =» a

n
.cmaO:Lf.'a1 (a) § peeqn|? an (a )

n
b 4 b (8. 4 & oode b (a‘ )
Lu * 1 \ n

(Regla 1)

J P (x P (a 0
Py 1.1m——Q~T;)5 - -'Q"‘(;} 5 Q (a) #

X =9 & e Oz D. Do

BN\ 3 4
Ejemplos Bvaluars LML(; - 3x* 4)
X

Ul laf 3T & 25 3 (2) + 4
X =» 2 -4-—6-&4-_2_
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- i ada
pundrico de una funcidén es una forma indeterminaca, AN

resifn nite€rica a la que puede atribuirse cualquier valo un
exp :

conjunto jnfinito de mimeros. FPoT ejemplot

12931"'2
Sea £ (x) = 2
x -4

Supongamos que deseamos encontrar F (2) s

e b BB oS
f(2)-=4 0
4 - 4

uet
La expresidn 2. puede ser cualquier mimero real C porq

0

Caso 2. Forme indeterminata ;O

—8—-’0 implica 3 © = C 0

O = 0,10 cual es una identidad.

BEsta forma indeterminada y otras que resultan al evaluar fun-
ciones algebraicas, pueden ser en algunos casos, interpretadas como
el 1imite de la funcidn cuando la variable tiende al valor conside~-
rado, Veamos como puede intentarse la eliminacidn de la indetermi-
nacién en tres casos de formas indeterminadas que corresponden. a
valores muméricos de funciones algsbraicasi

Caso 1o Forme indeterminada -—g—- en un cociente de polinomios..

Consideremos el ejemplo anteriors
2
P (I) L} X = 3x #* 2

12-4

Para X = 2, encontramoss

| 0
F §2) = -5~

Ahoras
x2 3 4 2
lim £ (x) = lim -

X =» 2 x -2 12-4

Pactorizando yumerador y denomimadods

(o) o g Mx=1) (x = 2)
iiﬂz’-(?-}) 4 Tz 2a&E=2)

= Rim

K 2

Reglas Para elimipar la indetterminacidn % en wn cociente de poli-
nomios en X, 'se factorizan mmerador y denominador y se eliminan
los factores comunes en el 1imite «le la funcidn. (A1 aplicar 1%=

mite a la Puncidn, los factores -eliminados son diferentes e ©OTO)).e

0 en 'uns fracci®$n con radicaless’

Sen g () = x =
Wx— 4 — /3




El valor de g (x) en X = T est

g (1) 1=1 - %’ (indeterminado)

3 -3

Aplicando limitesy

x -~
f lim g (x) = Iim
V/ x =57 X - T Yx = 4 —-VS-
Multiplicando numerador y denominador poxr (Yx = & * Kg_)iﬁ‘ot
para racionalizamy '

(x- 1) (WE=2_» J3)
(V=8 -3 ) /=t + /3)

Vg Nz 2 0) Y=k + 3)

X - T 1-4"3

Viw g (@)= lim
x - T X =T

wlin (x=-DN(/FE=7 + [3) ; (x=T7)#0

X =t T (= 1)

= lim ( yx-4 * {37»

X - T

- Y34+ Y3 = 2 3

g i 2 61 .a que
Regla, Para eliminar la indetermlnacidnra; en uma funcién en la @

erador o el denominador contiene radicales, se raciomaliza

o i simplifica el

la parte irracional em el lfmite de la funcidm y ee

resultados
3 i i f raceidn poliromiale
Caso 3. Forma indeterminada en una
2
x =3
13 -2x + 8

Sear f (x) =

Bl valor de P (x) em x = co no existe. Bl 1fmite do T (x)

cuando tiende x a infinito es3
1im £ (x) = ——-‘(’; (indeterminade)

X == Q0

3

Dividiendo entre x~° el numerador y denominadors

1 3

e ——— ey ]

x x3
g

3

lim f (x) = lim
X > 00 - -64Dw1~""§ +
X x

Regla. Para eliminar la indeterminacién en el 1fmite de una
funcidn algebraica racional, se divide entre la mayor potencia de
la variable x que esté en numerador o denominador y se evalda el

resul tado.

Lags formas indeterminadss gue acabamos de discutir son de
gran utilidad para el cdlecule de derivadas y reglas de derivacidn
que veremos en el cdlculo diferencials TFormas indeterminadas mas

complicadag pueden ser evaluadas por la regls de L'Hospital cuya

demostracidén se basa en conceptos avanzados de cdlculo y serid

considerada después,

3.7 Derivada de una funcidn.

Introduccifng Bl objetivo principal del cflculo diferencial es

el estudioc de la variacidén de una funcidn P gxz al variar la va~
riable independiente x. El cfleulo diferencial establece técni-
cas para encontrar una medida de variacidén de una funcidn, Esta
medida de variacidny; gue llamaremc:;; la derivada de la funcidn, es

ds gran utilidad en las aplicaciones como versmos mas adelante,

Log inventores del cdlculo infinitesimal fueron Isaac
Newton y Gottfried W. Leibnitz en €l siglo XVII. Newton desa=-
rrolld el edleulo diferencial bajo el nombre de teorfa de lasg
filuxiones y publiecd su primera obra sobre cdlculo en 1687. Por
otra parte; Leibnitz publicd sus descubrimientos del cdlculo in-

finitesimal en 1684,

Incrementos. El incremento de una variable x es el cambio que

experimenta X al pasar de un valor X, a otro valor X, de su domi-
nio de definicién. Lamaremos A x (delta x) al incremento de X.

De acuerdo con la definicidéns

Axmx2—x1




48,

A valor de x puede ser positivo o negativo de acuerdo con

los valores de x1 y 12

Ejemploss
i, Cuando x cambia de x = 3 a X = 8, entoncess
x, = 33 %, 8, entoncest
oqux-8-3-i
Cuando x cambia de x = 1 ax = -2, entoncest

11_1yx2-—2
SoA X/m X, = Xy = =2 =1 =3

UNG: i variable independiente
inorsmento de uni funcién £ (x). S8i ala

gc 1e aplica un incrementoA X, entonces 1a funcién £ (x) recibe
tanbién un inoremento A f (x) que es igual a £ (x +ax) - f (x)
aiendo x el wvalor inicial a partir del cual se aplica el incre=—
nento amla variable independiente. La siguiente gréfica ilustra

de
el incremento ds unz funcién correspondiente a un incremento

18 variable independiente: (Pig. 3.6)
f

£ (x+0x)
At (x) I ¢ )

i“_——--“"
+
>3
H

o

Figo 3'6

De la gréfica se deduce inmediatamentes

Af (x) = £ (x +Ax) = £ (x)

Hemos encontrado una férmula general para encontrar el in-
cremento de la funcién para un incremento dado de la variable in-
dependiente., Desde luego, A f (x) puede per positivo o megativo
de acuerdo con el valor de A x y la forma de 1ld curva de la fun-
cién en el intervalo considerado.

Ejemplos Sea f (x) = x* - 3x + 4. Encontrar la expresién general

para A T (x) Yy calcular su valor cuando X cambia de x = 1 a
X = 3

Soluciéns

a) Expresién general para Af (x)

Af (x) = £ (x+ Ax) - £ (x)
Ahora: f (x + AX) = (x+A1:)2-3(x+Ax)+4

-22+21A1+A-;2-3x-3Ax+4

o'of(x@Ax)-xze-31+4:+-21Ax-3Ax+E;:2

- £ (x) ==x°+3x-4

ooAf (x) = f (x+ Ax)=-f (x) = 2x Ax -3 Ay +Ez°

b) Si x cambia de x = 1 a x = 32
x1 = 1 3 X, = 3
Ax=3-1=2

Sustituyendo en A £ (x):

Af (x) = 2 (1) (2) = 3 (2) + (2)?
- 4= 6 + 4

/ .

¥

Derivada. La derivada de una funcién con respecto a la variable

independiente es la razén de cambio instédntdnea de la funcién con

respecto a la variable int}ependiente. En otras palabras, la deri-




vada es el 1fmite del coociente de los inorementos de la funcidn y
la variable independiente cuando el incremento de la variable in-

dependiente tiende a cerTo.

En sfmbolos, sea y = f (x)s Entonces la derivada de y oon

respecto a X esi

A
[ d 4 =y
y = K{ e (). 2% (x) x elimoAx

(diferentes notaciones para denotar la derivada de

¥ con respecto a x)
Hemos encontrado ques

Af (x) =2y =1 (x+ Ax) - £ (x) entoncess

R
A

N

-d-'-lmlim f(x+AI)—f(XL

AX
d x AX e 0

Ls derivada asi definida es una medida de variacidén ins-
tantédnea de la variable dependiente y oon respecto'a la varia:le
independiente X. Es importante observar que la existencia d:
1{mite envuelio, en todo cago, €8 una propiedad local de la u:;
cidén en el vaior considerado de la veriable independiente 1;_; g
ila derivada existe en unm punto X = X, 86 dice que la fun: dnae
derivable en este punto, Si una funcibn es derivable‘en oeola
los puntos de un intervalo a £ X £ b, entonces se dice qu

funcidén es derivable en el intervalo.

on su defi-
Interpretacibn geométrica de 1a derivada. De acuerdo ¢

] X
J -

nto dados
recordends la definicién de tangente & una curva en un pu

i o la de la
Def. Supongamos que la curva de 1a funcién y = £ (x) es

figura 3.7

Fig. 3.7

Consideremos la linea secanie § que pasa por los puntos

P (x, v)y Q (= +AX, ¥ +Ay). S5i mantenemos fijo el punto Py

giramos sobre é1 la secante S de manera que el punto Q@ tienda al
punto P, entonces la posicidén limite de la recta secantes 8 es
la tangente a la curva en el punto P,

Examinemos ahora el significado geométrico de la deriva-
da. El cociente de los incrementos Ay es la tangente trigono-

métrica de la inclinacién de la seoan%g S, es decir, es la pen-

diente & la recta S. De la figuras

A
——— -
A X tan @ m

Ahora, la deriveda £' (x) de la funcidén £ (x) es el 1fmite
del cociente de los incrementos cuando Ax tiende a ceros

£' (x) = lim é%%—

AX =» 0

Cuando A x tiende a cero, el punto Q tiende al punto P y

por lo tanto Ax tiende & la tangente trigonométrica de la in-

clinacién de a.xtangente Ty es decir, a la pendiente de la recta

tangente en el punto P, De la figuras

£' (x) = 1lim %-% = tanel= My,

AX =» 0

"Entonces, la derivada de una funcidén es la pendiente de la

tangente a la curve an cualquier punto donde la funciédn sea derivable.
' 1020123495
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Solucidn.. La pendiente de la curva en el punto P es la derivada

La pendiente de la tangente a la curva es una medida de f' (x) en ese punto. Encontremos la expresién gemeral de £' (x)
la inclinacién de la curva, por lo que la llamaremos simplemente por el proceso sistemdtico que seguimos en el ejemplo anterior::
pendiente de la curva.

f(x+Ax)= yY2(x+ ax)+1
En resumen, hemos establecido el siguientes

-2 (x) == Y2ZX +1
Teorema, La derivada f£' (x) de una funocién £ (x) es igual a la

pendiente de la curva en cualquier punto,

f(x+Ax)=-f(x)= Yx+2Ax+1 = Y2x+1
Ejemplos. 1. A partir de la definicifn, encontrar la derivada de

Dividiendo entre Axs
la funcidn:

f (x+Ax)~f (x)=yoxr+2Ax 4+ 1 = 2%+ 1
£ (x) =x°+8x+2 " Ag . AL

Aplicando 1lfmitess
Soluciéns Por definicidén, tenemoss

11mt(1+A,x)'f(x)-1im Yox + 2 8x +1 - y2x + 1
: ? (x +A x) - £ (x) Ax —=» 0 A'x Ax =0 AX
£t (z) = lim =

AX =0 Ax

- Yox+ 1 - Jox + 1

0

2 (Indeterminado)s.
£ (x + Ax) = (x+ Ax) +8 (x+ Ax) + 2
f (x+ Ax) = 1% 4 2x Ax+ &i2+8A1+81+2
Lt (x) w1 axf -8x =2

Para eliminar la indeterminacién, racionalizamos el mime-

‘radory, multiplicando numerador y ¢ inominador pors /21 +2Ax+1 +

of (x e Ax) = £ (x) = 2x Ax + 522+8Ax 2x + 1 3 lim £ (x +Ax) -1 (x) lin( V2x+2 Az +1 - yox + 1)
£" AX =3 0 AX X => 0

Dividiendo esta ecuacidén entre A x2

( fZxveax+1 s Yoxad ) _ ;. 2442Ax+1-fred
Ax (Y2x #w2Ax+ 1 + y2x + 1) bxsoax (Y2x +2ax+ 1 +)2x + 1)

> X3 2
A . = lim A { =
Aplicando limites: Ax —>o (Y2x + 2z +1 + Y2x+ 1 )A{' V2x + 1 + J2x+ U

2 e ¥ g’ ElEsrdx)-r(x) L
2 V2_x_+T Ax =0 AX ; 2x; +1

1
Entoncest

: Entonces f' (x) = L \Jﬁ—;:,‘
£! (x) = 2x + B | 2z + 1

£ (x + Dx) - £ (x) =2x +Ax + 8
AX

lim f(x+Ox) «1im (2x+Ax+8)=2x+8
Ax =# 0 AT AX = O

I
Zemp20 < ' + En el punto P (4, 3) tenemoss f£' (4) =
j diente de la ocurva de la funcién si :
Eijemplo 2. Encontrar la pen

1
/8 + 1
guiente en el punto P (45 3)s . -@4
£ (x)= ( 2x + 1 ”_)2—(




546
Es decir, la pendiente a la curva en el punto P (4, 3) es

igual a ‘]3'* o

Obgervacidn. Este dltimo ejemplo da una idea de lo laborioso y en
muchos casos complicado que resulta encontrar la derivada aplicando
directamente la definicién. Para gsimplificar 1o mds posible este
trabajo, aprovecharemos la clasificacién de las funciones para es—
tablecer reglas gnerales de derivacién que serdn de gran ntilidad

para el cdlculo de derivadase.
R
g

Ejercicio f.

Temas Secuencias, Limites ¥ Continuidad.

e ——

i, Encontrar les primeros cinco términos de las secuencias dadas por
las siguientes funciones definidas sobre enteros positivos. Desori-

bir el comportamiento d® los términos de la secuencias
1.1 2L (m)

£ (n) =n(n+1)

£ (n) =m2n-3

£ (n) -

n+ 1
e e

f (n) £5 1 + 12

n

- 1 Ay LA
2, Consideremos la funcién y = ~7 2 ! dénde x e § nt

entero bbsitivo. Encontrar los primeros 5 términos de la secuencia

definida por Jo

3, Aplicando los teoremas de 1fmites, evaluar las siguientes expre=

sioness

301 lim (2% - 3x + 4)
: X —p 2

3.2 lim (x - 8)2
X —b 1

3.3 1lim e ST .

x =0 x =4z + 1

3.4 lim {3x - 2)
X -=p OO

3.5 lim |/x° - 3x = 10
X —p5

3.6 lim x =23
X =—p =2 2

x" +x~3
4. Oraficar y encontrar el dominic y co-dominioc de las siguientes

funciones. Determinar para que valores de x la funcifn es discontima)

4.1 £ (x) = 2x + 3
4.2 ¢ (x).__!a_‘2+ —— L= =0
x'= 4 X¥*=y —HXA=2
X. =2
4.3 r (I) - —£?=Ji‘ .
x+ 1 X+
’.
ok £ (a)e e

x+ 1 x -1

2
5« Oraficar la funcién £ (x) = i—:-%— .

funcién en x = 3 par. qué sea continua en todo x real.

Ejercicio 8.

Tema: Limites y contimuidad.

1. ‘Encontrar los limites de las siguientes secuencias: (Encontrar
los primeros 4 términos),

p 7 I < (n) - 2; j n= ” 2, 3i sesvasce

oL BT (n) " o —3%_- jns= 1’ 2’ 3’ ceevsoe

13 £ (n) = a ; 2 jne= 1, 2, 3. oo;ooo-
£=)

% Qo= Rrodes mogers -ooz;&}\i%*
. do= ruatm uf»«'fdg@élj.%

=)
o




2 jn= Ty 2’ 3’ soeveecne

Ejercicio 9.
1.5 £ (n) = {1, si n es impar

2, 8i n es par ne 1, 2y Jyeevse

Tema: Derivada, a partir de la definicién.

1,6 £ (n) = 58in=1, 2, 3ge0ee. 1. Encontrar la derivada por el proceso delta:

2
2, Aplicando loe teoremas de limites, encontrars 312+ 4 £ (x) sk 4 bx *0
2x + 1

1

£ (1) ==

2,1 1lim (2+1; +1—2) () =3
n

n s=p> 00

x° - 3x + 4

x} - 2x + 8 £ (%) = (t-4)7°

y ) § 2
2.2 1im 4’;’3’*2 I

x =0 x° +2x=6 f(x)=(s0 x+4) .

»- 1
E A ' , ‘ £ (%)
2,7 lim _xh 4 b+ h

3 I‘--'
b 20  2xh + 5h° | B

12’+x=-6

204 1im
X e=b 2 x = 4

2:5 lim . 2x = 3
X =p 00 Xt5

_ S, ey
3x* n212+x—6

2,6 lim a /._2____
X p0 2¢ +3X 4+ 5 £1.10 y = x° = x +9

2. Encontrar la pendiente a la curva en @l punto guya &bcisa ®e

indicas (Graficar).

i
= = 2

2.7 lim 33”‘
X =p@MX = 3x + 4

' n
a.+a, X%+ a IZ 4 ococecesse X & X )
0 1 2 n : 0
2,8 lim 5 ey fl e e Tl )
x st O bO + b1 x & bz X % ocovceove n

2 2 A %Idahgx-.}
4+ h = X Y v y
2,9 1im X ) .
h == 0 ‘ - : ] e

§ X = 2

) : Y 2x =1, 3 x= 1
2010 1lim h :
h =0 \ o B L 2
3. Encontrar el punto de la curva y = X -~ 3x en el gue la pen~

2,11 lim I diente es igual a uno. - Graficar.
X =p 3

3, 81 f (x) = ng encontrars 1lim

£ (x + h) = £ (x)
h =0 s
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4. Hallsr los puntos sobre la ocurva y = 13 4+ 1 donde la tangente

a la curva es paralela a la recta y = 3x., Graficar.

5. Encontrar la ecuacién de la recta tangente a la grdfica de la
funcién £ (x) = 212 = 3x 4+ 6 en el punto cuya aboisa @8 X = 2.

Graficar.

.F(L) BLAXTHAX Y X=1 ?(2,1)

g

/ 2(8)*- 3()+e :@’/*'”(L

= cf )‘

« / A
Eeuuetoi- fuefo. = /-3’ = J’(l ”3)

y-—? z XA~ l6
Jy-JI'x+2 =0

' '/
\\¥1/ /(_,,.,,

y /

guac TGM? N\

z
4.1 _Reglas para Derivar Funciones Algé raicas. Del proceso general
para obtener la derivada de una funcién a partir de la definioién,
deduciremos reglas para la derivacidén de formas funcionales que son

importantes en las aplicaciones. Empeszaremos con las funciones al-
gebraicas. Deberd entenderse siempre que se trata de funciones de
una variable x .

Regla 1. La derivada de una constante es cero.

Demostracidn: Sea f (x) = c. Aplicando el proceso deltas

f(x+Ax)=c¢c
- £ (x) = =c

f(x+48x) - £(x) =0

fx+Azx)=-2(x)=0
Ax

lim f(x + A x) - f (x) =0
Ax >0 A x

£' (x) =0

Regla 2. La derivada de x con respecto a X o8 igual a 1,




58+
4. Hallsr los puntos sobre la ocurva y = 13 4+ 1 donde la tangente

a la curva es paralela a la recta y = 3x., Graficar.

5. Encontrar la ecuacién de la recta tangente a la grdfica de la
funcién £ (x) = 212 = 3x 4+ 6 en el punto cuya aboisa @8 X = 2.

Graficar.

.F(L) BLAXTHAX Y X=1 ?(2,1)

g

/ 2(8)*- 3()+e :@’/*'”(L

= cf )‘

« / A
Eeuuetoi- fuefo. = /-3’ = J’(l ”3)

y-—? z XA~ l6
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' '/
\\¥1/ /(_,,.,,

y /

guac TGM? N\

z
4.1 _Reglas para Derivar Funciones Algé raicas. Del proceso general
para obtener la derivada de una funcién a partir de la definioién,
deduciremos reglas para la derivacidén de formas funcionales que son

importantes en las aplicaciones. Empeszaremos con las funciones al-
gebraicas. Deberd entenderse siempre que se trata de funciones de
una variable x .

Regla 1. La derivada de una constante es cero.

Demostracidn: Sea f (x) = c. Aplicando el proceso deltas

f(x+Ax)=c¢c
- £ (x) = =c

f(x+48x) - £(x) =0

fx+Azx)=-2(x)=0
Ax

lim f(x + A x) - f (x) =0
Ax >0 A x

£' (x) =0

Regla 2. La derivada de x con respecto a X o8 igual a 1,
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Demostracién. Sea f (x) = x
Aplicando el proceso general de derivacidns

f(x+Ax)- x+ AXx
-f (x)--x

f(x'be)-f(x)'Ax

f(x-t*__b,_x)-f(i) -t
Ax

°f(14’4é__1_)-f(£).1
Ax

lim

£ (x) = 1

Regia 3o La derivada de una suma algebraica de funciones es
igual a la suma algebraica de las derivadas de las funociomnes.

Demostracibng

Sea £ (x) o uiv "._' so0800O _’two

dondes U, Vy csoy W BON funciones de X

£ (x+ ax) = (u +a u) z_(v‘+ AV) * cosoes % (w+ A W)

X
“t (x) = —u A )

We

f(I‘Q'Ax)"f(I)- Au_"’. Avt_.oeooibv

£ (x Ax) = £ (x) v L 3 +

v £ (xe 8x)=-£(x) o
Ax =» 0 " R

e 1in B2 4

AI—"'O Ax = AI—‘)

=g 2 Tos

Regla 4. La derivada de una constante por una funcién es igual a
la constante por la derivada de la funoidn.

Demostracién., Sea f (x) = cu donde u = g (x)

f(x+Ax)=o0(u+au)

= ou+0Au

- f (x) = ~ou

fx+ax)=-2(x)=carnu

f(x+ax)-2(x)=0cdu
Ax

Ax

n £ (x+8x)-f(x) _ . qin A:
Ax -0 Ax Ax—3 0O

£ (x)-c%

Regla 5 La derivada de un producto de mnciqnen es igual a la pri-

__mei'a por la derivada de la segunda mas la segunda por la derivada de
la primera. ,

Demostracién. Sea £ (x) = uv donde u y v =on funciones de x.

f(x+ Ax)=(u+ du) (v+ av)

=uv+u Av+vA u+uldv
~f (x) = - uv

f(zx+b8x)=f(x)=udvevdu+lbuldyv

f(x+ Ax)=-f (x)=udv+vidus+ Au.Av

x Ax x Fx




t (x) + b x) = £ (x) _

u‘.Lim-é-Y- +vli-\—2-'-‘i- ¢+ lim Au lim AV
—-)OAxAx—)( Ax= 0 A x->08x

du
g + lim A u

dv
Au -> 0 -

Regla 6, La derivada de una potencia de una funcidén es igual al expo-
nente por la funoidn al expomente menos uno por lae derivada de la iun-
oifn.

n
Demestysotfny Seas £ (x) = u" 3 u = g {x)

n (n=1 n-2 2 N
f(xobx.)y‘(uﬁbu)nr-un+nu'”'1Au+———(-——-)—u (8 u)” +oes

2l

& | + (2w
.sf(x.)wau

e

{ ) n-1 : de términos que tienen a Au
g(x+b0x)~f(x)=nu Au -~ Au (Suma de

de factor)o

(Suma de términos que tienen

+

. 2 A u
g(xebdx)-2(x)_ . A v 4 u

BT Ax

a Au de factor)

. f’(x+bx)-f(xl_ nun—1
1im

A Au
lin —fp + s 55
Ax =0 A x PE 5.9

- Ax =>0

l1im A u  (Suma de cooe)
A x=»0

!1'-1 _q-r‘_& + _d_'_li 1im A u (Suma d.e téminos.--oo)

' n-1 du
.oo e (I) = nu -d;

-z sy -
e m LR "

‘Exi particular, si u = x; se tiene el siguientes

Corolario. , 8i £ (x) = xn, entonces £' (c) = n xn"1

Esta regla es 2speclalmente Wtil cuando n es grande o trao-
cionario.

Ejemploss Derivar

1o ymxs

S
dx. 7%
P 1(100,000)
3L . 100,000 £(995999)
Con las reglas hasta ahora establecidas,; podemos derivar

funeiones pclinomiales directamente por 2plicacidén sucesiva de
varias reglas., Ejemplos

Derivars £ (x) b 16 = + 3:2’ +8x =5
Sélucidgs Aplicande la regla 33
d N d ; d 2 d d
21 (x) st (-2 (a) e E () + £ (Bx) - FZ ()
Abhora, aplicandc las reglas 1, 4 y 63

£ (x) = 47 - 162 () + 3 5 =) +82(x)-0

Ahora, aplicando las reglas 2 y 6,
£ (x)a4x3-=4812¢61+‘8'

Observaciéng Con una poca de prédotica, se puede obtener directa-

mente la derivada de un polinomio por aplicacién simultdnea de‘;‘ las
diferentes reglas empleadas.

Regla To "La derivada de un cociente de funciones es igual al de-

nominador por la derivada del numerador menos el rmumerador por la




derivada del denominador, todo sobre el denominador al cuadrado.

Demostraciént Sea £ (x) = —%— donde u y v scn funciones de X,

Aplicando el proceso delias

u+ A

u
£(x+hx) =70y

u+Au u
f(x+Ax)-f(x)= =70 =%

uwv ¢+ vAu-uv-=uldv
viv+edv)

A A v
A TN Ak

v +vhv

g (x+8x)=1Ff (x) _ 1
A x

lim A u 1im 8 v
14 £t (x+ & x)-1f (x) Vax-0 A X A x308 x
m ——— = . i

2
v +v limd v
Ax-yo bx >0

Ejemplos Derivar la siguiente funcidne

2x
R ™N—AT

x + 1
(12 + 1) 2= (2x) (2z)
(12 + 1)2

Soluciéns F! (x) =

2
f-(x)-zl‘z*z““"2 - 252
(12-01)2 (x4 1)

Regla 8. 1la derivada de la raiz cuadrada de una funcién es igual

a la derivada de la funcién sobre el doble del radical.

Demostraciéns Sea £ (x) = Vu 5 us= g (x)

Transformando el radical a exponente fraccionarios

v ) ] © Ly

Ahora, aplicando la regla 63 £° (x) = 1/2 u"’1/2 %:-

Eliminando el exponente negativos f£' (x) =

Ohgervacibns La regla 8 es un caso particular del caso considerado
‘én la regla 6,

Begle 9o (La regla de cadema)s Si z = f (y) 3 vy = g (x), entonces
1z derivada de g con respecto.a X e8 igual a la derivada de gz con

respactn & y por la derivada de y con respecto a X.
Denostraci fns

Sens s=f (y)s y=g (x)

For definiciéng

%- lim —%—f
Ax =0

Entonces 8 g.z : 1im AA—-Z-'- lim H
ay =047 ax o0

Ahoray cuando Ax —p 0O, tanmbién Ay —» O.

LTI e
2 lim <3 A x

dz
dy Ax =3 0

.ooo" 1im ”A"ﬁ!%i‘
Ax-pobd®

dz 4y
Entoncess = L e




4.2 FPunciones inversas. Sea ¥y = £ (x). Supongamos que Xx puede ser

despejada en términos de y, de manera que X = g y). Esta nueva fun-

£i6n g (y) se le 1llama la funcién inversa de £ (x). Por ejemplos
it y=f (x)=2x+3

Despejando X3

x-%y-%-s(ﬂ

1
Las funciones £ (x) = 2x + 3 ¥ & (¥) =37 -% son mutuamente

inversas.

Regla 10, Siy =1 (x), entonces la derivada de X com respecto & Y

es igual a uno sobre la derivada de Yy con respecto a X

Demostracidbns

Sea y = £ (x) y su funcifn inversa x = g (y). Por el proceso

ge obtienes

Ay ¢ (x + px) = £ (x)
1. A X - AX

z(y s b y) =& ()
Ay

Multiplicando las ecuaciones 1 y 28

B

o Ax_1

Aplicando 1fmitess

A X { 1
1im = lim —-—-—A
Ax -—rOA y Ax—VO—K{"

Ahora, Ay tiende a cero cuando

.

——_ﬁ

Ax tiende a cero y aplicando 10f

l/( 67.
4,3 PFunciones implfcitas. Hasta ahora, hemos considerado que la va=-

riable dependiente y es una funcidn ex, fcita de x , es decir; hemos
discutido funciones de la forma y = (x)o Supongamos que ¥ no estd
despejada en: términos de X, =ino que se tiene 10 que se llama una

velncidn funcional entre x y y3 f (x, y) = O. En éste caso, si con-

mideramos a y como la variable dependiente, diremos que y es una fun-

cifn implicita de x. » Por ejemplos 3xy = 12 4 4 =0

Para encontrar la derivads de una funcién implicitay; se puede
intentar primeramente cbtener a y como una funcién explicita de X
para aplicar las reglas G- derivacidn. Sin embargo, esto pﬁede Tre=
sultar muy compliocadoc y en algunos casos es imposible. Una regla
préctica para encontrar la derivada de una funcién implicita es la

siguientes

Begila 1f. Fara spoonciar {; en e relacido funcional de la forma
£ (x, y) = 0 se daviva, (con respseto a x) término a término y se
1 ¥ :

3 S -
dGBPQJa dghpueh giz =

La aplicacidn de esta regla prdctica puede resultar compli-
cada en Algunos casos. Mis adelante veremos un método para derivar

iopifoitamente con la ayuds de las diferenciales.
Ejempicss

1. Enancptrar la derivada de x con respecto a y, =is

~

¥oux =2x 4 8

Aplicando 1a regla de ia fumeién inversa (Regla 10)s

R -
Sd w x© -2
d x

Entoncess

dxt 1
1.y 312=2

Hemos eobtenido %-% como una funcidén de x. Si se desea ob-
tener esta derivada como funcién de y, tendriamos que despejar x en
términoe de y de la funcidn origimal.




2. Encontrar %—l de 1a siguiente rel .0idn funcionals gustituir en el resultado x = 3t + 2 p~ a obteners
* %

- dz -
3% y - 4y> + 5x =28 =0 -6 (3+2)= 18412

Derivando término a témmino con Tespecto a X 4.4 Derivadas sucesives de una funcidn. Hemos definido la deri-

4 vada de una funocién de una variable, de tal manera que podemos
312 %—% + 6xy - 8y a“i’ N =0 obtenerla por medio de un proceso sistemdtico, 8Si repetimos el
proceso después de encontrar la derivada, encontramos lo que se

llana la segunda derivada de la funoién, es decir la derivada de
la primera derivada de la funcién.

LY (3%« 8y) = =bxy =5
d x

Repitiendo el proceso, 3, 4,
¥ - bxy = 5 o n(s veces, obienemos la tercera, ocuarta, etcétera, derivadas
oo Y

32° = 8y de la funcién., Utilizaremos la siguiente notacidms

Sea = P (x
3, Un punto se mueve en un plano siguiendo la trayectoria _ ¥y (x)

de la cuxrva 2 = x?' + 4 de tal manera Qque x cambia & través del

e y' = £' (x)e 1a. derivada de y con respecto & X
tiempo siguiendo la leys . .

£y
x = 3t 42 - ==yt (x)

2a, derivada de_y

d x oon respecto & X.

. : 1
Encontrar %% (proyececidn vertical de la velocidad de

e =yt = £190 (x), 3a. derivada de y oon
v dx - t M
mévil). respecto a X.

Soluci ns

7'V = £V (x). 4a. derivada de

dx Y. con respecto & X.
ds 4z 94X = (Regla 9)
at  ax © dt (

z-xz+4;x-3t+2

dz
ax

2x 3 ax | 3 d - y(n) & f(n) (x). inddinn st Vel e
W5 Y con respecto & X.
Sustituyendo estas derivadas se tienel

Ejemploss
dz (21) 3 1. Encontrar todas las derivadas sucesivas de la siguiente funcidng
dt :

2
iﬁ-6x y‘x-k+4
av

debemos Soluoidnt

iz funcién de 1,
9i deseamos encontTal Ty como una «

Primera derivadas S




2
Segundsa derivadas é»—% = 2
d x

' 3
Tercera derivadas £ X.o0
d 13

I.;ae derivadas de orden mayor que 3 son iguales a cero puesto

a Q,

2. Encontrar la primera y segunda derivadas de la siguiente funcidns
f (x) = sz +3

Solucifus

3
(12 $3) v:z +3

$n(:q= - 3
(=2 + 3) ¥/*

Observacidén. lLas derivadas sucesivas de una funcién polinomial

gon cada vesz expresiones mas sencillas, como en el primer ejemplo.
Por otra parte la derivada de una expresidn radical se va compli=
cando a medida que aumenta el orden de la derivacién.

Funociones trascendentes. Hemos definido las funciones trascen~

. dentes como todas aguellas que no son algebraiocass Estudiaremos

dnicamente las funciones trescendentes mas importantes en economfa
gue son las funciones logaritmicas y las funciones exponenciales.

BEstas funciones han sido discutidas en oursos elementales de

matemdtiocas por lo que sintetizaremos su definicién y propiedades
fundamentales sin demostrarlas, :

n
\W@, ,.5 Funciones logaritmicas. _/7}__—P

Def. El logaritmo en base a de un nimero real x o8 el exponente
que debe aplicarse al mimero a para oblener X.

En simbolos matemfticosy; ®i llamamos y al logaritmo en
base 8 de x se tienes

loga x =y tal que ol = x,

donde log, x = Logaritmo en base a de X.

Por ejemplo, 8i a = 10 se tiene el conocido sistema de loga~
ritmos degimales o logaritmos comunes que es muy dtil para hacer
oflcoulos niméricos aproximados. De acuerdo con la definioidn,
podemos citar los siguientes e jemploss

1¢ Log. 10 = 1 porque ‘IO1 = 10
2. Log. 1000 = 3 porque 10° = 1000

Hotag Cuando una expresifn logaritmica estd referida a la base 10,
se acostumbra no indicar la base como sub-indice, en cuyo caso debe




T2

entenderse que 86 trata de logaritmos decimaler El céloulo de

s de mimeros que no son poteucias exactas de

logaritmos decimale
garrollos en geriey

10 es laborioso ¥ requiere conocimientos de de
por 1o que go dispone de tablas que contienen los logaritmos deci-

_males de los mimeTos aproximados a 3, 4 o mds decimalese
' Copsideremos la funcién logaritmica general y su gréfica.

Sea £ (x) = log, X Do 1a definicién se deduoen inmedia~

tamente las gigulentes caracteristicas generales de 1a funcidn

logarftmica en oualquier bases 271

1. El logaritmo de {1 en cualquier bage es CeXOe

Log, 1= p porque a2 = 1 (cualquier ndmero elevado &

1a cero es igual & i)

o entre cero y uno es negativo y au-

2, El logaritmo de un nimerx
1 mimero se acerca a Cceroe

menta en valor absoluto & medida que ©

En simboloBs

].ugax.<0 para todo 0Lx< e

itmos de los nimeros no-positivos (negativos ¥ el

3, Los logal
s mimeros reales si la base &

cero) no existen en el sistema de lo

es mayor que ©ceXos
mimero Teal mayor que uno es positivo ¥

4. El logaritmo de um
dida que el pimero aumenta.

aumenta cada vez M4s lentamente & me

En simbolosi

loga x >0 para todo x>t

on estas caracteristicas fundamentales, la fun-

s nimeros reales positivos ¥
La curva de la fun-

De acuerdo ©

cién logaritmica tiene como dominio lo

nio son todos loe ndmeros reales.

su co-domi
e gea su base ©8 1a siguiente!

cién logaritmicas cualquiera qu

Fig. 4.1

las propiedades
fundsmentales d
Daselion 1aa ol gTraEEE: @ los logaritmoa en

(1) log, (x1 x%) = log, x, + log X,
(11) log, (xl/xz) = log x, - log, x,
(141) log, (xln) = 1 log, x

Estas propiedades
son de gran utilidad par
de ofloulos ad Pain ls siaplifi
i : numbricos aproximadoe y pare el método d : g
ogaritmics que veremos mis adelante = derivaoién

Ejemplo, mBncontr 3
ar el logari
decinales. Sariino: deniunl de V3. aproximado a §

3
Solucifns Puesio que 2 = 21/3, se ticnes
: k)
log "2 = log 2(1/3)

. = 1/3 log 2 (propieded 4ii)
la ‘able, me obtiens log 2 = 0,301030

3
log Y2 = 1/3 (0.301030)

« 0.100343




4.

Logaritmos naturiles. (base @)

En ofloulo infinitesimal es conveniente utilizar un sistema
logaritmico cuya base & d_.eﬁ.niremoa de una manera especial, ocomo
el 1{mite de una secuencia infinita. Por el momento, el sistema de
logaritmos naturales pareceréd una complicacién innecesaria, pero
enseguide veremos el motivo do la definicidn del nimero irracional
ey lsa JuetificaoMn del empleo de este sistema logaritnico en el
ofloulo infinitesimal.

Dofiniciént e = lim (1 + 1/n)n

n -» G

£1 desarrollo de esta expreaidn por la iey dal binomio da
una serie infinita cuando n tiende a infinito. Investiguemos el
valor numérico de la expresién, asignando valores a n oada ves .mh

grandess

Sinetts(1+1/m)"e (1 gt = (e 1) - 2! -2
Gine2s(141/m?a(is 1/2)% = (3/2)% = 9/4 = 2425

s ned (1413 = (a/3)? = 64/21 = 231

En general, para cuslquier ni

(1e1fa)® = 1+ 0 (271 (1/m) + =55 n=1) (4™2) (1/n)% 4.,
| 4 soet (1/11)“

(1ey del binomio para enteros n)«

- 1 X n B
Simplifiocandos (141/n)" = § + 1+ 2-;-'-— + eee + 1/(n)
n

33 seguimos sumentando 1 déndole valores enteros positivos,

encontramos un valor aproximado del mimero 8. Bate valor aproximado

a 3 deocimales est € = 2.718.

El chloulo de logaritmos naturales (o neperiancs) es muy

laboriocso por lo que han sido elaboredes . blas de logaritmos

naturales por desarrcllos en :{erie y aproximaciones numérioas.

Utilisaremos la eiguiente notaociéns logaiit;no natural de
X = 1Inxe .

4.6 Dgrivaf:i&n de funciones logaritmiocas. -/ l

Congideremos primersmente la siguilents funcidén logar{t-
mioas £ (x) = log,_ o

Aplicendo 8l proceso delta para encontrar la derivada de
la funcifn, se tiena: '

£(x+Ax) = log, (x+Ax)
f (z) » = log, x

f{x+AR)=~1F {x) = log, (x+Ax) - log, x

Por 1s propiedad (ii) de loe logaritmos aplioads en sen—
tido inversos '

f{zx+Ax) -2 (x) -.logai-u—é—x-)-

X

« log, (1 +Ax/x)

Dividiendo entre A %3

£ ( | Ax) - '
z + Axx £ {(x) ¥ ("/At ) log, (1 +A x/x)

Multiplicando y dividiendo por X el primer factor del lado

derecho de la ecuancidn y sustit ]
uyendo A x/x = oz °° el
factor, resultat i a7

f(x+Ax) -7 (x

¥ 1/x (x/a x) log, (1 +;Z\1—;)

A X




_Ahora; splicando la propieded (iii) de los logaritmos: '

L hfﬁi) =£(x) 1/x log (1 +-71——)/A *

Entcnoest

Meg(xedx)=0(x) |y, (1/:) 1in log, 1+;,1—-;5/A ]

Ax +»0 Ax Ax »0 Ax -v

Ahora, un teorema de limites dice.que el limito del logaritmo
de una variable es igual al logaritmo del 1inlte de la variable.

De acuerdo con ests teorema?

o
1im __‘.E_I_A._).__.(_). - 2 (x) = 1/x {108‘,& 1im <‘__1__5
Ax o x-»0 x/Ax-

Si hacemos n = x/\ x, entonces se tiene que in x/o X = ®,

Eo deoir, n tiende a infinito cuando A x tiende an y

tituyendo ‘en 1c dltima iguaidods

(
£t (x) » 1/x log 1m  (1+1/0)"
n < oo ¥
Ahora, la expresién entre paréntesis rectangular 88 el mimero o,

por definicidn.

1 &ﬂfT (’x) - 1/x log @

Hemos deducido la siguientet

Reglat La derivada del logariimo en bass & de una variable, es
igual a uno entre la vaviable por el logaritmo em base g del mime=

rc _O_.
(aso_genersl. Corsideremos ahora la funoién logaritmica mas generals

g (x) = log, £ (x)

Sustituyendo u = £ (x) + & (x) = log, u

Por la regle de ocadena, es deoir, la regla para la derivada de

0Oro. - Sus= !

8 . .
oluoifns ==

wna funcién de una funcibns g' (x) = ——15-(—)—-)—- dn

Ahora, por la regla que acabamos de establsoer:

4 (&dﬁx) L u 1/u log, ¢

Ademés: %1‘-1 = £' (x), puesto que u = ¥ (x)
Sustituyendo: g' (x) = 1/u log o £’ (x)

Ahora, devolviends la sustitveién u = £ (x)
b e ks kil WL , /

g' (x) ”M‘ . log o
£ (z) SR

Este resultado se traduce on palabras por medio de la
siguientes
Reglas La derivada del logeritmo en base g de una funoidn de X,
o3 igual a la derivada de la funoién sobre ln funcién misma, por
el logaritmo en base g , del nimero 8 »

Corclario. La derivada del logaritmo natural de una funeidén es

igual & la derivada de la funcidn cntre la funcién misma, En
simboloss

84 y=1af (3)
dy _£' (x
£ (x)

= et e e A

, -

Ejemplos: Encontrar la derivads de lss siguieates funoiones:
s y-logz (21"'3)

e LF
2x + 3 0g, ®

210320
2x + 3




L pae COF | S.@-0 @0 (5

- 4 'S
Solucidns

2 2 :
£ (x) = }%iz - :;3 = - 3 (12 + 8)2 + 4x (13 - 4) (;a + 8)

s t’ (x) P -—’E-—-
x =5

——— ] L (12 + B) (714 + 2412 - 16 I)

2 .5 Funciones exponencialss,
3.f(x)-1n(x-3x+2) 4.0 Funciones 6XpOnonciA’Be.

Coneideremon la siguiente funolén exponencial y su grédfiocas
Soluoifns

26 =3 £ (x) =a a>1 6 o<Za <
£ (x) = —3
x - X+ 2

El dominio de esta funcién es el conjunto de todos los

nizeros reales, mientras que el co-dominio es el conjunto de los
4.7 Derivacién logarftmica. Es un nétodo de diferenciacidn que

pimeros reales no-negativos. Ba la figura 4.2 aparecen las for-
congiste en apliocar logaritmos paturales antes de derivar. BEste

mas de lae curvas corvespondientes a funociones exponenciales para

nétodo es muy dtil en algunocs CasoR ousndo la funcifn 8std compu.es= los diferentes valores posibles del mimero a.

ta por productos, fracciones y (8) potencias de funciones compli~
cadas. Puesto que 108 logaxitaos transforman productos en sumas,

{x)
fracciones en resias ¥ potencias en pultiplicaciones, la pre-

£
(=)
aplicacidén de logaritmoe paTa derivar, eimplifica notabluasnte oo &) -Z
la difeienoiaoi&n:

Ejemplos Derivar 1a siguliente furocidns \

ym (3 = 4) (= 4 8)°

2
Aplicando logaritmoss 1oy ¥ in (x.3 -A)Y+21n(x # 8)

Derivandos

2 Fra: 4.2,
ayfax . et o , 2M(2x) ST
y 3 xz A Derivacidn de las :h.mciones exponenciales. Consideremos primera-
= " mente la funcibm £ (x) = a*

& ; ’ 12 A Aplicando el método de derivacidn logarftmicas
ax 3 = A > 4 8
J inf (x) -« xlna

Sustituysndo ys (para tener y! en funcidn de x)




' (x

r - = 1n a

Devivandos

x
Envoncesy £ (x) = f (x) lna=a 1n a.

Hemos deduoido la sigulientes

Regles La derivada de una coasstante elevada a un sxponente varia-

ble ¢3 igual a la funcidn nisma multipliocada por el logaritmo nztu

ral de la ccuslanta.

x
Ejenplos Encontrar la derivada de £ (z) = 4

X
Solucién: 1! (x) =4 1ln 4

Notas Si la base de la funcién exponencial es el mimero e, entonces

x
su derivade es la funcibn misma, En afaboloss 8i £ (x) = ¢y un=

x
tonces f£' (x) = o

Capo general. Consideremos ahora la funcién mag generals

y = af(x) Sustituyendo, u = £ (x)s

n
il

' u 1 g‘l

Por la regla de cadenat y'=a 1lne& 3y

f(x) [
Sustituyendo u = f ()t y'=a ina £ (x)

La derivada de una funoién exponencial es igusl a la fun-

j Reglaa .
garitmo natural de la base PpoT la derivada

ciér misma por el 1c

del axponente.

Corolavios. Si y = ef (x) entunvesi

ay. . ef(x) , £'* (x) (porque 1ln & = 1)e
dx

I como el
Notat En el caso de una funoifn en 1a que tantc la base

' n
exponente son variables, ze pueds derivar por diferenoinciq

logaritmicas

y= E‘ (x)]‘gl(‘

In y= g (x) 1n £ (x)

Derivandot y'/y = g (x) [%%&E{E] - in? (x)] . g'(x)
R AL 4 {a () %T%l + |ng ()] . @ (x)

L
Bustituyendos y = £ (x) g (x)

7= g (x) EgE [f (x)] i +E‘ (le e [lnf(xﬁ g'(x)

oy »mg (x) . [f (xi‘ g(x)-1 £t (x) + E’ (13 &(=) ln. f(x). g'(x)

el

Regla: La derivada ds uns funoifn de x elevads a otra funocién de X
o8 igusl a la suma de las derivadas que se obtienen comsiderando pri
mero el exponente constante y despuds como variable.

4,9 Blastiocidad. BEn teorfa econdmics se utiliza oon frecuencia un
indicador del cambio de uma varisble con respecto a otra, el cual es
independiente de las unidades de las variablea; A epnte indicedor eu
1e llama elastioidad y puede definivse eon términos matemdticoms Cone

sideremos la siguiente interpretacidn de la derivada del logaritmo
de una funcidns

Sea y = £ (x}s Entonoces 1ny = 1n £ (x). Derivando, se
tienet Mgl b °
¥y £ {2
Puesto que y' es la razén de cambic de y oon respecto a X,

llamaremos a y‘/y raan de_cambio proporciomnl de y oon respscto
e X,

‘Def. Bi y es una funoidn de x, la elastiocidad de y con respecto

a x o8 igual al coniente de las razoves de cambio proporcionalea
de y ¥ x con respecto & X.

Bn térmiuos matemfiinos usarsmos la siguientes




Notacidni

Simplificandos Rx (y) = -*}é;—— » (x/y)y! » (x/y) dy/dx

B (y) ~ (a/y) dy/ox

Bata es una férmula conveniente ra encontrar 1s elasti=
oidud de y oon.resppoto a X. (réficamente puede obtenerse Ex(y)
dibujando la curva de 1n y como furcidn de lnx, es deoir, utili-
sando escalas logarftmicas en lugar de epcalas naturales para x
y ¥_ (Puede utilizarse papel doble~logaritmico)e La pendiente
de esta ourve es la elasticidad puesto que corresponde a la de-
rivade de lm y con respecto a ln X ¥ dsta ep precisamente Ex(y),
por definicidn.

Observacifn. El uso de la férmula Ex(y) = (x/y) dy/dx implioca
ehcontrar la derivada de y oon respecio a X para lo nual dispo-
nemos de una serie de reglas. De Ja definicién de elastioldad
y las reglas de diferenciacién pueden deducirse reglas pard la
evaluacién de elastioidades en funciones combinadas, ocomo por

ejemplos
uB_(w) + v E_(v)
(4) B, (u+v)e= e X

(2) B (uv) Ex(u) + Ex(v)
(3) B (u/v) = B, (n) = B, (v) etece

§in embargo, 1& utilizacifn de reglas como éstas en general

no es ventajoso y en particular la regla (1) es obviamente conve-

nientes

4.10 Blastioidad de demunda. Oonsideremos la ley de dema:la pars

un olerto artfculos
Pwf (x)y Pe= Precioy x = Cantidad demandada.

t

Por definicidn de elasticidad, mp (x) = (p/x) dx/dp

Reto es la elasticidad de la cantidad domandada con respecto
al precio y se llama pimplements elasticidad de demanda. GOoneral-
nente se representa por la letra griega eta ("]) Yy para funoionéu
"normales" de demanda es negaliva, puesto que la ourva "Normal"
de demanda es deoreciente hacia la derecha lo cual hace que dp/dx
sea negativa y por lo tanto dx/dp es negativa, porque;

dx/dp = 1/(Ap/dx)

Tradicionalmente se ha expresado la ley de demanda conside-
rando a P como una funcién explfcita de x, pero ésto no es problama
para el cdloulo de ™| ya que se puede deapejar X para snocontrar
dx/dP 8 se encuentra dP/dx y se invierte para encontrar dx/dP. Utra
forma de celoular M es utilizar la megla de la funcvién inversa para
elastioldades que en seguida demostracemost

Regla de la funoién inversa. B8i y = f (x); la elastioidad de x
ocon respecto a y es igual a uno sobre la elasticidad de y oon

respecto & X. Ey(x) "
x

Dem. Bea y = £ (x) Por definiocidne ‘x (y) = (x/y) dy/ax

Consideremos la inversa de gi(y)t

E:l:}y) « I/y1dy/dx = (Y/x) 1/%

Ahoras dx/dy = 1/% Bustituyendos -E—db-)-— = (y/x) dx/dy

4

Por definicién de elastiocidad, el lado derecho es igual a la
slastiocidad de x oon respecio a y.

] 1
By

X

L.c.D.I).




De ncuerdo con esta regla, la elasticidad de dumanda es la

Bie gicio 10.
inveysa de wultiplicacidn de la elasticidad del precio.

Temas Diferenciacién de funciones algebraiocus.

kjemplo. Bnoontrar la elasticidad de demanda en la siguiente loy
de deranda ouando 1a cantidad demandada es 151 1« Encontrar la derivada de y con respecto a X

4

$ = J100 = 5x B 1.1 z

1.2 2xd - 3% 4 22 - 1
(z° - 2)4

P = DIrecio, |/1 . 21:2

(x%-2241) (=2#1)

x = (Cantidad demandads

Bolucién. Para no despejar x en funcidn 41e P, encontremos 1a elas-
ticidad del precio para aplicar la regla de la funoibr inversas (212 -4) I+ &x

Blasticidad del preciot EI(P) u (x/P) ap/ax _ ._.12: = 2
; 4

Derivando lu fundidn de demandas dP/dx =

x
3
100 - 5x V?

T +25 -4
Sustituyendo en la elasticidad del precios

B(P) = (x/1) ——=2 . - E

2 /100 = 5x VR - %

1.10 y = xz (12 - 3!)3/2
Sustituyendo P = |/100 - 5x1

B (P) =

i " Bnoontrar la derivada de cada una de las siguientes fun-
i -5X

2 {100 - 5x /100 = 5x 200 - 10x : T

2.1 £ (x) = V3x o+ \3/;12 2.3 ¢ (x) = (x#33)% (2% - 1)
s ' oF RS
* 40 = 2x 2.2 # (x) & —p—=E 2.4:(;).-—(—%-;—2-)-—

12+I

cioness

Ahnra, ouando la oantidad demandada x = 158 2.5 £ (t) = 62 4 2% + 1

EI(P) r -40—:-;1%0—— - ~15/10 = =3/2 2,6 £ (3) = (5a + 4)-3

2.8 £ (x) V(=% - 3)*

Enténoes, la elasticidad de demanda esj )
2.7 £ (z) = -—-}———-—2 =3
(x° - 4x)

i 1
By(x) = =g (7 " AZ

Fallar la derivada.en el valor indicado’de Xi:

:o Ep(x) = "2/3 3.1\ J-_(xz -- 1)3 en ¥ w2




y= V9 +2x enx= 8’ u-(2x-1)“
2z + 1

2 2X +
3 ¥ = * = 3 en x = 1 Existe la derivads en x = 2/3? | u-—-x-.z-:—Jz—

3.4 f(x)-(x2-4) (x-&'-’.)3 enx=0 ‘ 3.5 ) AT .

-5
o6 -
3.5 f(x)-cus-h2+21+6 enx w2 3 Yy 2+ Vx

3.7 ‘,.211'4'! *

‘u -4 x-5
Edemlciu 110

' 28 y= u(u2—1); u V12-3x+5
Temay Fuacidn inversa. Funcibn de una funcién. \ A

ai -4 %08 X 8 Un punto se mueve a lo largo de la ocurvas y = x> € 4 de
¥ Gon Tespsc _
do  Bnoonrer s derive ; * L ¥ = i tal manera que X = §t + 4, donde % es el tiempo. Cuando
b4l % y2 I 3;73 $2y - 4 t = 2, encontrar:
Cr e I=2J a) 1la veloocidad de cambio de X oon respecto & . (Pro-
. 12 + 3y -5 yeccidn horizontal de velocidad dsl mévil.
y2 (1 - 21)3 b) 1la velocidad de cambio de y con respecto a t. (Pro-

yeccién vertical de la velooidad del mévil).
1.4 Vy3 -2y +3

2 4 Ejercicio 12.
1,5 1= (5 ~ 4y) (2r + 1) Bjeroiocio 12,

ie

Yema, Derivadas do alto orden. Deviveoién implfoitu.

Enoontrar la pendiente de cuda una de las siguientes ourvas

1 to indicados 4. BEncontrar las primeras 3 derivedas sucesivas des
en el punto i

=y -4y 43} P (3, 0) | £ (x) »3°-Bx+4 1.6 2(x) = (x = )
| ( 1)5 } P (0, 1) £ (x) = v S 312 4+ 6x =1 1.7 2(x) (::2 - 5)&
£s (Y= ’ ‘

. 2
. o x=1 : 1
£ i 1.8 £(x) = ,
ot ) RN (3] » gty | & :
)

2.4 i ) P (1, 1) £ (x) = (x =) (22 ¢ 8z ~3) 1.9 g(x) = (-1
o4 XYy -

2.5 x = 2y + 1 ) P (3 4) _ ' 2 (x) = \/—21_-_!-—1— ] 1,10 g(x) = )

X+ 5

Encontrar 1a derivads 008, o ERTALS "'1. 2. Encontrar todas las derivedas sucesivas de lans siguientes

L funcicnes en el punto indicados
3.1 y-u3-2u+1 uaV2x+§—— ‘

2 2 2.1'f(x)-x3-3x+2 § Para x = 1
3.2 ywut - 2u+d




Graficar la funcifm:s £ (x) = log;za

21 Para a = 2

2.2 Pa:‘ J = 5
3 2.1 Para a = 10
2,5 g (x) = (z = 3) |

_ Bncontrar la derivada de les siguientes funciones logarit-

micass Encontrar el valor de la derivada para x = 2 en
ocada casos

Encontrar 1a derivads de y con respecte & T en cada una

de las siguientes expresioness

1, 1% - s s et a6 3 yein (4% - 34 2) 37 £ (x) = 1a (in 22)
k)

3 2
3.2 30 ¢ 2%’y - 5a0 Wy =% B8 2w g B 78 i (:‘ ; 2) 3.8 £ (x) = logg ix - 4)
n 2
o B R lI=Ce o LR ‘ ye(wms®)? 39 f (x) = 1n (2%-5) (42)

3 5 2 ;
Broontiar la primera y segunds derivada de y oon res= in Y2 - x 3.10 £ (x) = -—-Jig-l-—x

pecto a X) ' ::2 1
| y=1n o= 341 £ (x) = 1nf—F-
Ai x4y - =10 4«4—-25-’-;—-5 <x3+ & (,f———-h” |
b 4 -

4.2 xy $2x =25 ». t/ : 2
4. x (y + 2z) = 3!011-.!2)'2 36 y=1 ""‘":‘L"—' 3.12 £ (z) = T
4.} 214 Jy = -0 L ' T -3

Encontrar la pendienie de 1¢ supva 4o las siguientes fun-

P s - i
5.4 % =~ 3y +y =3 3 P (1, =) £l 231
52 xd-2y syt =7 R 1) (=20

£ - Jx#+ 2
5.3 VE = V& =0 1142 -
. 02 ™
5.4 (x4 3)= 8 3 P(1,0) 4.2 £ (%)

(4% - 3) (¢ + 1)
5.5 x= VF+r=3 P 4)

Derivar las siguientes funolones por el método de deriva- '

clones en el punte indinados oién logarftmioas

43 ¢ (z) s 2 (=)t - 1)

Bjercicio 13

| Rild v [(;-3)(“41
Tema., Funciones Logaritmicasa Darivacién Lg&a_r_@_t_g_\i_cg. (x +-1) (x - 5)

. 3 :
1. Graficar ls funocdém ¢ £ (z) = log,x pars & = 1« HBacon- £05 b (o) = ‘F/(g - 24 (x2+ 3)
] trar su dominie y co-domiuio. (x? + 8) (x° - 9)




Encontrar la pendiente de la tangente a la curva de la

funoién: £ (x) = In (x;-‘z)5 en el punto cuya dhacisa es .
= 3,

Encontrar 1a ecuacién de la recta que pasa por el origdn
y o8 paralela a la tangente a la ourva le la funciéne

£ (x) = IA‘E

T2 en el punto ouys a.bnoiui

~ Ejeroioio 14
Temas Funciones exponenciales. Flesticidad,

1. Graficar las riguientes funcionest

1.1 ¢ (x) e 11 1.4 ¢ (I) {%)x

1.2 £ (i) =\t 1.5 ¢ (x) -(-3-).—)x
1.3 £ (z) = 10° 1.6 £ (x) = 2°F

Enoontrar la derivaia de cada uns do las siguientes fun-

cionest

2.1 o= 2.9 £ (x) =% &
? .
3 2.10 ¢ (x)-(12-1)o

)

y
y
¥ 2,11 £ (x) = (2x + 1
y

12 g (x) = in °F

y - 2.13 g (x) ='1n 1:3
Y 3 _xz
2,14 g (x) = x" @

2x + 3

2,15 P (t) = o¥/*

2.8 yueb(x+1)

Encontiar el punto de la ocurva de la funcibn y = eat
donde la pendiente es igual a 4.

2.16 15 - o2 4 lnA(x -1)

Encontrar la pendiente Ge la ourva de la funoiémi
2  3x
£ (x) =2 @ = 1n (x = 1) en el punto cuya absoisa ess
x =0
Encontrar la ecuacién de la recta que pasa por el punto

P (2, 1) y ee perpendicular & la tangente & la curva des
2

£ (x)we™ +2x - on el punto ouya absoisa es x = 0

Encontrar lz primera ¥ segun& derivaia de cada una de
las siguientes funcioness o
6.1 £ (x) =& 6.7 g (=) = eF - x lnx

6.2 £ (z)=1lnx 6.8'3(3)-24-0"x

x x _
- 8
Inx
6. f bl ’
4 £ (x)=e T

2

: . $) =% t
6.5 ¢ (x) = Ing 610f(). ln_ + e

6.6 & (x)=e™ (12 - 3x 4 2)

Encontrar la elasticidad de y oon respecto a x en las
siguientes funoionest

2x

xe
2 0-3(1' + 10)

Tl ¥

762 ¥

T3 y=2x 4+ 4

Teh y = x° = 3z 42
y

145 <% 1n (2x + 3)




8., Supongumos que la ley de demanda por un artfoulo en de-
terminado mercado es dada por la siguiente leys

P e -4-9-2— § P = Precio; x = Cantidad demsndada,
X 4

Graficar la ley de demanda y encontrer la elasticidad de la
dumends cusndo la cantidad demaniada es 8,

CAPITULO 5

APLICACIONES DE LA DERIVADA

S¢1 Aplicacidn de la Derivada a Ordficas de Funciones. Conside-
rando la funcién y = £ (x), Hemos visto que, de acuerdo con la
definioién de derivada, la derivada de y con respecto a X es la
pendiente de la tangente a la ourva de la funoién en cualquior

punto,

% s 1im _.f_..(.x_!_é.i)_:_f__(ll -m
Ax

Ax %o

A la pendiente m de la tangente & la curva en cualquier
gunto, se le llama también pencdiente de la curva y es una medida
indicadore de la direccién de la ovrva en cualguier punto. FPuesto
que la pendiente eés la tangente trigonométrica de la imclinacidn
de 1a reota tangente a la curva, puede tomar ocualquier valor real
ent>e infinito y menos infinit.. Analicemos 1as diferentes posi
bilidades para el valor de la pendiente y sus correspoudientes
implicacionss, respecto a la dixeccidn de la ourvas

a) Bi £' (x) = m>o0, entonces la tangente tiene una inolinacién
sntre 0° y 90°, es decir, la ourva de la funcién estd ascendiendo
de isquierda a derecha.

{

En este caso, cuando la derivada es positiva, se dice que

_la funcién es oreciente.

b) 8i £' (x) = m<€o, sntonces 1a tangente tiene una inclinacién

e

d—ﬁ.—'d-'L—* -
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94+

) )
entre 90~ y 1807, es deoir, la ourva de 1lu funcién estd des.endien-

gativa, se dioce yue l8 funcién es decreciente indspendiente x. Puesto
. = que la primera dexrivada es 1
& pondiente de

bt j t o

que 3u inclinacibn €8 de 0% Los puntos de la curva que saviefacen &) 81 la segunda derivada I'' (x) es positiva, qui A de
- s Quiere oir que

esta condicidn (£ (x) = o) se llaman puntos criticos de tangente la pendiente de la curva estd aumentando y por lo tanto 1
0 tanio 1&a ocurva

horizontals Latos puntos son de espeoial importuncia para la deter- es odncava hacia arriba.

ainacién de mixiwmos ¥ afnimos relativos y pare la& golucién de pre- b)
81 la segunda deriv.da es negutiva (£! (x) <o) quiéro'deci; qﬁe

la pendiente estd dismi
miyendo y por lo tant :
hacia abajo, © la curve ep ocno;fg

blemae de optimizacidn que sordn estudiados despuds.

v% a) si (x) = m = 0 6 - o0y entonces la tangente o3 vertioal

puesto que Bu inclinacién es de 900. Los puntos de ia ourva que

satisfacen esta condiocibn (£* (x) = =) e 1llausn puptos orftices 4e o) Bi la segunda derivada es cero (£'! (x) = o) 1“105‘ 10015 QQO :

gangente verstical y son también importanies en la determinacién ds la pendiente permansce fije en el punto para cambiar el sentido d;

UL e, cgoncavidad. Los puntos que satisfacen esta oohdioicu sd-11uman |
puntos de inflexisn, (1) | '

En resument Si le derivata es positiva, la ourva es oFe~ ; _
Tlustremos con una gréfica la relacidn entre el orecimiento

o decrecimi p . :
ourva es deoreciente de izquierda a derecha, Si la derivada 8 (£1 5m’;nto de una funcibn y el signp de la primera derivadat
gurl\ ® ™ - %

ciente de izquierda & derecha. £i la derivada es negativa, la

§ (x)

igual a cero, la curva tiene un punto de tangente horizontal,

Coricavidad., Los conceptos gaométricos de conoavidad haoia arribs

y concavidad hacia abajo son intuitivamenie triviales de la ob= ///////“1‘\\\\ : l////'

gervacién directa de una ourva.  Sin embarge, o8 conveniente for- \\\\

el andlivis de gentido de concavidad de wna Ourva.

‘ N,
_ i
malizar sus jefiniciones para utilizar el edloule diferencial en T
! \
|
[
[

Daf. Un arco de ocurva es cdncavo hacia arriba si estd sobre la

tangente a la curva en cualquier punto del areos Similacmente, el s

v o
R e

Y i j & bajo la tangente & la et v e
el arco 2s oféncavo hania abajo si estd baj ng flxd: €recion 4fomDarvaciente TR TR T

curva en cualquier punto del arcos T ie. &)
Do 1la migma manera pndemos ilustrar con una grdfica la relacién

Por medio del odloulo diferencial, podemos sstablecer el
antre el sontido de concavidad y el signo de la segunda derivadat

concepto de sentido de concavidad en un purtode la gurve. De (figova 5.2)
acuerdo con la aefinicibn de derivada, la megunds derivada es uns , U\) oL + M vk P ieiswaede o () = o 4 Dotk
wo sekean de :sl’ggexiti\j Coewlt eu QQ Vvu\‘\') ?("’l") JQ Q—"‘-—

{VV\L:C.’\.‘ Q(x'\ = '>C4




5e2 Tangentes y Normales., La ecuavidnu de la recla tangente a la

ourva de unz funcién y = £ (x) en us punto cuslquiera P (xo, yo)

de su dominio, puede ser determinada a partir de la primera deri-

vada.

£1 (x) = %5 = oy (pendiente de la tangente a la ourva .

(x) en cualquier punto).

| L =
in el punto ® (x, ¥, )y my = £ (xo) Oonoq}endo 1§ pen-
diente y un punto por donde pasa la recta tangente, se encuentra

su ecuacibnt y - ¥, = ™ (XO) (x = 10)

Excepciént B5i my = 4 (xo) = o, entonces la ecuacidn de

la tangonte esi X=X,

Similarmente, rodemos encontrar la eouacibn de la recta

normal que se define de la siguierte menerat

Def. La recta mormal a la ourva de £ {x) en el punto
s (xo, yo) es la pexpandicular a la tangente qu3 paeéd por el purto

en cuestidn.

Puesto que la pendiente de la tangente es my, = £ (), ene
toncees la pendiente de la normal serk: e

=9
& (xb)

By

¥ntonces, la eouacién de la recta normal que pasa por el
punto P (15, yo) y cuya pendiente es my = ey S
]
1 4 (xb)
RS MR e e AL T T
o . o
£ (xb) »
Las recta. tangente y normal son auxiliares en el anflisis
de la gréfioca de una funcién, |

serds

Ejemplos Encontrar las ecuaciones de la tangente y la normal a
la gréfica de la siguiente funcién en el punto P (1, 3)

V= 212 -3x +4

Solucifns %i-- 4 - 3 Dy = 4x ~ 3

B o1 puite P (1, 3) my = 4 -3 =1

Pntoncens la oouacién de le tangente es: y = 3 = 1 (x - 1)

YmwXawd=ml

Abora, mNn--m-T-l--_l/l--l

Entonces, la ecuacibn de la normal est ¥y = 3 = «1 (x = 1)
F=3=x+1
’+x-4-0

9T

5,3 Nfximos y minimos relativos de una funoidn, Definamos primera~

mente lo gae es un mAximo o un minimo relativos

Dot, lfzimo rolative. Un punto P (xb, ’b)’ es un mfximo relativo

de £ (x), si £ (xb):> £ (xi) donie x, son valores de X en una ve-
oindad de Xy es decir, valores inmedlatamente a la izquierda y a 1

a




Frcord m: w el Saes " ‘
1. Encondreir los puatos orfiicos do le funcién ¢ (x)
s

ge oncuonira la primeva doriveda £ (

derecha de X e Para Ssto,

1) Y B8e reuuelven lav ecua~
cionang R

Def. Minimo relativo. Un punto Q (x,, ¥4) es un nfnimc relative
de f (x) si f (11)<f (xj) donde x, son valores de x inmediata~

4) £' (x) = o (tangente horizontal)

mente a la izquierda y a la derecha de Xyo
b) £' (x) = + oo (tangente vertical)

Da acuerdo con estas definiciones, se deduce que una condi- 2. Be investiga el valor de la prinera deriveda para cada punte
0ién necesaria pafa gue “n punto de la ourva de une funoién sea un erftico de coordenadas f vitas, dando a x valores a la izquierd
X a
mdximo o un minimo relativo, es que la tengente en el punto sea ¥y @ la derecha del punto crfiico en ouestiéns

horizontal, es deoir, que la primora derivada sea igual a cero.
a) 8i £' (x) es positiva a 1a izquierda y negativa a la derecha

del punto erftivo en cuestidn, entonces dste ¢ un mdximo
relativo de £ (x).

Es conveniente obse var que esta condiocién no es sufiociente, es

decir, si la derivada es cero en un punto, no pe puede asegurar ﬁuo
el punto sea un mAximo o un minimo relativo, ya que puede tratarse
de 10 que se llama un punto estacionuwrio como e) que se lndica en . b) 81 £* (x) es negativa a la izquierda y poeitive a la derecha

la Tigura 5.3
a Tigure 5.3 ) del punto orftico, sntonces ésts es un mfnimo relativo de £ (x)e

// . o) Si £' (x) no canbia signo, el punto orftico no es mdximo ni
4/// nfnimo relativo de £ (x).

- La figura 5.4 ilueira el método do primcra derivada. Low
G PYIEEY o puntos Py, Q@ y R, sor los puntos critioos de tangente horizontal.'
a Xy N Y9 a¥ivo, ‘
St No hay puntos orfticos de tangente vertiocal.

&,‘—a\,“;o estacionario, |

P e8 un mdximo relativo

Q@ es un minimo relativo

R es un punto estacionario que no es méximo ni mfnimo,

/

7

1
J’M {““mo \-g\e\\'\vo.

Fhel. LB
De loe conceptos y definiciones establecidas se deducen in-
ronesos para la obtencidn de médximose y minimos re-

{eq

mediatamonte los p
lativos de funciones de una variable utiligando la primera y segunda

derivadas.

I. Método de primera derivada.
la primera derivada y consizte en lo siguiente:

!

|

|

]

|

I

|

En este primer método, se utiliza !
e +. [ ORIRSHSSRRESRY A, YRS

|

R
0
|
|
'
|
|
I
!
1
L)
1

{-"(;.v;\ ----- {-kﬁ-—«--—?r—--w{?—v90--*4»6——:-_;.\ 1 AT
——— o s e ——— D el T -~ .

Fiea, 5.4




Consideremos como ejemplo el sipuientet

Problemat Una huerta de manzanos tiene :40 &rbol=e por hectdrea
Y el promedio de produccién es de 400 manzanas por &rbol ¥ por
&fio, £1 por cada drbol que se plante por hactdrea, ademds de los
40, la produccién promedio disminuye en 5 mangzanas, determinar el

mimero de 4rboles por hectdrea que dardn la wédxima produncién.

Solucidn. De acuerdo son el emunciade, la produccién actual es

(400) (40) = 16,000 manzanas por hectdrea y por afio. En goneral,

Produccién = (No, de drbolea por kect.) (Prcducc, prom, anual de
un 4rbol)

Seat x = No. de &rboles plantados, ademds de los 40, por
hectdres.

Entoncest

Prod, Prom. anual de un &rbol = 400 - 5x. Entonces la

produccidén total serd:
P = (40 + x) (400 - 5x)

Derivandos

{40 + x) (=5) + (400 = 5z ) (1) =
34200 f)sx +)4oo ~ 5x = -10x + 200

| 4
dx

Ahora, igaalando a cero para encontrar punios critiocos de

tangente horizontal:

dP
ety - + 200 = o
1 10x
10x = 200
1-20

Hagamoe la pruecba de primera derivada para ver i x = 20

correspénde a vn nédximo de la produccién Pt

X dp/dx
19 10(+)

20 0 Cambis de + & —=. Entonces x = 20

249 | -10(~) corresponde a un méximo P.

Entonces, la respuesta estque deben plantarse 20 4rboles

mds por hectérea rars obtener la mdxina Producocién

P = (40 + 20) (400 - 100)
# = 18,000 manzanas / Ha,

11, Método de segunda derivada, Este método se basa en que la

segunda derivada determina el sentido da concavidad de la cuiva
de la funciéns ' '

1. Se encuentran los puntos criticos de tangentc hourisontal re-
solviendo la eouscibus £' (x) = o,

2. B¢ encuentra la megunda derivada £1! (x) ¥ se investiga su
signo en los puntos erfticos de tangente horizontal,

a) Bi1la segunda derivada es negativa, 3l punto crivico en
cuastidn es un miximo relative, {Concavidad hacis abajo).

b) 8i la segunda derivada es positiva, el punto orftico en
cuestifn es un mfaimo velaiivo. (Concavidad hacia arriba)

81 la segunda derdvada es cero, entcnces la prueba no implios
algo definitivo y debe usarse otro método para deterninar si

el punto orftico em ocuestibn es un méximo o un ninimo rela-
t ivo.

Ejemplos Encontrar los wméxinos y winimos relativos de la fun-
oiént £ (x) = x’ = 3x° = 45% + 10

Sclucibns Derivando ® igualando a cero para obtencr los puntos

orfticos de tangente horisontals

£ (x) = 3% - 6x = 45 = 0
2~ 2x=-15=0
(x - 5) (x+3) =0
X, =5 x,=-3

Ahoras £'' (x) = 6x ~ 6




Para x, = 51 f£'! (5) 30 = 6 = 24 {+)
Entonces x, = 5 corresvonde & un minimo relativo de £ (x)s
£ (5) = 125 =~ 75 = 225 + 10 = ~165

E- punto P (5, = 165) es un mfnimo relativo en la grdfioca de
f (x)o

Pare x, = =3 ¢ £'' (x) = -18 - 6 = ~24 (=)
Bntonces X, = =3 corresponde & un méximo relativo de £ (x)s
£ (=3) = ~27 - 27 + 135 + 10 « 94

El punto Q (=3, 91) er un méximo relativo en la grédfica de
£ (1)0

5,4 Aplicaciones de la derivada en teorfa ecunémica. Es comin, en

teorfa econdmica, describir la variacién de una variable occn ress

pecto & otra por medio de dos tipos de madida que som

a) Prcmedios, Representan a la variable dependiente y en un inter-
valo de la variable independiente Xx. (Generalmente este intervalo
tiene al cero como limite inferior, aunque esta condioién no es ne-

cesaria.

Def. b) Conceptos marginaless Miden la v.riaci6én de la variable

dependisnte y para variacivnes poquefias de la variable independiente
xz. (Qeneralments esia variacifn pequefia es uno cuando x varia dis-

oretamente y tiende & cero cuando X varia contimamente.

De acuerdo con esta definioién, los conoceptns marginales
pueden determinarse pox pedio del cdloulo diferencial ya que 1la

derivada es, por definicidn, lo variacifn margiral en el oaso con~

tinuo.

Coneideremou la ley de demanda p = £ (x) ouya ourva es

decreciente. (Figura 5.5)

rTYogo 'l & Ve Bnda X ] X P

Ingreso medio al nivel de x ¢
a

" pa.

$ g a !
o (medio) —-;:1:1;——-(por Gefiricién),

1 ( x&. pl
g (Medio) = - ~ =

a

Entonces el precic P equivale al Ingreso medio correspon-
& una oantidad demandada x para todo valor de x. Por lo
la funcifn de demanda és la misma funcién del Ingreso
medio, es deoirs

Lg"? (x)

diente

tanto,

Entonces, la curva de demanda coincide con la del ingreso

Para encontrzy la funcién del ingroso marginal, considere-
funcidén del ingreso total:

Por definicién, ingreso total ess

I1=xf (x) (Cantidaa demandada por el precio).

Desde luego que, si P (x) es contfma, entonces I también ea
contfrua. El ingreso marginal Imé es entonces por definiciéng

Tom Ate AKX E) &5 () oty

"EAx >0 Ax dx




Img = x 1 (x) + £ (x) (Pendiente de la grdfica de I= x f(x) )

Resumens

811 Ingreio total I = £ (x) 3 x = cantidad demandada

1 £ (x)
Ingresc medio Imd g YT

dl
1. =5 =t (x)

4 4 ¥
Ingreso marginals s -

Ejerplo 1. BSupongrmos que la Adenanda por un oierto artfculo A en un
determinado mercado M ss daca por la sigulents leys

p = 50 - 2x (1lineal);x = cantidad demandada,

Poterminar el ingresc iotal, iugreso medio & ingreso marginal
comv funcioner de la cantidad demandada x. Orafioar.

De las definicioness

Ingreso totals I = {preoio) (cantidad demandads)

I= (5 ~2x)=x

1-501-27.2

: Ingreso total
Ingreao medios Imd ® Tant. demandada

P
Imd-. 50 <X

=
Ingreso marginals g ax

’I_l_nﬁ- 50"'41

Ordfivass La gréfica del ingreso total e una pardbola abierta hacia
ah1ip, Cuando x = 04§ I = 0, El mdximo ingreso total lo encontra~-

mos poxr cdlculo. (Es un punio crftioco de tangente horisontal, es

decir _4I

Sasves O)o

I = 50x = 2¢°
dl
“dx * NV -dx=o0

4z = 505 x = 12,5
I 50 (12,5) - 2(12,5)2
= 312.5
- La grifica del ingreso medio es una rectas
z [} 25
0

Intersecocioness

Imd 50

I

La grdfioa del ingreso marginal ee también una 1Inea rectas
x o-|12;5l
I 50 ,.;Ao | 
Las ocurvas de ingreso total, 1ngroso-nodio“ 1ﬁérolo”iurgt- 10
nal pueden presentarse em el mismo sistema de referencia, (Figura 5.6).

Interseocions r




Obhservacloless

1 El ipgress total 1 es ndximo cuando el ingreso marginal Img es8
Esto es ipmediato de la definioidén de ingreso marginal oomo

cero. F -

la dei. ‘pda del ingrenoc total con respecto & la cantided demandadsa.

(Cuando la derivada eg cero; el ingreso total es m1x1mo).

-

Cuando la demanda es Lineal (como en @mte onso) la razén de cambio
e : P 80
del ingreso margiral es el dobls de la rasbn de cambio de). ingve

nedio,

400

jguies de demaundar P e ZTp =
Ejsmplo . Considersmos la siguiente ley = A

10

o funciones de X.
Detsrminar I, Ind’ Img. ocomo

a) I = _Ap.o_.}-—_ﬂ)]

x+ 4

1 -—-—4'9"0———1()
®) nd x + 4

———
—

o) . 1600 - 10

1
ne (x+4)2

5.5 La elasticidad en uns 1ey "normal' de demanda.
*

deranda (deoreciente
ley "norwal de
Sear P=f (x) uue

\
para valores ponitivos de X ¥ PJe

recio)
totals I =x T (x) (Cuntidad demandada por el P
Iagreso tola
Dexivandc el 1ngreso totals
Al Lo (x) + 2 (x)
dax

AE_ g (x). Sustituyendos
Puestc que - P =1 (x) entonces —3— =

—d'-I—--xdr + P
dx

Sacardo a P de factor en el lado dorechos

— X

ap
© dx P(p‘a—'+1)

& :
“ax ™ Elastiocidad del Precio = 1

. 4l ar
eo dx = P ( i /rf\ + 1) -—-d.! ™~ 1!’8“50 mrgiml

P = ingreso medio,

Para una ley "normal" de demanda, M. #8 negativo, anf es que
anteponiéndole un signo menos (=-m)

coneideraremos nfr\en valor
absoluto (l’?\l) lo cual es conveniente para la disousién que sigues

a1 _1_)
S Pl1 = >
a7 ( CTRARE U
Copaidaremos las posibilidades para
N Ingreso marginals

a) 8i -%i—-) 0y entonces 1 es creciente hacia la derecha,

es decir, el ingreso total aumenta, suando la cantidad demandada
aumenta,

P (1 --T%T] )» o0
(\1"'":711‘,'))0 Poxrque P30

F%(T<1
Im| >

En 8ste ocaso se dice que la demanda es eldstica lo cual sig=
nifioa que puede disminuirse ol precio para aumentar la ocantidad de-~
mandada produciéndose un sumentc en el ingreso total.

b) si :.i w 0, entonces tenemos uan punto critico de tengente
horizontal en la curve del ingreso totai. lin una ley "normal" 3e




108.

damenda &ste punto critico ea un mdximo, es decir, sl ingroso to*al

disninuye cuando se aumenta & disminuye la cantidad demandadat

En este saso P (1 —I,;,!\—T) ud

_1.0
=LY
Ryl 4
m
Jn| =t

===

c) Si -%x}— £ 0, entonces la ocurva del Ingreso total es de-

creoienie, 38 decir, I disminuye al aumenter X ¢

r(1-‘—,11—\|)<0

1
V=Td P
|n‘\| <o Porque P > ©

Lk
\IT\‘ <1
En este ceso se dice que la demanda es jneldstioa. Lla sie=

guiente gréfioa jlustre los resultados obtenidos cuando la ley de

demanda es lineal, como en el sjemplo considerudo antes., (Fig- 5.7)

dF . X242
84 P = a - bx, entonces T = = b. Ahora D ax ° Susti-

=22 de x R
tuyendo! ‘Y\- T:‘T; o Vesmus para que valoy de _,"\

a
._:_6.!._- — bx = -2 +bx § 2bx = & } X =5y
d\ a -~ bx

o=EEn s T

z
- - Y e

Ahora el ingreso total es I, = pex = (a - bx) x = ax = bx
l’o.x-a ge tiene I =

Derivando, se obtiene Ing » g - 2bx., FPar 5% s

- ingl. es cexro
a~-2b fg « 0. Entonoes 41- -ay ouando el ingreso MATE a ’

es deoir, ouandc el ingresc total sea méximo,

1 I~ 171 >
’DU\‘\QNJQ'}"‘ E ladedica .

18 <) A

Inell@%dica -

5s6 Problema de monopolio. . Supongamos que un monopolista produce un
artfoulo A y sus costos totales & diferentes niveles de produccidn
eiguen 1o leys o= F (x) § x = cants producida, ILa demanda en el
mercado ha sido también determinada y es 1a siguientes p = f (x);

p = precio y x = cantidad demandada. X1 objetivo del monopolista

es marimizar el ingreso neto dentro de los limites que se especifican
en la funcién de demanda., Determinar las condiociones éptimas para

ol monopolistas (Precio del artfoulo y cantidad producida para




obtener mAximo ingreso neto) .

Sea 1 = ingreso total d \
- A <
s mg) e (Cmg, .0 (Para que I, ses

I1exf (x) "'_ﬁ (x) méximo),

. S d
¢ = Costo total - e pags Img) < =5 (Cmg)

&

Es decir la pendient
[ially, 0o (=) by e (o ragén de oambio) del ingreso marginal
debe ser menor que la pendiente del costo marginal,
40 '
Ingrese netot In =1
gr Er oualquier caso particular, es decir concoidas F (x) y § (x)

el ingreso neto
es entonoes muy sencillo encontrar la oantidad que debe producirse x

De souerdo con la prueba de segunda derivada,

s onandb pare maximigar ingreso neto. Una vez determinado X se encuentra p de
la funcidn de demunda.
ax lotas El anflisis puede hacerse, con los mismos resultados finales,
2I~n por supuesiv, a partir de ingreso total y cocto total ocomo funciones
del precio p EI w0 (p)y C=1H (pﬂ . Er este caso me encuentra
primero p satisfaniendo las vondjciones y después x de la ley de de-
manda X = g (2).

d
ax

Aborat
Considsremos el siguiente ejemplos
Froblemat Un monopolisia pruduce x unidades d‘e un ocierto artioculo a
ar__ _4¢_ L ek

d In__ ar AL orid oz ix un costo total de: ct = 12 - 20x + 1500, ~lLa demanda en el mercado es
“dax @ dx

dada por la siguiente ley:t x = 500 - 5P, donde P es el precio y x
es la oantidad demandade. Determinar el precio del artfculo y la
At Ingreso marginal = Ing cantidad que debe producirse para obtener el méximo ingreso neto,
dx

Boluoibn, El ingreso total es igual al precio por la santidad deman-
deda, BEntunces, de la ley de demanda, se obiienet

‘dc -3 Gosto mgrginal Lo c. > n 2
“Ix 8 1, » 500 P - 5P

| Sustit do x = 500 - 5P en la funoidén del ocosio totals
oifn ewtablece que el ingreso a R ustituyendo 5 5

ondi
plaipnses Jta FEREE 0 aréficanente, las tangentes & ' ¢, = (500 ~ 52)% = 20 (500 - 5P) + 1500

al ocosto marginal.,

{nal sea igual
; deben seTr parnlelos.

1es ourvas de I1y6C




C, = 250,000 ~ 5000 ¥ + 25 P° - 10,000 + 100' P # 1500

Cy = 25 P2 = 4900 P + 241,500

Ahora, el ingreso peto es igual al ingreso total menos el

costo total. Es decirt

I-It-ct

I = 500 P = 58° = (25 F° = 4900 P + 241,500)
% m 500 P = 3P% = 25F° + 4900 P ~ 241,500

1 = =30 P% + 5400 P .+ 241,500

El objetivo del problema es maximizar el ingreso msto 1.

Aplicando el método de segurda derivoda para obtener el valor de P

que gcorresponda al méximo I8

a1 J
--d—P—..-60P+5400 0

60 P = 5400

Pw9)

L w60

d P

a® 1
2 .
Entonces: ¥ = 50 gorresponde & un méximo Ingreso neto.

Ahora, de la ley de demandal
% = 500 = 5P = 500 = 450
x = 50

Entonces, deberdn producirse 50 unidades del artfoulo y ven=

derse & un precio de 90, pera obtenex el méximo ingx_‘eso neto.

Gustituyendo P = 96 en la funcién del ingreso netos

I » - 30 (8100) + 5400 (90) ~ 241,500
I = =243,000 = 241,500 + 486,000
I = 1500

Ejercicio 15

Temas Tangentss y normales. Puntos orfticos y Puntos de inflexidn.

¢ Encontrar los puntog orfticos y los puntos de inflexidén de las
aiguientes funcioness

sl £(x) =2 2244

12 £ () = (2= 1) (= + 2)2
£1.3 ¥ -3y +1=0
X1ed x =y =3y 45

11.5 y-_2£-::_l—

x + 2

1.6 g {x) = x° = 3x + 2
sl £(x)mx o

1.8 £ (x) = g (x + 1)
7 1.9 3(1)-0"2-4

x + 2
x -5 +4

1.10 £ <X) =

Encontrar las ecuaciones de la tangenve y ia normal a la gréfica
de las piguienkes funciones en el punto indicados

¢ 2.1 £ (x) =32 -2x+4 on P (0, 4)
2.2 yui(x=23) (2x- 4)° en P (2, o)'
2.3 ' -3xy+2y =0 er P (0, 0)
2.4 f(x)-(13+3x~2)2 en P (1, 4)

5 \x = y2 - 4y +1 en P (-2,3)
2.6 £ (x) = e en P (0, 1)
2.7 £(x) = 1lmx en P (1, 0)
2.8 g (x) = (x~-1) o en ? (2, ~1)

Determinar &) sentido de concavidad en todo el dominio de la

funcidns
£ (x) = (x =17 (z+4)

Determinar el cresimiento 8 decrecimiento y el eentido de conca~-




7idad en todo el dominic de la funocidns

£ (x) = TN 2 4z + 3

Ejercicio 16

Temat MAximos y minimos

1 Encontrar los puntos orfticos de las siguientes funcioness (Tan-
] . -

gente horizontal Yy tangente vertical)s Determinar sl soa punvos
afximos, mirimos 6 estacionariose

2 '- 1.7 f(x)-5*!2'/3

1.4 y=x~ 3x
1)1/3

1.2 3y2 - by = x =0 1.8 g (x) = (22 -

$1.3 Loy a5 =9
ik g =) + 4

X - 2
1% 7"

1%+ 3x+ 2

1.6 ’-13_312+6

el método de la primera derivadat

3 2
2.4 Ty = &£

3 2 : [, e
2.2 £ (x) =2x” + 3 +12z-4

3 2

N “]gz.a g (x) =3t -4’ 123
. X)) =

o 12 + 4

3
2.5 £ (x) = (x+2)° (x=1
' : \2/3
RO OV (=% /
x + 2
J (;) - 12 + 2x + 4
12 +x -1

- e

2.9 £ (x) = 212 - 4x

3

Encontrar mdxinos ¥ oinimos por el método de la segunda derivadas

31 £ (2) = x (x* + x - 8)
32 £ (x) = xt < 4x

2
3y opfx)wm EtX 44

x + 1

Ejercicio 11

Temas Aplicaciones de mdximos y minimos.,

1. Una empresa desea fabricar cajies de cartén (sin tapa) de

pleras 1ectangulares de 20 cms. por 3) cms. cortando cuadrados iguales

en las esquinss y doblando hacia arriba los lados, {Oudles deberdn

ser las dimensiones de ias cajus para obtener mdximo volumen?

2, Una industriec estd situada fuera de una ciudad junto al

paso de una via de ferroocarril. El gercnte pide una corrida espe-

cial dv la ciudad 8 la industria para sus empleados. LlLa empresa

ferrocarrilera esid de acueric en establecer la corrida especial siempre

que viajen por lo menos 200 personas, enteniiéndose gue el pasaje

les costard $8,00 por persona si van 200 personas, y se disminaird
en un centavo por cada persona que sobrepase a las 200, (es decir:
por ejemplo, si viajan 250 personas, el pasaje serd le $7.50 por

peraona). Qué mimero de pasajorog proporcionard la médxima utilidad
al ferrocarril?

3. Un edificio tiene 80 oficinas. Cuando la renta es de $60.00

mensuales por oficina, todas estdnoripadas, Por cada $2.00 de
sumento mensual en la renta por oficiva, se desocupa una. Si los
gaston fijos (comservacién, impuestos y limpigza) son $6.00 por

oficina, gue renta producird la mdxina utilidad al propletaric?

4« Una huerta de manzanos tiene #O drboles por hectdrea y

el promadio de produccién es de 300 manzanas por &rbol por afios




84 por cada 4rbol que se plants por hactdrea, ademds de los 40, la
produccién promedio dieminuye ea § manzanas, deteruipar el mimero

de &rboles por heotdrea que dardn la mdxima producoidn.

5, Una empacadora desea fatricar latas en forma de oilindro
ciroular con un volumen de 1570 cms.3 para uno de sus productos.
Determinar el radio y la altura que proporgcioran minimo costo por

lata, es deoir minima puperficie total para el cilindro ocircular.

(Superficie laterul mas las dou tapas)e.

Féruulass
1. Area de un ofrculo = wTr

2. Area lateral del cilindro = 27rzh

3. Volumen dei cilindro -1vr?h

+ = 3.14 (aproximado & 2 decimales).

6§, Un granjero tiene 800 mte. de cerca oon la que desea

geroar un terrenc rectangular. Cudles deberdn ser las dimensiones

ra que obtengan la néxima drea posible, si

del terreno de mane
n de un rio?

upno de los ledos no neocesita corca por ser el marge

Bjeroiocio 18

Temas Aplicaciones_de la derivada & teorin econémioa.

{. Bupongamos que 1a demanda poT un artfoulo en determinado

mercado es dada por 1a wiguiente leyt

§ p = precio
x = oantidad demandada.

0
Pe x + 10

rificar por modio de odlculo

Graficay la ley de denanda ¥y ve
0AvA

diferencial que la cvIva de demands @8 decreciente ¥y eén

haoia arriba.

4otal como uns funoién de la vantidad de-

Enoontrar el ingreso
gu punto méximd.

mandada, hacer Bu gréfica ¥y determinar

'

3
’

2.
=

) 2
e g = -~
¥ 3z + 1500, Determinar las condiciones 6ptimas para el

mono
polista (Preoic del artfoulo y nantidad quo deb
para obtener mdximo ingresc neto). e producirse

;} 3. El corto “otal de plantar de 4rboles madereros una regid
en de $10,000. Bl valor de la madera de i
spués de t aflos es 100 ot

81 la
razbn de interés es 5% compuesto emalmente, entonces el
valor aocturl de la mabera es dado pors L

t =5t .
I m (100 " = 10,000) o ? + Detemminar el méximos valor actual do-
| a madera aplicando el método de diferenciacién logarltmica
L ]

4. La demanda por um ertfoulo en determinado mervado es

'~ dada por la siguiente loy:

P « 800 = 22°

x = cantidad demsndada
P = precio por unidad

4.1 Graficar la -ley de demanda y verificav, por medio del ofloulo
’

que la ocurva de demanda es deoreciente y cénoava hacia abajo para

. todo x mayor 6 igual que caro,

4.2 Encontrar el ingreso tofal y el ingresc marginal oomo funciones
de la ocantidad demandada.

4.3 Encontrar 1a elasticidad de la cemanda y la elasticidad del
precio cuando le cantidad demandada es igual & 10.




CAPITULO 6

FUNCIONES DE VARIAS VABIABLES

6.1 Introduccién. 31 una variable w estd relacionada con otrae
]

variables X, Yy %y seey (o manera que para cada conjunio de valo=-
X 2 F.9% y asignados a las variables X, ¥y %) sesy 4O

res ’ 5,9 oy

sue r:speZtivos dominios de definicidu, corresponde uno o més

i de
valores & la variable u, entonces =6 dice que ¥ #8 una funoidn

Xy Yy 8y eoeoe
Observacioues.
————————————

) siws= £ (xy ¥ Zyes ), entonces decimos que ¥ es una funcién
a = :

explicita de X, ¥y Zy e«*

) 812 (wy x, ¥y % ..) = 0, entonces decimos que ¥ es una fun-
’ t

cién implficita de X, ¥y Zy ov°

de
e s ura funcién explicita
= -2xy 4+ 42, W © :
Bjemploss &) w = 3x
X, ¥y Ze
b) 3 2 - 2xuw + y2 2> » 15, w es una funcién implicita
w- S

de x3 Yy B

Los conoapics ¥ definiciones establecidos paralfun:tozzzoio
una variable, asf como sus propiedades, teore?ée, reglas vk
6n, etce, sorn extendidas en forma similar para :
rencizzis Lariablee. Para tratar do simplificar y observar e
de varia

sign special
ignificado geométrico de los ooncqptos dedicaremos espe

nes de més
i6n a las funciones de 2 variables, pues para funcio
atencidn

de dos variables la intarpretacidn g

eondtrica en espavios ene-
dimensionales, es abstracta,

des variables,
&8 de dos variables el concepto de lfmite es

Limite. Definiremos el 1fmiie para una funcibn de

Para Junciones de n
inmediat~

Def. Bea w = f (x, y). E) limite de ¥ cuando x tiende a L o 4
tiends a ¥, 8 lgual a A si w pueds avernarse tods lo que se

quiera & A, acercaudo suficiente ¥ simultdneamente x & 7 l.;
o * Y

Bn lengunje matemftices

1im £ (x. y) = A 8i para todo £> o,
Xd X :

¥+

Existen & y Y talas ques

|F (x, ¥} - A|< € para todo x, y, tales ques

i - x|< 8
F SR |

Continuidade. Sea w o £ (x, y)s ¥ es contfmwa en P (xo, yo) si se

cumplen las condiclones sigulentess
1) ¢ (xog yd) estd definida,

2) liu £(x, j) existe,
B BN :

:’n‘, y()'

3) v » ¥) = £ (x ¥,)

x-»::o

Ty,

Obsérvese que esta définioiﬁn de oontihuidad, como en el




canu de furciones de una varisble cdrresponde al signifiocado in-
tuitivo ¢ natural de continuidad. La g»édfioa de una funcibén de
2 variablus es, en gereral, una puperficie en el espacio tri-di
mensional como te ha estudiado en la gaometr{a analftica del
espacios

-

6.2 lerivadas parciales. Para el anflisis de funciones de varias
variavles es de util idad investigar el comportamiento de la funcién
en la direcoiln de una de las variables, es decir, permitiendo &
uns de las variables tomar diferentes valores ¥ mnteniendo a las
demds constantes. Bete artificio matemdtico, que puede efectuarse

en sucesién con las djferentes variables de la funcién motiva la

definicién de las derivadas parciales.

Def, Sea ww £ (xy ¥y Zyese)s La devivada parcial de M 0on ree-
pecto & x es la derivada de ¥ oon respecto & X considerando las

demds variables como constantes. (Esto equivale & considerar & W

como una funciba de g_dnioamente).

flsaremos la letra griega $ para indicar derivada paroiil

vy distipguirla de la derivada ordinariaz

._-‘_l'_ - lim f (x "'A Xe Yo 21000) - T (I. :L]_!J.oob)
§X Ax—0 Ax

Escoginos la vyariable X para la definicibn, Pa.ra. las

demds variables 1s derivada parcial es geme jante.

Consideremos el caso partiodar de una funciba de 2 variables

para ObseIvar el significado geométrico de las dexlvadas parcialest

gea w = £ (x y)

De acuerdo con 18 definiciont
b ¥_ . 1im f (x+bhx y) =2 ()

b x Ax=>0 Ax

(g grOy) =2 ()

AY

Puesto que -
q %—E es la derivads de ¥ con respecto e X man-

tor.iondo &y const
snte, podemos sprovecha
r lss
oidn ordinaria que tenemos para er oy reglas deo diferencia~ -

l

nera, -g—'- se la di
Y vendiente 3o 13 curva de imterseccién de la su-
perfi_oio con el plano x = constante,

; : ;
or ejemplo, consideremes la siguiente superficies w = 'Vbxz y!

Tragast (Intersecciones con leos planoa coordenados)

B1 w = o obtensnmos Xa curva de 1ntorsoooién de la super-
,f:l.oio oon el plano x =~ y. I este caso es &l efroulos 12 +p.2
gque tiens centro en ¢ (oy o) y radio r = 2, LR
B :i::iamontn pars x‘- Oy ¥ = 0 encontramos que las trasas
Y=w yx~w son ciroulos com centro en el origen
Yy radio r = 2; come isdioca la Pigura 6.1, e

=gy,

d '“!a-i‘ co.‘,‘\, .‘“‘_}—..




Froontremos la derivada parcial de ¥ con respscto a X3

Z 2
w-V4-I‘-}'
5 w =2x - e

T ST 2 2
i 2V4—3-:2 4-x =7

orresponde a la
T

La derivida parcial de W oon respecto & X © 3

e
tangente del dngulo o, @8 deoixry a la pendiente de ls tangen
& la curva de interseccidn de la gupsrficis oon el plano Yy =

oonatante.

Fuesto que %—E es una funcién de X ¥y I podamos enoontrar
x

su valor & cualquier nivel del dominio de
jer valor del correvspondiente domial

definivién de y y para

o de definicifn de X.
oualqu

Por ejemplo, €1 ¥y = 18

8w

=X
b x ‘r—-——B Y

» - —9

=41
de esta funoidn de X por ajemplo, para x

MR ) 5
e & ¥
4 IE
st >vslor de sorréesponde a la pendientc de la supe
#ioie en la direccién de X en ol punto P (1. 1y Ve ).

5% . el punto P (1, 1y V2 ).
De la migma mManera) podemos snoontrar oy

-y
'-m!'b

4 - x

Ppara x = i3y =1

v =1 (pendiente de la superficie en

——
==

e )

direocibn y en el punto p (1., PR V'Z— Y

Estos conceptos geométiicos se extienden abatractamente a
funoionea de mds de dos variables cuyas grdficas son conceptos
lbntraptoe llamados hiper-superficies en espacios abatractos
ene-dimensionales. Aaf, por ejemplo, w = £ (xy 79 By oes)y 2a
derivaus parcial de ¥ ocon respecto a g —6_: es la pendiente de
1a hiper-superficier w = £ (X, ¥, 2, ¢0s)
tiva del eje z.

nn la direccién posi-

6:3 Crecimionto o decrecimiento de una funoidp de varias variubles.

El valor de la derivada parnial de uns, funcidén de varias vee
riables w = £ (x, ¥, By «:s) oOn respecto A una de ellas, propor-
oiona un indicador del comportamiento de la funcién en la direo-
nién de ia variable independiente considerada. Lo signiente es una '

consecuencia inmediatey de la interpretacifn geométrica de las de~
rivadas parcialest ’

a) 8i %—1 >0, entonoes W = £ (X, ¥, By040s) 68td oreciendc en la

dimeccisdn positiva del eje Xo
b) Si %—:— = 0; entonces w esid en un punto orftico de tangente

horisontal en la direccibn x (Posiblemente un méximo o mfnimo
relativo de 1la funoidn), '

81 %—;— < 9y entonoces w estd decreciendo sn la direcoifén posi-

tiva del sje x.
Por ejemplo; consideromos la funoidns
W = 22y - 3z

6w - 2y

a) -3--6; > o0 ocuande 2y>0y, 6 sea y>o. Entonces, cuando y es

positivé, 1a Puncisn aumenta sl aumentar x. (Creciente).

b) 2_;_'_ <o ouando 2y &0y 6 sea y £o. Entonces, ouando y es

negativa, la funci6n disminuye ouando aumenta x, (Decreciente).




De la misma manera podemos considerars

%%% = 2x (los Tesultados son geme jantes).
P~ dltimo:s %—g-- -3 < 0. BEsta de:ivada parcial es constante
y negativa, lo cual gignifice que la funoién y disminuye al aurentar

g indeperdientemente de X I* Y. \Decreciente en la direccién z).

En este sjemplo sencillo hemos ohtenido mesultados que podfan
haberse deducido 1€ icamante de 1la funcién original sin necesidad de
1as derivadas parcizie3d. Sin embargo, el uso de las derivadas par-
ciales para éste %tipo de andlisis, proporciona un proceso gistemdtioo
que pusde aplicarse a funcinnes de cualquier ninero de variables,

por complicadis que sean, con la condiocifn de que su3 derivadas par-

ciales existan.

6.4 Derivadas parcisles de al¥o oxden

De la misma manera Jquz hemos definido las derivadas ordina-
rias de alto orden, podemos definir las derivadas parciales de alto
orien efectuando el proceso de derivaocién parcial gsucesivamente. La
dnica diferorcia sn el ©aso de derivadas parciales es quo podemos

cambiar la variabie independiente durante la derivacién sucesiva

per lo que regultan tantes derivadas parci les de un orden deter-

it e
minado como permutsaciones, permitiendo repetioiones, pueden hacers

oon las variables inCependisntes.

Por ejemplo, consideremos la funcibn gene;al de n variables

' rivadas parciales somi
waf (11, X ses xn). las segundas de P

52 . : 6 8 w
22 % Dy ~ 5 x,

5 x21

b2 e N // 5w

i T SR Db e e b
i 6 x; b1, Q’a

5 (6,‘)
X, b xn

~
[ A

W
6x2

b
dw
&

Xy
W
W

o)
ot
e

T

.El nlmero total de segundas derivadas parciclos es igual a

.
.
.
.
.

2
n .(no. de permutaciones permitiendo repeticiones de n variables
tomadas de dos en dos),

La derivacién parcial puede efeotuarse ocualquier nimevo de
veces que permita la funcién. Bn general, el nimero de derivadas
parciales de orden m puede llegar a un méximo ds ‘np 6 sea el
nmerv de 8rdenes, permitiendo repeticicnes, en que pueden ser

arreglades las 1 variables tomadas de m en m.

El siguiente teorema serd osteblecido sin demostraciéns

Teorema. Sea ¥ une funoidn elemental (algebraica, trigonométrica,
logaritmica & exponencinl). Si W y sus derivadas parciales son
oontinuag en sus dominios de definicién, entonces sl orden de di-
ferenoiacibr parocial no afecta el resultado.

De acuerdo oon Sste teorema pndemos encoutrar las derivadas
de alto orden de diferentes maneras., Por ejemplos

= e———

2 s -
611 612 6xl 612 612 611 6:16126x1




etobtera, Ademds permite encontrar vna derivada saroial de alto
orden siguiendo el orden que me jor convenga tomando en ouents lo
complicado de la funcién ocon respeciv a las difersntes variables

independientes,
Oongideremos los siguientes g jemplos s

Bjemplo 1, Bea w = t(x, 78" 2 - dxys + xzya v 2x8°

b
Bacortrars a). f xxy = Al N ¥ (__'..)
ox bx Sy

ba\s
b). £ Pz = —;—-{"

Derivando primormnen‘-a son respecto & Y-

--g--‘yl* w =) X3 + '.’.x? 3

Abora, derivando con respecto a X }
) 6wj . -3 + Axy
bx by /

Dorivando nuovemenie oon respecto & X 1§
o pp— - (é_!..) - Ay
bx bx by

YT $ = A4y
-~ S

p) Derivando con respeocto & & ¢

J—'—-—--.—}I"““I

0z
Yolviendo & derivar oon respecto & BI

Bjewnplo 2

Sea w = £ (5, 3) = Y& - 3+ dxy - —5E
x -1

Encontrar ¥ = S ¢ (s
yx 5 y 0 x

Soluciéns

a) Derivando primersmente con respecto a X ¢

2
T’;n——— +3y_ 2(x2—1)..L.21)

(=2 = 1)°
22 -3

Ahora, derivando con respecioc a Y !¢
& & w
by ( . x ) =3

Es decir, t‘ﬂ =3 *

e S i
-

b) fﬂ - fxy’ ss deoir, podemos alterar el orden de 1a de-
rivacién parcial. En ests caro es obviamente conveniente derivar

primsramente con recpecto a J ¥ después derivar con respecto a X t

.5 = 3x ¢

6.5 Interpretacién geombirica de las segunias 3srivedas parciales.

Congideremos lu funcifn slguisntet w = £ (x, y)o Su gré-
fio8 es una superficie en el espavio tridimensional. La derivuda
parcial de w con respecto a X mide la rapideg de camvio de la super-
ficie en 1a direccibén x, Por otla parte, -—g—-; es igual a la

pendiente d# la tangents a la superficle en la direcoién x. En-

tonces la Segunda derivade parcial de ¥ ocon respecto a X wide la




rapidez d¢ cambio de la pendiente en la direceibn Xx.

Entonces, se tienen loc siguientes resultudos semejantes a

jo8 abtenidoa para la segunda gerivada ordinaria en funciones de

una variablet

)
a) Oi -i—-g—> 0, la superfioie es cfnocava hacia arriba en
bz

la direccién x porque la pandienve de la tangenta en la direccién

x enté aumentando.

p) Bi $ ; <0, la ouperficie es océncava hacia avajo en
la direcoidén éx x porque la pendiente estd disminuyendo

en la direcoién X,

Par-, la diresoién y, se obtienen resultados semejantes 8i-

guiendo el mismo ragonamiento.

84 W es una funcidn dc¢ mas de 2 variables, entonces estos
conceptos geométricos Be extienden, en forma abstracta; & espa-—
cios emedimensionales dénde n »3.- El crecimiento 6 dsorecimiento
y el gentido de concnvidad de la hiper-—superfioie en determinada
Girecoidn puede suconirarse de la misma manera que para el cazo de

gna funoién de 2 variables,

Volviendo & la funoién de 2 varisbles W = £ (xy y)y la
gegunda derivada parcial orugada con respe~to a X ¥ oon respecto
e Yy mide 1la rapides de pambilo en la direocign ¥, de 1ls pegdiento
en la direccién x,  Ahora, puesto gque [y~ .

by ox
entonces también mide la rapideg de camblo en 1a direcoisn Xx de

la pendiente en la direcoién y de 1s superficie en cuestidn.

6.6 Dii’erehoioles. Entre lag notaciones que hemoe utilizado pavra

la derivada de una funcién de una variable, tenemos la siguientes
si y=1 (x)

_d_l. nmé_l
A x
AI—pO

La exzpresién 4 :
én qd x ©°un simbolo para denotar la primera deri

vada Ge y ¢ :
& oon respecto a x. Lthora definiremos lo jue se llama los

diferenciel I
es de x y y de manera que el cocierte del diferencial de

eutre
X el diferencial de X sea la derivada de y con respecto a xi

Def, 1, Diferencial de x.

diska = El diferencial de la varieble indepen-
%6 X o8 lgual el inoremento de la variable,

Notacién: Diferencisl de x = dx = Ax

Def, 2, Diferonciul de y.

W El diferencial de la varisble dependiente
gual a su derivada con respecto a X por el diferencial de X

En simbolos:
Diferencial de y = dy = £’ (x) dx

Interpretacién geométrica. Counsideremos la funcién y = 1{.’ (x) S5i

1 g i
cplicamos un incremento_Ax a la variable independiente x, obtenemos

@ cerrespondiente inoremento en la wariable dependienve Ay. Si
partimos del punto 2 (x, y), después del incremento estaremos en el

puntos Q (x + 4x, y + Ay), como se indicu en la figura 6.2.

d




Solueibns  Derivando Y ¥y X oon respectc a t 3
Por definicidn de los diferenciales: i s

dr = Ax

dy = £¢ (x) dx = £' (x) Ax = pendiente de la tangente

en p por el inoremento de X. Entonces:
v

ol

_ ‘ ' dx T dt
De la figura 6.2 se deduce que 1y ¢ Ay, excepto ouando la i

grifica de y = £ (x) es una recta. Sin embargo el diferencial de 2.

La

regla de cadena pare derivar una funcién, puede ser demvot-
trade por medic de diferenciales.
el inorenento c¢e X o8 pequeiio comparado con el valor de la variable X=mg (t).

Y se considera una buena svroximacién del inoremento de y, cuando Suapon : (
pongamos quot y = f (x) ;3
independiente X.
; Por definiocién de loes diferenciales; me tiene:
Aplicaciones. De souerdo con la definioibn, los diferenciales pueden :
ser manajados nomo cartidades algebraicas ¥y la derivada de y oon :

respecto a x e iguul al socieite de los diferencisles de ¥ ¥ X. Sustituyendo dx = g' (%) dt en la expresién p W
ara e -
Ahore utiligaremcs los difereuncialas para el ofloule de derivadaty rencial de y @ o

nds adelante serdn utilizados eu ¢l Cédloulo Integral.

dy = £' (x) g*' (t) dt

1. Supongamos que X ¥ j 8on suncionee de un pardmetro t. Bs decirs Ahora, puesto que % es la variable independiente, dt = A%
- ’ ™

y=£ () 3y x=8 (t)e Dividiendo ambos lados por dt, se tienet

Para enoonirar la derivada de y con respecto & X, podemos : - g% -2t (x) o &' (%)
encontrar primeramante log diferencialest

dy = £1 (1) dt
ax = g' (t) dt

ihora, la derivada de ¥ con respecto a X es8 el cociente de

Eienm dy
estos diferenocialest Ejenplo, Encontrar at gis

iy £* (1) at : " vfj"'""'"'"
dx | J x’ =2x 41

2y Soluciéns Derivando ambas funcionesi

e ———

dy .
ax
2

SILA ot
\/13 -2x %+ 1

dx 2 _g-(b+1)(24)

Bjemplo, Eaconirar 1a derivada de Y oon respecto & X 81t
y-t3-2t+4

= 2t2 - 3 i
: u "_t‘ - 2§ o 4
(4% - 2)°

dt
(4% = )2




Entoncess

by dy dx .2 42 .28 - 4
at - ix * dt - ’ 2 2
¢ V:3 - 2x + 1 (+° - 4)

5 A (32 < .2) A% %0 24 &)

(1 2 o Ry —
2 (1 = 4)° yx’ -2x+1

6.7 Diferencisles de funoiones de varias variables. Hemos defiw

nido antes los difarenciales para una funaién de una variable

y=£ (x) de la sigulenie manerat

dx = px g ay = ff (x) dx = %§ o Az

Al establecer estes definiciones denostramos graifiocemente

que dy ea una buena aproximaoidn de inoremento de y, ouando AX

Otra utilidad 4dmportante qué obtuvimos de los difew
ontrar la derivada de

o8 funcidn de otra

e8 paquelio.
senoiales fuh la solusién al problema de enc

una funcién y de una varisble X que & BU ves

variable %. Bspeciflicamente estahleoimes le sigulentet

84 ywuif (x) yx=g (), entoncesi

| 4y
H-f' (2) » 8" (#) = FT%°

& nuestros propési-

Bate resultado es al nés Amportante par
{as variables:

408, por lo que serh extendide au funolones de var

Supengamos primaramente que @ €8 una funoibn de dos var*;—

blest
ww £ (% y)

Definamos shora dx = bx y 4 ¥ = Y ‘

on respeato a Xy la otra variable

ta, es deoir) 8 8° conside
Entonces, definiremos los
y g y de la misma manersa

Al derivar paroialnente ©
independiente J pormancod oons tan
una funoidn de une sols yariable X.
diferenoiales parcinles de g con respecto &

ra oomo

que el difervncial de wna funcién de una variable pezo con dorivadas
parcialest

Y la diferencial total de z se define de la siguiente manerat
am o [
dz = Tz OX + W dy

Obsérvese que el diferencial parcial de g oon respecto a X
es une buena aproximacién del incremento parcial de g en la direo-
oifn x ouando Ax es pequefio. El diferencial parciel de g con res-
peoto a g es también uns buena aproximacidén del incremento parcial
de 2 en la direccidn y cuando Ay es pequefio. Entonces, sl diferen.
oiel total de g, que ha sido definide como la suma de los diferen-
oialen psrciales Ge g con respacto e X y ¥y €8 una buena aproxina—
0ién del incremento total de g ouando Az y Ay mon pequefios.
Jeombtricamente, el diferencianl total de 3 es iguel al incremento
del plauo tangente a la superficie s = £ (x; y), en el punto en
ouestién, debido a loe inorementos Ax = dz y Ay = dy, Inmediata-
mente se deduce, que éste incremento del plano tangente (d 2) ne
aproxima sl increminto total de g (Ag) cuando Ax y Ay son tomados

cada vez mfs pequeios.

Bn genersl, si u = £ (x, ¥y By «rey %), entonces el concepto

de diferencial toial de u se define de la siguiente mansras

& u 5 u 4 u & u
du.--b-; d_‘[+-5—-y- d.y+-6-—; dz+....+-5-; dw

o
Ejemplos Erocntrar el diferencial de w 81 & u = 2 y - 3x + 2y

Solucién: Por dofiniciéu del diferencial de una furoiln de varias

rariables, se tlenet




Sustituyendot

2 3
du = (3x y - 6x) dx + (x +2) dy

e

6.8 Derivades tolales=, Consiieremos una funcién de 2 wvariubles

que a su vez son funciones de una variable independientet

gwf (xsy) sxmag(t)gy=b (t)

Para encontrar la decrivada de % oon respecto a %, polemos
sustituir x =g (8) ¥y ¥y =% (1) en la expresién m = £ (x, ¥)
obteniendo dé esta manera @ & 30MmO UN& funcién explicita de .
8in enbargo podemos enconirar la derivada de % con respecto &

% sin nenesidad de hacer la gustitucida mencionads que puede dar
por resultedo una expresién muy complicadu. Fara ézto, utiliza-

remos ls fSrmula que vamos & deducir en seguidat

b [
g8i =1 (x y), entonoes az = F—% dx + X—% dy

Ahora, puesto que X = § (¢) y y=n (), entoncess’

4x «4x
dx-dt,dt‘ dy dt'dt

Sustituyendo estas expresicnes en d & ¢

bg &X s 4¥
dl-Exdt.dt"E"y' dtdt

Ahors, puesio que 4 es la variasble independiente, dt = At

y podemos dividir enire dt:

_xX ,

——

d Gy ¢

Ejemplos Encontyar la derivade de g con respento & % ®it

g = 1n (x, + y) s o= ot e g o2t

Svlucidis

Sustituyendo: (- 5 piiank <ol
a % £+ Yy

Generalizaolén de ia derivada total.

» Supongames que u es una fun-
oién de mBs de dou variables que a la vez, son funciones de o%re

variable 1. Entonces lg derivada de u ocon respecto a t se deduce

de la misma manera que ex el caso anterior y el resultado es3
8i u=1f (I’ Yy By avcsy W)

x=g(t) 3 7=h (£) 3 ceceeeey w=J (%)

du_6u
Ent 5 = a s
onces s d ?)__; - * ° 'a_%"' peesriee T

En el caso més general, se *iene una funcidn de vari;.s vA-
riables que a la vez son funciones también de varias variavles,.
Bs deolr, se tienen:

um=g (X Fy By evey W)
x =g (ry €y 0eey t); y=b (g 8y ouey t3)
cesnee j W= (r, B, ceey t)o

En este ocaso, la derivuda tessX de u con respecto a 1 us:
fqrq“q‘l a

du, due 8x bu 2y,
t x 6t y 6t seodbore

bu 8w
+6w'6t

b




Volvierdo a la funcibn de 2 <wariablest
gof (x5 x~8(t) 3y=n(%)

Observamos que & eon realidad es una funcién de % {nicamente
per lo jue fue posivle enconirar 1la derivada total de g con respeoto
« §. Ahoras, pussto que X €8 una funoién de i, podemos suponer que
obtiena y como una funcién de x al sustituir & en y = h (¥). Batonces
resulta que g pucde ser considerada como un& funcién de x finicamente,
Un rugonamiento nemejante nos indloca que tambidn podemos considerar &
b oomo ung funoién de Yy {inicamente. Para encontrar la derivada total

de g oon respecio u X tenemoss

gmf(x,y) 3 X=X } y =0 (x)

De la misma manera, &l oousiderar X oomo funoién de y y po¥

lo tanto g oomo funocién de Yy {finicamentet '

d = X, [

——

J

: o
Rjemplos Encoatrar % sl

g =X “‘IO’

x-3t2—1’y-2t

Soluciéns

'8 = y

y: - &BQ
F—;-Zx-&e ’F_): x e

ay a8 4z
Mhorar §E=F% [ a6

. 2x e
fustituyendo? %—;4 - (2x + o) + 6t

Le———

4 es una funcién de x (la funoiéu inversa de T = g (%) y por lo tanto se

6.9 Derivacién parcial implicita.

LJ'! ne bod 8 emple 8 5 nt ar 1a der-vadl Oxdidall
d unsa 5 x

deriwv
ar parcialmente una funcién implioita de varias variabler con

respecto
P @ wa de ellas. La razén de ésto es que la definicidn de

is 4 >
; erivada parcial permite consideraria como una darivada ordina—
ria con
respento a una de las variabler independientes mantenierdo

Elemploss

1. Encontrar %-E ¥ %—;— en 4la slguiente eouaocidns
W e Xy + 3ux = 15
En este ejemplo es foil despejar u antes de derivar:
w (143z) = 15 + xy |

".-]ﬂ_n
1+ 3x

14 3x) y (15 +
(1 + 31)2

Y + IXY = 45 -~ 3xy,

Lq mismo gue en el ejemplo anterior parat

¥z - 2x2y + 3wx = 4

"En este caso no er fhcil despejar 4 por lo que apiicamos el
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‘método que consiste en derivar tézmino a térwino considerando & ¥
como une funcién de la variable coun respecto a la oual se efeotla

la derivaoién parcial.

& w
[ i i

S
x

3 u2 x %— + 13 - 4xy + 3x %—% +3w=0

%~§ (32? =+ 3x) = 4xy = 3¥ - v

W 2 d w
- + =0
2z ix 3—§

LI (332 x4 3x) = 252

212

o e

W X+ O%

Aplicacién de las derivadas parciales 8 1a derivacifn implicita.

Coreideremos la ecuscidn £ (x, y) = O que define & ¥ oomo
una funoién impifoita de X. Para encontrar %—i (pendiente de la
tangente a la gréZica de la ecuscién) hemos vis%o 2 procedimientost
1) despejar ¥, cuancdo émto mes posible, ¥ derivar la funoidp
explicita resultante. 2) derivar 48rmino a término oon respecto 2

. d
vy deospués despejar E—% °
Ahora, utlligaremo® 1as derivedas paroiales para encontrar

%—l . Introduoimos uﬁa nueva variable auxiliar u tal yues
x .

u= £ (xy ¥)

Puesto que y e8 udA funcién implicita de x, podemos obtener

d x

apli :
Plicando la férmula obtenida anteriormenta

u & u d
" o+ __l
3_; d x

Abora, u = £ (x
= y) es igual a cero en
i i nuestr
original. Entonces du = G y por lo tantos 0 problema

Despe jando

b f(SJ.lﬂl.lla nos I‘OpOlclOlla a ra 9.1 tGIn& biva

.. nuon tIB.I q\le g’!t‘!e.’.almml L'e es vent i 8 & 2
i 8,,0 2 Obre lo' mstodoﬂ

j pl Q ral ;! P

2
Woelxy+x o150

Congidersmos:

2
u=3y._‘2xy+12_15

Entonces:

6 u
Tr= 2y t2x=+2 (x-y)

5 u
Ey'63—2x-2(3y_x)
d

=t -

Bustituyendos ¥ o . 2Zx =
d x 3y- x|




El artificic empleauc para 1a férmula aunteriox
poxrclonen

Generalizaciba.
proveotalo para envonirar f6rmulas que nos pro
une funcién inplicita de variae variaw~

puede ser &
las derivadas parciales de

blee. BEn el caso general, la ecuacidng
g (xy Ty By oeny W) =0

Dofine a w comj ung funcidén implicita de Xy Vy 2y e
—— ? ’ ’

haoiendos
u =g Az, Ty By eces W)

Puede demosbrarse que:

etodtera,

De nuevo, estas £6rmnlas proporcionan un prooeiimiento,
en general ventajoso sobre los métodos disoutides anteriormente

pars la derivacién parcial implicita.

La selecoién de 1a forma funcional qie

6.10 Funciones howogduesss
imey’

va a ser ajustada a un gonjunto de datos empiricos es el pr

problema que 8@ presenta cuando se desea obtener una expresién

e un oconjunto de ariavples pars determi-~

natemftica que relacion
nados dominios de definicién de las mismas,
ciona la funcidn es tal gue b
funcién, es preciso

yuda de derivadas

Cuando el niimero

de wvariables que rela o es posible

hacer objetiva graficamente la forma de la

1odades de btipo general con la &

determinaxr prop
parciales que nos permitan hacer una geleccién de la forma funocio-~
nal mes conveniente. En teoria econdmica merecen especial

.

d |

Definicién, u
=2L2i0.0n, =f (x5, &
seep ¥) 8 una funcié
oy ’ ’ uncién homogénea
pors:h . 81 al multiplicar todas las variables independientes
n ’ |
exro real o, la funoifn resulta multiplicada por ¢

elevaua a la m,
Es decir:

£ (ox, oy, oz A 7
. 9 OBy csey 0W) m 0 £ (X, ¥y By woey W)

En partioular cuando la funoifn es h;moginel de grad
0

uno se dice que es line
al homogé +
niocidnleesses génea y de acuexdo oon la defi-

£ (oX; 0Fy esey W) = of (X, ¥y ceey W)
Ejemplos:

1. £(x, y) =x- 2y
Yustituyendo X por ox y y powx oy @
£ (ox, oy) = ox - 20y = @ (x - 25) = of (x, y)
Entonces, la funoién es linual homogénea.
2, £ (x, 5) = 3x1/4 y3/4
Sustituyendo x = ox y y = cys
£ (ox, oy) = 3 (ox)/4 (o5)/4

- 301/4 24 3/4 P3/4

1

-0 (324 M4 Lot (5, 3)

o la funcién ee lineal homogénea.

3. f(x,y,z)-xa_jw+52

Sustituyendo x = ox 3 y = oy * 2 = 08}

£ (ox, cy, o2) = (01)2 - 301 oy + (02)2




5 1a funcién es homoghnss de grado 2.

g nopgbpeas, Conside-
Propiedades runiamentales 4o 1as funoiones homogoReass

2 n

pemon uns fouciép de 2 variablea @& = ¢ (x, ¥) homogines de grado M.
Y}u (_5»;\,
[zopiedsd (1), ' ‘w=x &1

cdbimdu. © w £ (x; y) o8 una funciln bomo-
Demostzecisn: Pur hipbteadw; © = (%! 7]
génse de grado m. Buitoncss b

¢ (ox, oy) = £ (x5 ¥)

4. 8 0 > (513] nd dx
b £ 13 irx ara ©
’“Lt IR0 i ' s-vf:“(10 ‘ L8 axr A.Q.l\ ;.E‘» 3 oxr 2 ot dﬁﬁ P < ’

£ (2, S/

Despejanio
. ‘o
P N
T \x, 7)) =&

nse
gnora £ (1, -; &8 una funcidn !‘Ju\ )molme o

do s
stz ) o x gl )

rrr———
A ———————
I, - —

0' iadl g ! ° i £ (‘.Gl ) 2 ‘F 8 Par U.,&._‘ a8 de pI j_nar Dxdexl AN homc"
)?1 }d LA vadsa 1

grado m e is

oo 1)
1 (1) % g = X
Demoetrecifns De la propledad (1) tenemos 2 g(\x

RS R A CALRA ¢

w2 )
= g(i)_xm_l(g) g (%)
w 1 [:mg('i) | i 8'(%)]

Ahore la parte de ia expresidn entre paréntesis rectangular

es una funoidn de E g

e 03 m-1

e T h(“:-)
Entonces por la propiedad (1). es una funoién homogénea

~de grado (m -~ 1). La demostracién para %—3 es semejante,

Propledad (,}l. Tecrena de Eulerl

o o
X3 x +Y'6-—-mn

Demostracibn.
g2 s de ot [a(3)- (Be (3] -
y J[m-l g' (i\

Porque do (1) 2 = o g(a‘xl)

Simplificandg !

42 rfento(l) -7 e (B o




Ahorat X g(i) - z de (1)

[ b 8
oo ‘ﬁ*’By m 2

W

2 2 2
2 ¢ " 286 s -1
Propiedad ‘5). x ; 2 + 2xy -5;5'; + ¥ —_{x ,2 o (n ) s

xf\
Demos tracién. De la propiecad (3)

8 » 53
13—-; +yz—; ma

Derivando parcislmente oon vespecto a X

2 2 5
“ g & [ g
xb 2+-6—!I+y 535y 253
x

[
e N 1 hl e bA

X

Lhora derivando percialmente con respecto a Y !
2 2 5%
6% 3 8" =zl L

() =3y * Vo2 -1 5y

¥ultiplicando (a) poz X ¥ (o) por y y sumandot

- 2 2 b 2 6
8" 3% 28 3. (a~d)2 +y e
+ 2xy 3-6-: - + 7y s yz ( Tz _ y

2

s a(n-1)s
2 3

by

d & y
Porque x%—% i Yy 2 B de prop. (3)

ades se pueden extender con las moditficaciones

i1 ropled
A El ocaso particular de

propias & sunciones de més de 2 variables.

i
la funoién lineal homogénea €8 especialmente importante en teoris

las
eoondnica. Para una funcién lineal homogénea de 2 variables,

propiodsdes (1) & (4) se transfofmai en las siguientess:

- e(2)

0 2 o z &
I £ ot y Bon homngéneas de graio coro. Por lo tanto,

&
aplicando (1), -g—% v ?,_3 son funciones de (‘E).

(3) Teorema d b gz 55 _
a eE\:ler:xn+yS_; s

5 2
8 2 82 o
(4) - v/x g5

(4) se obtiene de (3) al derivar parciclnente con res—

pecto & X y y y despejar respectivamente 62 z 62 Z

057 .
6x2 6y2

Ejemplot Demostrar que la siguiente funoién es lineal homogénea ¥
verificar el teorema de Euler:

gz =f (x, y) = 18 11/3 y2/3

Demostraoibn:

a) Sustituyendo X por ¢ X y y por o y ¢
£ (oxy oy) = 18 (ox)¥/3 (oy)2/3
18 o1/3 /3 2/3 y2/3
18 (M3 o2/3) /3 213
c (18 /3 y2/3)
o £ (x, ¥)

Entonces, z = £ (x, y) es una funoién lineal homog4nes,

b) Eucontremos las primeras derivadas parciales de g con

respeoto a X y y para verificar el tesrema de Eulert

g = 18 11/3 y2/3

%—‘;- = 10 (1/3) 23 21, 6x /3 2/




6 2 PR 7 TR R
g (2/3) = y

58 'S 3 (623 23

Ahora x3 Yy

-.:&
'Jiz

L1 3

Bjeroicio 19.

Temat Funoiones de varlas variabies.

= Je X

1/3 ~1/3

¥y

iy (1211/3 y..1/3)

12 11/3 y2/3

1.¢.D,D.

Derivadas parciales.

1., Encontrar las darivadas parciales de ¥ con respecto a cada una

de las variables indepeniientes:
2
1,1 we 312 +exy -7 1.6
2

—2
1.2 w= == = ;’fl*' 1.7

1.3 w & {2xy - 3)° 1.8
Zx?
1.4 we o™ ? 1.9
1.5 w = In (£ + 2xy - 37)

2.- Encontrar las derivadas parcialea

de las variables independientes, en ol

2,1 wm xzy - Jyz + 6x y P (2,
2

3

¥ = x? - 28 4 ’2, - 33

y
w e (xys - 3)4
2

2
1.10 w = lu (xz - 2y2 +3)

de w con rospecio & oada una

punto indicedo.

1, 4)

2,2 w=x *+ 32 - 4 s P (2, 1, 1)
2.5 g P (1, 1y 1)

2.4 y 2 (1, 1, 0)

twéieq*eﬁ ‘
3. Encontrar lna‘;eauuiunaz'dq las tangentes en las direcciones

X ¥ X Ge las siguien®es superficies en el pun%o indisado:

2
Moo= P,

32 wadoxy 4147 (21, 3)
3.3 oY =1 ' P (1, 1)
3.4 $2x =9 s P (1, 2, 1)

35 w=1n Py + )52 (0, 1, 0)

Ejarcicio 20.

Temas Derivades parciales de alto orden. Interpretecidén geom@irica.

1. BEncortrar todas las derivadas parciales de primero y segundo
orden de las siguientes funciones:

1.1 n 12 + yz

1.2 u= (x + ,)2 R 3!33
1.3 u=ef (3x + 2y2)3 : X + 2y

2 2
= X -3
1l.4 u 5;52 + 2xy - y2 1.6 w=1ne

2
losf (x' y) -—x—fy

2, Determinar el orenimiento o deorecimiento y el sentid> de conca-
vidad en las direcciones x y y de las siguientes superficies en nl
punto indiocado:

21 u = xy - 12_+ 5 3

2.2 u=1n (212 - 3y) 3

I2 2
203 (x + 7y)0 RS 3

o eV

S AT BN ;
2x + y2

(xy - 3= + 29)%

P (1, 1, 5)
F 4, 1/3, 0)

P (-1, 1, 6)

P (1, 1, 0)
P (1,2, 1/3)

P (2, 2, 1€)




3. Verificar que ny = fyx on la sigviente fuicidén. Comparar los

dos caminos seguidog para encontrar la negunda derivada parcial

cruzada ¥y decidir cual es el mas conveuiente en euta caso:

£ (x, y)-yz—va—-—i-?x——4 \/x'“-21+3

x =L
4. Verificar que 1a guperficie u = ln xy es creciente ¥ céncava

hecia abajo en las direcciones X ¥ ¥ cuando X ¥ Yy son positivus,

Verificar también que 1a superficie es jecreciente y céncava hacia
shajo en lan direcciones X ¥y Y cuando éstas variables toman valores
negativos. (Observaciéns Bsto es un analisis geom&trico completo
para las dirocciones X ¥ I ruesto que &8 incluyen todos los valores

de los dominioa de defiricidn de las variatles £ ¥ ¥)-

Bjercicio 21.

Temat Difersnciales ¥ derivadas.

1. Encontrar el diferencial de y v el incremento de y para un in-

oremento de x = 1 & X = 1.2. Comparar lus resultados y graficari
y- ? - }x2 +x+95
2., Encontrar la derivada de y ccp reaspecto a X en cada una de las

sizuientest

APIZTE© o = @h e

y-2t+4

2.2 x= 1t +2 2.4 x = 1n (2t +1)
- t'+2
-2t - —
y t2-3t+l

Encontrar el diferencial totel de X en les eiguientes fancionas?

341 w-12y+3xy3_4x+15 3,3 w-ez+ey

2 2 2
3.2 w-.___’é"-:—lé—- 3.4 v = 1o (X *7F + )
x +y

« K gy 3 j
4 contrar 'a derivada total de u con
uno de loa E

' : r2dpecto a t
Slguientbse prol s
: 3 problemass

4-1 u

X

X+ 3xy - y2 , _O'Zx 4 e;’y
t - . i
l;y=2%+5 "2t;-y-t2 10

Vey + 2y - 3x + 4

2
t3y=t2+3t_l

5% 4 e

. g A Xy + 2y

2 " 2 '

TS ileEs 3t yyme jpae’
-.8

a Eae i
5.a Encontrar las derivadas totlales de u con res t
en las siguientes funcionesi i

5.1 u = xy + 33;2 5.2 um= 312 oY

X = Ltem i
B v = # I'Vt—13*2-2t+1=5

6. Encontrar el valor nfmerico de 4 u 2 u

b3 x ¥ u
para la sigulente funcibng dt uando t = ]

u-xz_uy

Ejercicio 22.

TOX,-B‘. G 1 1”3 d'q iU'l 8 l.) AL LCS p . -
A"')l).-ﬂ 161 do & ar 20ae alC’l‘ lC‘ a la derlvaoléll im l[clta,

1. Encontr
rar las derivadas p ipl
s parciales de. 2z con respecty> a X y jy condi-

dersndo -a g como una funcidn implicite de x y y
f§ 2
1.1z-xy+2y2.=15
2
1.2 x (2 -2,v)+y2(z+x)-6

1,3 X 352

= 5
2:6)(-0yZ

2 B P e yz = 10




150,

2, BEnoontrar ias derivadas parciales de g oon respecto a X ¥ X -
en el punto indicadot

2.1 Jxy - 2s + 6xs %11 3 P (1, 1, 2)

2.2 ¢7% a1 3 P (1,1, 0)
2 2 4

2,3 x+y+pedxy e P (2 -3 1)

3, Encontrar la derivads de y oon respecto a X en las siguientes

ecuscionest

30 2oy +2yta0 34 lnx-dnyel0

3.2 ya - 2xy + 3y3 =1 3.5 1In Vx? -2xy =1

13 W43 -5

" 4+ Bucontrar las derivadas paroialec de g oon respecto a X ¥ X

en las sigulentes ecuacionest: (utiligar las f6rmulas en términos

" de derivadss parciales).
41 @ - 3ux® 4 25y = O
§2 32%y - 2ex 4 3 a\8
4.3 inxzyza - 921 .~ 0
5, Bnoontrar la derivada de i con respecto a X en el punto indioadot
5.0 B =y +4zy=0 3P (2 %)
.2 dxe 2y 446 =4 4P (0, 0)

5.3 2x.- VEy +ty=4 P(24)

6, Enconirar las souaciones de la vangente y la normal & la grifica

de la eouanibn: .S
1nx ~'2a’ = -2 en ol punto P (1, 0)

Ejercicio 23,

Temat Funoiones homogéneas.

1, i
| Vorificar que las miguientes funciones son lineales homogéneast

1,1 ¢ (1, Y) 2x + 3y

1.2 £ (x, y) = 10 x*/3 y?/3

1.3 ¢ (IQ ’) X - 3y

1.4 £ (2 3) 2 + 2%y - P

12 L 2yé

15 £ (xy ¥y 8) =5x~2 (/58

2. Verificar que las siguientes funoiones son lineales homogérieas,
‘Encontrar las derivadas paroiales y Wertificar el teorema de Buler.

¥ 2 £ (x,9) = (x = 29)% (22 + ) /4 (52 4 25)2/2

3. En las siguientes funoiones homogéneas, determinar el grado de
homogeneidad. Verifiocar que las derivadas parciales son homogéneas

de grado m -~ 1, donde m-es el grado de homogeneidad de la funocién,
Verificar tembién el teorema de Euler!

* 3.2 £ (x, 7) .._1_3_;£_

x + ’2

33 £ (2, 7)) = x?y + 213 - 3y21

2 2

34 2(x, 7, 8) mx 47 +s - 2xy

4. Aplioando el teorema de Buler, demosirar que si s = f (x, ¥) o8
homogénea de grado cero, entoncest

fon.-x 0s
oy y 0 x




las siguientes funoiones son homogéneas de grado

5« Oomprobar que
condicién establecida en el problema 4.

oero y que satisfacen la
2 2
51 ..m—:-i-i-‘:?-
x

- -l
e am itV w

CAPITULO T

APLICACIONES DE LA DERIVADA PARCIAL,

1.1 Méximos y minimos de funciones de dos variables. Oonsideremos
la funcifn general de dos variables cuya gréfica es una superficie

en el espacios gk f (x, y). Definiremos los méximos y minimos
relativos de la siguiente maneras

Defs Un punto P (;b, T no) es un méximo relativo de la super-

ficie 2 = £ (x, y), 8 5,2 £ (x, y) para todo punto, en una ve-
oindad alrededor del punto P. De la misma manera, P (xb, Ty |°)

es un mfnimo relativo si g £ (xy y) para todo punto en una ve-
oin"ad del punto P,

De aocuerdo con esta definiocién, para que un punto P (xb,
’o' no) sea un méximo relativo es necesario que sea un méximo
relativo en todas direcociones. En partioular debe ser un méximo

relativo en las direcciones X y ¥, o8 deoir debe satisfacer las
sigulentes:

Condiciones necesarias.

a) para que sea néximo relativo en la direcoién x 1

2
2 [
P L M e By

b) para que sea méximo relativo en la direoccién y

2
5 o 6" @
3 J Sy




las siguientes funoiones son homogéneas de grado

5« Oomprobar que
condicién establecida en el problema 4.

oero y que satisfacen la
2 2
51 ..m—:-i-i-‘:?-
x

- -l
e am itV w

CAPITULO T

APLICACIONES DE LA DERIVADA PARCIAL,

1.1 Méximos y minimos de funciones de dos variables. Oonsideremos
la funcifn general de dos variables cuya gréfica es una superficie

en el espacios gk f (x, y). Definiremos los méximos y minimos
relativos de la siguiente maneras

Defs Un punto P (;b, T no) es un méximo relativo de la super-

ficie 2 = £ (x, y), 8 5,2 £ (x, y) para todo punto, en una ve-
oindad alrededor del punto P. De la misma manera, P (xb, Ty |°)

es un mfnimo relativo si g £ (xy y) para todo punto en una ve-
oin"ad del punto P,

De aocuerdo con esta definiocién, para que un punto P (xb,
’o' no) sea un méximo relativo es necesario que sea un méximo
relativo en todas direcociones. En partioular debe ser un méximo

relativo en las direcciones X y ¥, o8 deoir debe satisfacer las
sigulentes:

Condiciones necesarias.

a) para que sea néximo relativo en la direcoién x 1

2
2 [
P L M e By

b) para que sea méximo relativo en la direoccién y

2
5 o 6" @
3 J Sy




Consideremos las condiciones necesarias on términos de di-
ferencialest

El diferencial de g mide el inoremento total del plano ian-
gente, (determinado por las tangentes en las direcciones X ¥ ¥)y
~ correspondiente a los inorementos arbitrarios_Ax y Ay. Ahora, sl

P (xo, Tt Io) es un méximo relativo, el plano tangente debe ser

horizontal, ee decir, paralelo al plano X - ¥ ¥ por lo tanto el :
inoyemento total debe ser cero ousndo aplicamos inorementos arbi-

$rarios Ax y Ay en las direcciones X ¥ Xe

Entongest
ds-%—idx+%—$ dy = 0

Ahora, puesto que 4x ¥ dy son iguales a los inorementos AX ¥
4 y, entonces pueden tomar oualquier valor y por lo tanto para que

$ o 6 o
dx sea igual a ocero 68 necesario quest F=o * 0y Sy 5 0.

Ogndioionés guficientes, Hemos establecido oomo condioiones nece-

sarias para que P (xo, Yo no) sea un miximo relativo, que las pri

meras derivadas parciales de gz oon respecto a X y Y sean cOro.
Ademés de estas condioiones, la superficle & = f‘(x, y) debe ser

oénoava haoia abajo para que el Punto P (xo, Yo zb), sea un

méximo relativo. El segundo diferencial de 2 mide el incremento
del inoremento del plano tangente. Entonoes, la superficie serd
oénoava ﬁaoia abajo si el segundo diferencial de z es negativo.
Ahora, el diferencial de g 8 una funoidén de X ¥ Y, ©8 deoirs

ds = g (xy y). BEntonoces, aplicando la definicidn del diferencial
de una funcién de dos variables y denotando el segundo diferencial

de g por dan, pe tienes

daz-d(%-ﬁdx+%—-;:dr)

b z

-z (PRt ay ) wogts (e o)y

..62_!((1!)2_'_2625 62!
62 —dx dy +

(a5)2
x bxdy 5 ¥° 4
Ahora dzz deb
> ebe ser negativo para que P (xo, Ty & ) sea
o

un méximo relativo. Bs decir:

2
8" = 2 5% 82
bxz(dx) *Zmdxdy+;-?;-(d,22<o

Hagamos las sigulentes sustituciones pars faoilitar ia
oconolusidn:

A 8% 8% o )
B = - 2

Entoncest

2 2
Ax*+2Bre +C s <0
A(1‘2'*2-1A1 rs)+002<0

Completando el trinomio cuadrado perfecto en la expresién
entre paréntesis:

2
1(r2*2!;-rs+]-3— s%) +0 8°

2
A2

2
B
-3 8 <0

2
A(r+-§- .)2+______ACA-B -?(0
A{+2a)% 4 (a0 -39 9ﬂ<o

Ahora, la expresién entre paréniesis rectangular es positiva

‘ 2
ousndot A C — B> 0., En este caso, el otro factor A debe ser ne-
gativo, es deoir A<O.

Devolviendo la sustituoién, las condiciones suficientes para

P sea un méximo relativo son

2 2
6" = 8¢ m\2
5y2-(m;) 4
62
T o9
)

x




De la misma manera, para que'un punto sea un minimo relative
debe satisfacer las siguientes condiciones:
6 2 62 2 >

vy oAbl bz 4y
2

2
[
b 8° 2
F—;-o } ._—-—g- i >°
by xby

Resumen, Hemos deducido el siguiente proceso para determinar los -
méximos y minimos relativos de una funoién de 2 variables:
g =2 (x, )¢

(a) Be encuentran los puntos que satisfacen el sistem: de

ecuaciones mimulténeas:

= 0
\

Se encuentran los valores de las segundas derivedss

paroiales en los puntos obtenidos en el inoiso (a) ¢

2 2 2 2 \2
0% z “ ¢ 6" 2 6% &

1, B4 —5Lo 4 TH T 2° 0.7
b = X'y b ¥° KY

entonces el punio en ouestién es un méximo relativoe.

2 2 2 2 \*
5% n 6 o (6 ,)
2, Si—3>0 3§ o 0 = > 0,
6x2 4 612 6y2 5xdy .

entonces el punto en cuestién es un minimo relativo.
2

2
- ) < o, entonces el punto

52 5 [8
3. Si -;-;E . ;—;% -(&3'?
en cuestién no es néximo ni minimo relativo. En este
caso, el punto en cuestién es méximo en uns direccidn

y minimo en la otra. 2

2
Observacién: Si 9-2—% . gz——g- - (9__2-
b x o y dxby

no sirve para nuestros propbsitos porque no podemos asegurar que

) = 0, entonces la prueba

el punto en ouestién sea O No, un m&ximo o minimo relativo.

3 |

Jemplos Encontrar los méximos y minimos relativos det
Z = 12 + y3 - 12 y

Solucién:

d o

x wex

%—%-3y2-12

Encontremos los puntos de tangente horigontal en las direo-
olones fundamentales x y y ¢

2x = 0

3Y2 - 12 =0

3y2
y2

y + 2

Entonces, los puntos en el plano X - y que posiblemente
corresponden a maximos o minimos relativos sont

A(0,2) 3 B (0, -2

Hagamos ghora la prueba de las segundas derivadas parcialess




1

En el punto A (0, 2) y x=0 3 ¥*= 2. Sustituyendot

2 R . Donde x, = Cantid
& E‘E) “ 2 (6y) =0 =24>0 * R Srpialen sheavinsledy

P1 = Preoio del articulo "1

2> 0 Dot'ormina,r
las condiocion
decir, los es $ptimas para el monopol
precios de monopolio para obtener el -ixinop:ni.t‘, >
greso

neto
Entonoes, ‘A (0p 2) corresponde & un minimo relativo de E. :

| “Paya x =0 § ¥ =2y se tienes
luocién, El ingreso total I, es i
" gual a las centidades demandadas

st | r :
A8 12 A y’? L12y =0+ 8 . 24 = 16 por sus respectivos precios:

Entonces, P (05 2, -16) es un minimo relativos Iy = n P+ P
\

#n o1 punto B (0, -2) +x =01 ¥ " -2 | Ahora, el costo total de producoid
cion est
C = 311 + 512

Entonoes , el ingresoc neto I_ es:
n

8 g 2, 52%2.#(12) 0 =244 0
y2"515y w idll}

612 6

Entonoes; el,punto B (04 ~2) no corresponde a méximo © t %
= -
: n t

ninimo relativo.

. I =x P+
1,2 Problema de monopolio mfiltiple. Supongamos gque en un deter- kR 272 311 5:2 11 (91 » 3) + x> (Pa - 5)

minado mercado, 2 artioulos estén relacionados por SUS leyes de Bus tituyendos

demanda y son monopolizados por un solo monopolistd. Entonces 88

presenta el problema de determinar las cantidades que deben Pro- X = 80 - 2p1 - 5,
duoirse y lo® preoios que deben apliocarse & 1os articulos para

obtener el miximo ingreso rieto, Consideramos el siguiente 0aso K- o0 e 21’1 - 3p,

.Ipeoifioot (
= (B0 -
n : Pl Pa) (Pl 3) (1 P 3]’2) (Pa 5)

Problemaes Un monopolisia produoce 2 articulos A’l v Aa a costos Wt

n
medios constantes de maners que el costo total de produooién es8 - 80 - 2p. -

: it g ( Py = Bp) + (py = 3) (2) + (p, - 5) (-2)
dado pors C = 3x, + 5%ge fos artioulos estén relaoionados en ol 2

meroado por las® piguientes leyes de demandat = 80 - 2P; - Py - 2p; ¢+ 6 ~ 2p, + 10
x - B0 - 2 Pl - P2
| = - 4p, - 3p, + 96
12-100-21'1-3]?2

z.p_: = (P, - 3) (1) + (100-27; - 37)) + (P, = 5) (-3)




-..Pl+3+100-2P1-3P2-3P2+15

- 3P1 - 6P2 4+ 118 = 0

Puntos de tangente horigontal en las direcciones P,y Bt

-4 P1 “ 13 P2 + 96 =0
-3 Pl AR S P2 + 118 = 0

4P1+3P2=96
3P1 + 6 ’2 = 116

Multiplicendo la primera ecuscién por -2t

-8P1-6P2--192
3 Pl + 6 P2 = 118

e 5?1 Lol "14

g [ S
1 2

= 14.80
P1 14

Sustituyendo en la primera eouacibént

4 (14.80) + 3 Py = 96
3P, = 96 = 59.20 = 36.80

P. = 12.27 (aproximado & 2 deoimales)
2

Prueba de las segundas derivadas parociales?

2
b In

72" 4
P

Entonces:

2L oS 8 1 Iy nm et
6P12 5 p.2 - 5>

2\ oP; 8B,

Ademés s
82 I

5 ==~4<0
6?1

Entonocest Pl - 14,80 y P2 = 12,27, corresponden & un
méximo ingreso neto, |

T1e3 Méximos y minimos de funciones de varias variables sujetas
8 condiciones laterales.

- Consideremos una funcién de 2 variables gz = £ (x, y)
sujéta a la condicién lateral g (x, y) = 0. En este caso,
podemos considerar a y como una funcién implioita de x y por lo
tanto, g resulta ser una funoidn de x finicamente. Para deter-
minar los méximos y minimos relativos de 2, podemos despejar y
de la condicién lateral, cuando esto sea posible, y sustituirla
en £ (x, y) para obtener a 2z como una funcién de x y apliocar
los métodos estableoidos. Aun cuando no sea posible despejar y
de la oondicién lateral, el problema se puede resolver conside-
rando a g como una funcién de x Gnicamente y a y como una funcién
implfoita de x. Lagrange ideé un procedimiento para el problema
de determinar méximos y minimos de funciones de varias variables
sujetas a condiciones laterales. Este método se conoce como
método de los multiplicadores de lagrange, Antes de establscer
el método para el caso general, consideremos la funcidén de 2

variables sujetas a una condicién laterals




sef(ry) 1 8® =0

ar los posibles méximos y minimos relativos,

Las condiclones necesarias para méximos ©
de diferenciales son dadas pors

Para determin

nagamos ¥ = g (X ¥)e
minimos relativos en t&rminos

dus fgaxs fydy =0 ®

o ww=g (xy ¥ =0 Puesto que ¥
jal de y debe Ber oexro!

dy = g_ dx ¥ By dy = 0 (:)
x
d
Do las persjes (x y) que satisfagan 1a condioifn (:) y dee
1a condicién o lagrange

e satisfagan
introduoiendo el multiplicador

Adomds, es necessrio QU

debe mer cero pars todv X ¥ s el diferenc

Yen seleoccionarse las gu
redujo las dos condiclones a unas

B dy) = ©
Sustituyendos L dx fy dy - )\(gx ax + g

(£, - Ng,) &x* (fy->\sy) dy = 0

den tomal cualquier

diferenciales de X ¥y X Ppue
. én se satisfaga, ©8

xpresi
dy sean cero!

Ahora, 10
Entonces, parsa que 1a Gltima ®©

valoTe
e los coefioientes de éx ¥

necesario qu

fx-}\g,-o

£ - e, =0
Y ¥y |
ateral g (X y) = 0, se tiene un

do la condiocién 1
et 1téness ocon tres'ino6gnitan

gistena de tres scunciones gimu

2 7\51 <

@ . gy Ny n°

g (% y) =0

Ia solucién de este eistema nos proporciona los puntos
(xy ¥) que posiblemente correspondan a m&ximos o minimos rela-
tivos de g. De los puntos que satisfagan el sistema (:) ’

aquellos que cumplan las siguientes condiciones, merdn méximos
relativoss

dz 2 <0
dw-o

De la misma manera, serdn minimos relativos sis

d2§>o

d. ﬂ-o
|

La expresién de las oondiociones suficientes en términos
de derivadas parciales resultan oomplicadas y su verifiocacié
ocada vez més laboriose, a medida que aumenta el niimero de varia—
bles. .

Entoncesy, nos limitaremos a determinar los puntos donde el
plano tangente a la superficie z‘- i (x, y) sea paralelo al plano
X -y ¥y que satisfagen la condicién lateral g (x, y) = 0. (pun~
tos donde el planc tangente a la superfioie z = £ (x, y) es
horivental y ouya proyeccién en el plano x - y estd sobre la curva
g (x, y) = 0 ). En algunos casos, la naturalesza del problema
permite decidir si un punto que satisface las condiciones nece-
sarias establecidas por el sistema (:) es méximo o minimo.

Por ejemplo, considersmos el siguiente:

Problema., Encontrar el cilindro circular de miximo volumen que

puede obtenerse de una esfera de radio V3.

Solucién. De acuerdo con la figura T.l, el problema es el si-
guientes

Maximizar s V= % ©h

Sujeta a t r2 + h2/ 4 =3




Para aplicar el método de
2
Lagrange, hagamosi w m > 4 h / 4~3 = 0

Les condiciones neocesarias para

posibles méximos y minimos sont

<
8 &
EHr HEN

RS

2
2 -—P;— -

Sustituyendos

2 wph -Sr A0

R -1/2hA=0

@y Lglraciny
o+ ) h 3

Dividiendo entre 2 T la primera ecuaciéng

- A= 0

A= T

Sus+tituyendo 7\ = Th en la segunda eouacidnt

Sustituyendo en la tercera ecuacidi:

1,2,1,2
2h + hu3

(h = =2 no e considera por las condi-

ciones del problema).

Ahora:
2 3 20 3 :
r =2h m'—2~(4)u2

Ve,

Estos valores de r y h son los finicos que pueden corres~
ponder & un méximo V y por la naturaleza del problema, debe
haber un cilindro de méximo volumen inscorito en la esfera. En-
tonges, r=Y2 y h = 2 corresponden al cilindro de méximo
volumens:

¥=1nzh == (2) (2)

Ve 4 %

Observacifnt Este problema ha ilustrado el método de Lagrange
para el caso més simple de una funoién de 2 variables; sujetas a
ung ocondicidn lateral. Bl problema puede resolverse considerando

& ¢ oomo funoién de b de la siguiente maneras

Maximizar: v e ® rzh

Lo o
Bujeta a8 ¢ ¢+

De le condigidn

r2 = 3

- — =




Sustituyendo en la funcifn a maximigar:

P (3-%-112)

> AT
v 31&1-41&1

BEntonces, hemos reducido el problema a maximigar una fun=

0ién de una variable h ¢

av

——-37[-.

dh

By -
=2

dha

Para h = 2

2
R G LA

— N

d.h2

Entonces, h = 2 ocorresponde a un méximo V.

Generalizacién del método de lagrange. El problema de determinar

los posibles méximos ¥ minimos de una
4as a m oondiciones laterales, puede ser resuelto por el método de
onamiento que en el ocaso anterior.

funcién de n varisbles, suje-

Lagrange siguiendo el mismo raz
Consideremos el problema generals

Maximiger ¢ % = f (xl, Xpp eeees xn)
Sujeta at 61 (11, 12, sececey x,‘) =0

82 (xl, 12, --.._--,xn) = o

gy (Xys Xpy eoecce %) = ©

Solucién: los diferenciales de Zy 81y 8 » & deben s
2z 280 ? er

cero. Ligando estas condiciones con los multiplicadores de
Lagranget

dz - )\l dgl- Ag dgz- seves -)\m dgm-O

Sustituyendo loes diferenciales en términos de las deri

vada® parciales y simplificandot

b 5
1 €2
511 - %2'&% -ooo-o--—xm

m

bg 5
1 & |
512" %2 Fx;— Oooanolc-x

bg 5
2 €n
2 'S;;:— tcccovce = Am 'g}‘;;to

>

Agregando las m condiciones laterales para las variables,
8o tiene un sistema de n + m ecusciones con n + m_ inodgnitas

correspondientes a las n variables Xyy Xpy eeey L ¥ los m mul-

tiplicadores )\l’ )\2, eony }\m

Ejemplo: Encontrar las dimensiones de la caja reagtangular, sin
tapa, de méximo volumen que puede obtenerse de manera que su &rea

seoa ligual a 108 centimetros cuadrados,

Solupidn, De acuerdo con la figura, el problema es:

%}

7"

Maximizgars V= xy =

Sujeta as xy + 2xzb+ 2yz = ]




Hagamos: w = xy ' 2xz + 2yz - 108 = 0

Las condiciones necesarias para.pOﬂibles méximos y mini-
mos soni

5 V o' w 0

T o\ a%

xy + 2xz + 2y - 108 = 0
Ahorat |

bV 5 ¥ 6 Vv
TR Iy "

O w

B—;-y+25;%—;-x+215 %—2-21-&21

Sustituyendos
¥z - (};+2B)>\-0
xz - (x'+ 22) )\ =0
xy - (2x + 2y) )\ =0

xy + 2xz + 2yz = 108

Despejando en la primera ecuaciéns
N\ -
y + 2z
Sustituyendo en la segunda ecuaocibni

ey ||
xz—(x+25) y + 22

},ﬁ-o 2152 - x//z—-Zy 52 =0

Dividiendo entre 222 t (= ;( o)
X -ymo
CeX m ¥
Ahora, sustituyendo )\ en la tercer ecuacidéni
xy - (2x + 2y) o —L2s—w w0

y + 2z y’(—ZQ
2

xy -&/x/:/z‘-?}y/(-Zyzs- 0
Dividiendo entrs yzs (v # o)

X~ 28 =0

x = 2z

oy = 28
Sustituyendo x y y en la Giltima ecuaciéni
(2z) (22) + 2 (22) 3 + 2 (28) = = 108
452 + 4:2 + 422 = 108 |

1217.2 = 108

22-9

x =6

Ahora, por la naturaleza del problema, sabemos que debe

haber un méximo volumen para el Area dada. Entonces, x = 6 j

y=63 8= 3, corresponden al méximo volumen V = (6) (6) (3) = 108 omss>

7.4 Funcién general de demanda.

Supongamos que las cantidades demandadas en un mercado que

comprende los articulos Al’ Ay esesy A a los precios Py, Ppy «e+y

P, 80D X35 X5y eee Xyo En forma tabular tenemoss




Articulost

Precios 1

Cant.Dems

i
P Variebles. imw 1’ 2, eeveey N

i
Ademés, supongamos que las cantidades demandadas x, son

—

funciones de los precios Pi 8
11 - fl (Pl’ Pa, seey Pn)

12 - fz (Pl’ Pz, seo0y Pn)

IY\ - fn (Pl’ Pz, eony Pn)
Es decir, cada una de las leyes de demanda para loes dife-

rentes artioculos, es una funcién de B variables.

Consideremos un articulo cualquiera Ar y snalicemos su ley
de demandat

s00 8 P R NN} P)
xr wty (Pl, P2, P} b Tpd n

6X

T
La derivada parcial de X, con respecto a _P_x_'_ Kf;) mide la

rapides de cambio de la cantidad demandsda del articulo Ar al

tantes.
aumentar su precio Pr dejando los demés precios ocons

la elastiocidad parcial de Xr oon respecto a Pr es por de=

finiocién: b : X,
B ) =% TF,

b o

Esta elastioidad parcial mide el cambio de la cantidad de-
mandada proporcional al nivel de demanda oon respecto al cambio en

el preocio proporcional al nivel de precio considerado., Obsérvese

que la elasticidad parcial que estamos Bonsiderando corresponde
& la elasticidad de demandas por el artfculo Ar que habiamos
definido en la Ley simple de demanda X, = £ (P) puesto que al
derivar parcialmente con respecto a Pr’ las de:és variables
Permanecen constantes, > .

[+5_Elasticidades oruzadas; La derivacién parciasl con respecto
a otro precio que no sea ol del artfoulo Ar, nos proporcions lo

que se llama elasticidad cruzada de la ocantidad demandada por el

articulo fE con respecto al precio de otro articule P s
: PB bxr
EP (xr) 2 5P
8 T 8
Esta elasticidad mide el cambio de la cantidad dehandada
de Ar, proporcional al nivel de demanda con respecto a un cambio

en el precio de As proporoional al nivel de precio oonsiderado,

Las elasticidades orugadas son de espeoial importancia en
teorfia econémica porque son la base de la siguiente clasificacién

de los artfculos comprendidos por un mercados
Articulos que intervienen en un mercado

M Al’ AZ’ * o o 0y Ah

Clasgificacidn:

R gtig.ulgs sustitutes Sis Ep (Xr)>0 v Ep (Xs)>0
8 T

Entonces los artficulos Ar y As son sustitutos, porque
las 6ondiciones estableoidas indican que el cambio de la canti-
dad demandada (proporcional) de uno de los artioulos con respecto
al oambio proporcional del precio del otro es positivo. En otras
palabras, la cantidad demandada de uno de los artioulos aumenta
cuando se aumenta el precio del otro. Entonces el consumidor
sustituye un articulo por el otro segin los precios establecidos,
(Por ejemplo autom§viles nuevos y autombéviles usados son art. sustit,)




8X
De la ecua°i6n 1 s oy
[ P --3

2. Articulos complementarios. Si (x)<o ¥
EPS_ h EPr (XB) <~0 SustituyendOl
(ambos negativas), entonces los artficulos Ar y As son complemen— EP ( P
: X.) = =3P
tarios. De nuevo el nombre es ustificado porque las condiclones 1 1 N
J porq 1 = (Negativa para ocualquier nivel de 1la

jndican que el cambio en la cantidad demandada (proporoional) de 1 cantidad demandada xl)

uno de los artioculos con respeoto al cambio en el precio (propor= Artioulo A, EP (x.) > X,
olonal) del otro es negativo. Es decir, la cantidad demandada de . B i; 5 3;

uno de los articulos disminuye al aumentar el precio del otro.

. 5
de la ecuacié 2
BER TS

(Por e Jjemploy, café y aglicar en un mercado normal son oomplementarion).

3, Artfculos independientes. 51 Ep (Xr) =0 vy E (XB) = 0, Sustita
B r yendos

entonces los artfoculos: Ar ¥ As son independientes, La cantidad

2
o (%) =12 (negativa para todo nivel de X

demandada por uno de los articulos no cambia al aumentar el precio o 2).

del otro. En éste caso, la cantidad demendada por el articulo Ax Arttonlo™mum (x.) Py 5 X
. . _h_l =
no es funcidén del precio del articulo As al nivel oconsiderado ¥ EP3 3 X.3 ) ??

visceversa.

' ' de la ecuaocid X
Observacién: Llas condioiones eastablecidas pueden simplificarse & acidén 3 1 3-51 =tab

3
) x ) -

de X3)

las derivadas parciales que son las que determinan el signo de 128
elasticidades.

Ejemplos:s b) Elasticidades cruzedas

1, Supongamos que las leyes de demanda por 3 artioulos A1, Ay ¥ Artfoulo A P 5 X

X
Ep -2 1 P
1 X)) =5 575 5 g g b, |
A. son las siguientes: 2 1 P, 2 (xl) 5 z_fg

3 1

d -
«30-3P + 2 B, + 4 P3 : e la eocuacién 1 3
6x1 6 X

. === 2 n
2, x, = 50 + P, -58 3% 5T, ;3———1,3’ 4

I Xl

3. X3 = 100 + 2P1 -3 P - 6 P3 Sustituyendo:
2P
: 1 K ° 3 (K.Y e et
Encontrar las elasticidades parciales de demanda directas ¥ 2 1 EP3 1) xl ey

oruzadas. Ademas determinar 1a relacién entre 1os artioculos de ' >
. A 1 & P
acuerdo con la clasificacién establecida. _fffjffj_fg EP (Xz) gk P2 ’ EP o 11
. 1 2 1 3 2 k2
a) Elasticidades directasst

v de la ecuacién 2 3 g_fa -1y $ %

, f bpel &
, s WL 3 ' ' ’
Artfculo Ay ¢ F}pl (x1) X, 5 P, | P3

/




Sustituyendo?

Pl y

3
P. & X P 6 X

1 2
X ---3—}- E (X)--—-'g—}'p
Articulo A3 EPl ( 3) K3 Pl } 2, 3 X3

d X 6 X ,
De la ecuacién 3 3—5% -2 ¥ 5—§i = -3

2

Sustituyendos

2Ry I
EPI(X3)-—13‘>0 1| ) (X4)

¢) Relacién enire los articulos:
ue (x,) > 0 ¥
Los articulos Al v A2 son sustitutes porq EP2 1

o de ellos sumenta
E, (12):> 0, es decir, la cantidad demendada de

al aumentar el precio del otro.
i tutos porque (x,) >0

los artfoulos A, ¥ A3 son también sustitutos PpoTq EPl 3

y B, (%) > 0.
: i (x,) <0y
or
ios artficulos A2 y A3 aon complementarios PO EP2 3
i-
ﬁP (12) £ 0, es decir, la cantidad demandada de uno de ellos dism
:
3

nuye al aumentar el precio del otro.

1.6 Lla funcién de producoidén.

ticas &
Una de las aplicaciones jmportantes de las matemétiic

i ién ° Esta
teoria econdémica es ol anglisis de la funoién de producc

do una', ex-
ductives proporoionandt
funcién relaciona 108 factores Pro

ante
produooién es una herramienta notablemen

2

producoidn. La funcidn de

industria 6 del
" @til en el anélisis econdmico de una empresst, de una in

ingreso nacional de un pais.

En términos matemfticos, el problema es el siguiente, la
cantidad producida (de un artfoulo en una empresa, por e jemplo)

depende de las cantidades de los factores variables empleados,
seant

z = Cantidad producida del articule

X, = Cantidad del factor variable x,
empleado en la produccidén, i = 1, 2,

sanag Do

; Entonces la funoibén de produccidén es una expresién de la
formas

Z = f (xl’ xg, ;-., xn)

Se supone que las variables xi son continuamente divieibles
Y 2 es una funoidn continua en su dominio.

Condiciones "normsles® de la funcién de produccidn.

Para decidir que tipo de funcién ha de ajustarse a la pro-
duceién, es necesario establecer caracteristicas propias de la

funoibn de produccién que son resultado de observaciones empiricas
y deducoiones 1lbgicas:

Oonsideremos primeramente un sélo factor productivo variable.
En &ste caso la funcién de producoién tiene la formas

g = £ (x) z = Cantidad productida.

x = Cantidad del factor productivo

varisble empleado en la produccidn,

Le forma "normal® de la gréfica de la funcién es la siguiente 1
. 3 (Qizvra 1.3) .
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oide oon el origen de coordenadas O.
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B &8 un pun‘to de inflelen donde Oambia al 8e
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tido de poncavida

haocia abajos

de
nt ga B operar la Ley
4 2% .0, A partir de este punto empieg n
d .z "
s j.ent ir o8 nega
dimientos marginales de orecientes, es deolT 5
ren

d =z

N — —— ,

tive lo oual indice que el producto marginal de X, (? >
va = X

: has
es i disminuyendo de B haoia la dereché

Este es VA
fxi duoto medlo. &8
onde al méximo Pro
El punto C corresp

ha

& -L&L (s RIRGEICEL

i crecientes aun
erar la Ley de rendimientos medios de
empleza & OP

g\"

i te empleza ©N-
igble, La zona econdmicamente imporxrtan
ducotivo varis °

tonces, a partir del punto C.

El punto D es el maximo nivel de produccién que puede ob-
tenerse, a partir del cual la producoidn emp

ieza 8 disminuir al-
aumentar el factor pProductivo variable x,

jemplo. Supongamos que en una determinada zona agrfcola se ocul-
tiva malig

Y 86 analiza la produccidn variando Gnicamente la ocan—
tldad de horma hombre empleadas. Entonces se tienes

Tiorru,_equipo, eto.t  Constantes,

Olentos de hrs.- hombre por afio = x

no. de toneladas de maiz por afio = g

z = £ (x)

Consideremos ahora 2 factores productivos variables, En-
tonces la funcién de produccidn toma la formas

z2 = f (xy ¥)
#z = Cantidad producida

(x,y)= Cantidades de los factores productivos
variables,

En este caso resulta diffcil haocer objetivas las condiciones
"normales" de 1a funcién porque la grafica 'de la misma es una su-

Perfinia &n el espacio tri~dimensional. Sin embargo podemos estaw
blecer las caracterfsticas fundamentales que debe poseer la funoién

de produccién analizando las grificas de las secciones a la super-
ficie, paralelas a los planos principaless

a) Seociones verticales.

Cortes paralelos al plano z -~ x y al
Plano z - y. Estas secciones corresponden a mantener uno de los

factores productivos fijo (constante) ¥ su gréfica es por lo tanto

de las mismas caractrristiocas que la de la funcién de produccién
oon un s6lo factor variable, (€ igwra 7.4),




—

¥, T4

b) Becciones horizontaless Cortes paralelos al plano X = ¥e

Esta secoifn corresponde a considerar la cantidad producida =
como constante. Enionces los punios de la gréfica de una 8e0-
oién de este tipo oorresponden a las diferentes combinaciones
de los factores productivos que 8@ requieren para un nivel
constante de la cantidad producids ¥ = Cs Le forma " normal "

de la gréfica de esta secoién horizontal 1lanmade tembién ourva’

de nivel C es la siguiente?

WS _se=
15e
T - X

¥ro. 1S

La parte AB de las curva 8 la econdmicamente importentss
gente es vertical. A partir

El punto A ee un punto en que la tan
de 8ste punto al aumentar la cantidad del faotor produciive Xy
productivo ¥« El punto B es wn
1s derecha de B al sumentar X

disminuye la cantidad del faotor
punto de tangente horigontal. &

aumenta‘x,también lo oual es 16gicamente inconveniente desde el

punto de vista econdmico. Exactamente lo mismo sucede haola arriba

del punto 4, es deocir al aumentar J aumenta tembién X pare mantener

el nivel de produccidn oconatantes

5 in atema co 18tl(> 8 I]Il(l}_)‘ﬂ llt 88
= '

n dG amne. e ortan

2. Punto miximo en D, dz 0

2
x
z

dx

Decreciente a la derecha
de D3

_dz
42 <o

2
4. Céncava hacia abajo & ; 0
d x

b) Secoién horigontal : w = Constante

l. Deoreciente de A a B 4y <o

Punto oritico de tangente

vertical en A : =

Minimo 4y -
en B iz 0

2
4. Cbnoava haola srribas 9——%) 0
d x

E jor '-l A
d {_gt Una funcién de produccién de tipo "normal" que bha sido
utilizada en muchos casos con resultados més o menos

satisf i
es la de Cobb-Douglas: R

A 1 =of

gm a X"y

z = Cantidad producida

x, y = Faotores productivos variables,

a, X = Constantes, 0 < A<1




Verifiquemos las condiciones "normales" para e = 2/3 ¥

B.-60.

1. Seocién vertical (x = oonstante) sea x = 64 42 g
2 2
g = 60 (::)2/3 y1/3 = 60 (64)2/3 (Y)l/3 - d x x

1/3

> _0 para todo x, y positivos,

=960 (y)

Entonces la ourva es cénoava hacia arriba. Es decir se

g = 960 (N)l/3

%

satisfacen las condiciones "ormales" de la funcién de pro-

duocidén en la zona econdmicamente importante.

J.1 Sustituibilidad de los factores de produccidn

Para una funcidn de produceién en la que intervienen 2

factores productivos variables, una curva de nivel de producoién

oconstante corresponde a una relacidén entre los factores produce=

tivos variables de la formas

f(IQY)'O

oA La tasa marginal de sustituoién es un indicador de la

La ourva satisface las condiciones "normales" en la zona cantidad que debe aumentarse del factor y al disminuir x para

Es deocir, es oreciente ( %‘3‘ >0 ) vy mantener el nivel de producoién C.

0 ( i '1“ -~ l' L\ .
< <

d
odncava hacia abajo a2

Def, Tasa marginal de sustitucidn de YPOr X = I =

2, Secoién horizontal (z = constante) sea ) Considerando & y como una funcién implfcita de x en £ (x, y)

z = 1,200 67y 1/3 , = 0 ¥y aplicando derivados parciales:
1,200 = 60x / vy

1/3 . 20

Sea z=f (x, y) = o

12/3 J

Utiligando derivados

2/3 1/3
parciales para encontrar ?1% 1 S w= X Yy

Y es una funcién implicita de X.

ay 2/3 (x)_1/3 (:r)l/3

TTLA2RB 2
dx 3 x 5 /3

= Producto marginal de y.

&Y. _2X <o para X, y positivos
x

ax (pendiente de la tangente a la

Entonces, la curva es decreciente hacia la derecha. curva £ (x, y) = o).




fx

Entonces la tasa marginal de gustitucién resulta: T --?— .
y -

y en la zona econdémicamente importante, la

En el caso "normal"
4y
s < 0, Entonces

outva £ (x, y) = o es decreciente, & decir

I‘>0. \iﬁb

\
oz
|

— X

i
i
| | zona econdmicamente importante

Fecy 1.1

2 <
Ahora, la curva es obnoava hacia arriba, g——% > 0, es deoir,
x

%ﬁ es oreciente ﬁacia la derecha ¥y POT lo tanto x e8 decreciente,

o8 movemos hacia 1a derecha, cada VeZ hay que

es deoir, ouando n
jncrementos iguales de Xe

disminuir menos la cantidad de Yy para

n§aitos de andlisie de la sustituibilidad de los

Para pro
factores productivos, 1a tase marginal de sustitucibén es un indi..
sticidad de sustitucién

cador conveniente. Definiremos ahora la ¢la

de la siguiente manerai
a elasticidad

Dof. la elagticidad de gustitucién de y por X e8 1

Es deocirt

Ja/®) g 1n (/%)

T
01 S ;7; dr d ln-r

de % oon respecto a I

definicién abstractd, la elastioidad

1én de los factores

porcibén, oon

De acuerdo con estae
mbio en la pYOPOTC

cional &) nivel de dicha PTO
inal de sustitucién (r)
antener el nivel

de gustitucién mide el ca

productivos (y/x) propoT
a tasa marg

respecto a un cambio en 1
espondiente de ¢, para m

proporoional al nivel corr

A

dado de produ
coi
e ién C. En otras palabras, la elastioidad de sus
) un indicedor del cambi _
oy s io en la proporeidén de los f
) uotivos correspondientes a un aument &
marginal de sustitucién. oottt

Para
P dad:ai::l::r:l valor nimérico de la elaetiéidad de sus-
DA e tJa de valores para los factores productivos
Skl B ransformar la férmula establecida por la
parciales de gz = f (er {__‘como ung funoiém de x y y ¥ derivadas
(y/x) oy priae;o X5 ¥)e. Sustituyendo los diferenciales de
X ) Yy después r y sus derivad 3 3
obtiene la siguients férmulas as parciales, se

|
£xfy (xfx + y £y)

3 2
x? (- fxx £y° + 2fxy fx £y - £yy fx?)

B .
)\ funoi:: ::::1:22: imﬂloa que la slasticidad de sustitueidn es
e ol . d® X y y porgue si sé cambia x por y, la
T ' ?'s? altera. Entonces se pueds hablar simple

elasticided de sustitupidn cntre D y = pomgue. 1

elasticidad de susititucién de b por a es la m;;mgfl s sid
oldad de sustitucidém de a por b. = ﬂuﬁ.ma‘emasti~

la & a
p— egunda derivede de y oen respecto a X mide la curvatuma
L 8 0NV - ‘ ; - '
s % = constante. dAhora, ocaloulando la expresidn pana
) 1

ah i
3 i? » ‘8@ enouventra gue g-es un miltiplo pesitiwe de 2
' 2 2
| x/dx

i '] 2
Entonces, =i la curve @8 una reota,g—%g- = © y por le tante
e J X

{o~ = Q00 3 ©on esits Y
f Das B8 Ly 2 t
@as04 e dioce gue T Yy 20n -;pe,f-actos sus tihakes..

2
Ouando i =
= xz w , entonces (J= ® y 86 dice gue X ¥ y son ineapaves

ke Bustitbucidn,




Observacionest

1, Si g = £ (x, y) e una funoién lineal homogénea, entonces
aplicando las propiedades de las funoiones lineales homogéneas,

la elasticidad de sustitucidén se reduce ai

fxf
G Ls z f
Xy

2, Big=¢f (x, y) es una funcién de producoidén homogénea de
grado m, entonces la ‘tasa marginal de sust;tuoién es una funocidn

homogénea de grado cero.

Dem., Si g = £ (x, y) es homogénea de grado m, entonces fx ? fy

gson homogénea se grado m - 1 por la propiedad 2 'de las funociones
homogbneas, Es decir: £ = g (xy ¥) ¥ fy = h (x, y) son tales

quet
' M-l )
g (ox, oy) =0 € (x ¥
h (ox, oy) = =t (xy ¥)

£
X X -
Ahora, T = T I3 —_ﬁ—%;i—i%— (X, y)

g (ox, oy) e g Ao
h (cx, oY) A=l oy (x, y)

X
=3 L] F x
-‘g“%““_xg"h X, ¥ ( ) y)

Eé decir, la tasa marginal de sustitucién es homogénea de

Entonces: F (ox, oy) =

grado CeIroe

L.COD.D.

7.8 Demanda pPor factores de producoién. Consideremos la fun-—

oién de produccibén z= f (xl, xz), donde X,

= oantidad del factor

productivo X,

que se desea obiener un determinado nivel de produceidén %, de

para producir z unidades del artioculo A, Supongamos

manera que el costo sea minimo. El costo de la produccifn g es:

C
-x Pl + x, PZ’ donde Pi = Precio del factor productivo Xie -
Consaid
eremos que P1 y P2 varian al variar el nivel de prod-iccidn,
bero permanecen constantes pare un nivel de produccidn determinado
e Entonces, el problema es determinar las cantidades de los

:
actores productivos X, ¥ X, para producir una cantidad z_al
minimo costo posible C. Es deocir:

Minimi 0
zars xl Pl + 12 P2

queta a1 zo = f (xl’ x2)

Hagamos w = £ (xl, x,) - z,» Entonces las oondioiones
neoesarias para minimizar el costo .C son:

d o b
E.xl- a !

bw _f
) x, X3

Sustituyendo:

Pl" 7\1‘11.0

PZ - ;\fx -0
2

£ (x5 xy) -2, =0

Despe jando )\ en las 2 primeras ecuaciones e igualando 1
FEAS 08




resultados se obtienet

P
5 K
WL
T

i AR
1 4
A MM2

Invirtiendo ambos lados de la ecuaciéni

Este resultado establece que una ocondicién necesaria para
minimigar el costo es que los productos marginales sean propor-

cionales a los preoios correspondientes de los faotores produc—

tivoe.

£
x

i . =
Ahora, definiendot Pi = productividad marginal del fao

f;r productivo x,, 8@ obtiene 1a ley de productividad marginales
iguales para la minimizacidn del costo de producoién.

Ejeroiocio 24.

Temat .Méximos v minimos en funociones de variss variables,

1, Enoontrar los méximos ¥y minimos de las siguientes funcionesi

. 2
1.1 - g= x? + 2x + ¥

2 2
1,2 g=x -4x +2xy =Y

13 =2 44z -3 -6y + 4+ ab

Un monopolista produce 2 artioulos ‘1 ¥y 12. Seant

?1 = precio del artioulo Al

P, = preoio del artioulo Az

2
= cantidad producida de Al

X, = ocantidad producida de A2

C = Costo total de producoidn

Supongamos que los articulos estin relacionados

por las
siguientes funciones de demandas

X, = 300 - 2P, - 5P,

Supongamos ademfs que los costos medios de produccién son
constantes de manera que la funoién del costo total es de la
simple formas

C = 411 + 312

Determinar les condiciones Sptimas para el nonopoiinta,

(precios de monopolio y cantidades que debe producir pafn obtener
el méximo ingresc neto), ; ;

3. Enoontrar los posibles méximos y minimos de lae siguientes

funciones de varias variables sujetas a laa condiciones latera-
les indicadaas |

3.1 ses® Lisy 43y 32 se P -y + 25y .8

21‘.’"-6 ’_1-1

2

303 uezo + (y =29 (s1)° 2. 2

3.4 8= 0" +y
4x + y + 4z = 39
=y +2aD

4, Un fabricante desea producir cajas metflioas con iapa cua
drada y con una oapacidad de 50 litros, Determinar las dimen
siones de la caja que proporcionan minimo costo si el material
empleado ouesta un peso por decimetro cuadrado. (Un litro es
igual a wn decimetro ofibico),

Ejerciocio 25,

Temas Elasticidades parciales, elasticidades direotas ¥ oruszadas
» a




188,

1. BEncontrar las elasticidades parciales de u ocon respecto a X

¥y ¥ en las siguientes funoloness

1.1 A w1108 ¥

1.3 u=ln (2 =xy+ )

2. SBupongamos que las funoiones de demanda para 4 artioulos Al'

‘2 A3, A4, de un mercado son lam sigulentest
’

X, = 30 - 2p, + 3B, + 5P3 - 4P4
x, = 60 + 2P1 - 4P2 - 3P3 + 224
X, = 100 + 3P, - 2P, ~ 5Py + 3P,
x, = 150 - 8P, + 3P, # 5P, = 6P,

T, = Cantidad demandada por el artioculo Ai

P1 « Precio del artioulo Li

5oy Pi variables i =1; 2, 3, 4a

Encontrar las elasticidades parciales de demanda direotas ¥
orugadas. Ademas determinar la relaocién entre los artioulos de
gouerdo ocon la clasifioacién establecida. (Sustitutos, complemen-

tarios o independientes).

3. Supongamos queé las funoiones de demanda para 2 articulos Al y

A2 son las eiguientes!
-2 53
x) =30 P F
2 p =
=0T

X ¥ Pi representan 1o mismo que en el problema 1. Encontrar las

elasticidades parciales directas y crusadas poT derivacién logarit-

mica y determinar g4 los artioulos son sustitutos © complementarios.

- Bjeroioio 26,

1

Temas

Fungiones de producoién, Aplicacién de derivedas parciales.

1, la produccién de trigo en una sona agricola es dada por la si-
gulente ley:s -

8= 19,4 x5y 4:2 - 332
& = No, de bultos de trigo (de 35 deoimetros ofibicos),
~ X = Olentos de horas—hombre
Yy = No, de heothreas
Para y = 20, encontrar el producto medis y el producto mare

ginal con respecto a x y graficarlos sobre un mismo eistema de
ocoordenadas, (eje horizontal para la variable x)

Verificar que el producto medio es méxime ocuando r3 igual al
produoto marginal.

2, Haoer lo misme que en si ejercicio 1, para la siguiente funoién
de produccidn lineal homogénea para y = 100,

’-J’o__ (lzxy_sxa-“a)

X +y

3. la funcién de producoibn para un articulo-es la siguientet

B = A xfbyl"OL

g = No, de unidades producidas,
% = No, de unidades del primer factor productive variable

¥ = No, de unidades del ssgundo faotor productivo variable
Enoontrar las constantes A y o0 sis

s = 1500 para x = 10,0005 y = 100
g = 2120 para x =20,0003 y = 100

Graficar el producfo total g para y = 100




\

Encontrar el producto medio y marginal con respecto a X

para ¥y = 100 y graficarlos,

Verificar que el producto total g es igual a X por el pro-
duoto marginal con respecto a X mas y por el producto mar-

ginal con respeoto a y (Teorema de Euler).

4. Para la siguiente funocidn de produccién de Cobb-Douglas
(1ineal y homogénea)s
g = 100 X 1/ /

a) Demostrar que el preductic total es igual a X por el producto
marginal con respecto a X mas y por el producto marginal con
respecto a ¥ (Teorema de Euler para la funoién lineal homo-

gbnea) .

Demostrar que las8 secciones horizontales de la superficie
ocorrespondiente & la gréfice de la funoidn son deorecisntes

y obéncavas hacia arriba.
Verificar 8sto para @ = 1000 (constante).

Supongamos que la funcidén de produceién por un olerto

artfoule A es la siguientes

100 Vxy

cantidsd del factor productivo x empleada
caentidad del factor productivo ¥ empleada

g = cantidad producide del artioulo A

Si para el nivel de produccidén z = 1000, los precios ()

los factores productivos soni

Py =1 (precio del factor x)

Py = 4 (precio del faotor y)

a) Determinar las oantldadea de los factores productives X ¥y ¥

que deberfn emplearse para minimizar el oosto.
b) Comprobar gue la funoién de produccién es lineal homogénea
y verificar yue cuando el costo a8 minimo, el costo marginal es

igual al costo medio de los fectores productivos.

Ejercicio 27.

Temass

Tasa marginal de sustituoién y Eiastioidad de sustituoi6n~

1,
: Comprobar que las siguiontes funoiones de produceién son lineg-
e8 homogéneas., Caloular la +asa marginal de sustitucién y verifi

oar que es una funcién homogénea de grado cerc.

1,1 -
2 .vlsxy = 312 L& syz

2
1.2 g = -200xy - 10x° - 477

dx + 2y

2, Determinar el grado de homogeneidad de las siguientes funciones

[ ]
Caloular la tasa marginal de sustitucidn h 4 oomprobar que es una
funcidn homogénea de grado vero,

2.1 g = 40 %7 -'6x° = 5y2

2.2 g = 100 x/3 y2/3

2,3 o= 512

3. Enoontrar la tesa marginal de sustitucidén y la elasticidad de

sustitucién pars las siguientes funciones de produccidn lineales
homo :Aeugt '

3.1 Tlo-xy-xé..y?
3.2 200 /3 42/3
3.3 s00 x5 /5

2
$3.4 5 =28 = ny = 2

4, Bi la funcién de utilidad para dos bienes es u = ln (x + 10)2
(y + 15)3. Encontrar la tasa marginal de sustituocién y la elasti-
ocidad de sustitucién entre los bienes X y y para x = 10 3 y = 15,

5. Demostrar que para una funcién de produooi6n de la format

2= AX yﬂ s la elesticidad de sustituoién es 1gua1 & uno paras
cualquier valores de £V Xe




CALCULO INTEGRAL.

Integracién de fungiones de una variable, Hemos definido

el diferencial de una funcién de una variable de la sigulente

manersat

Bi y= £ (x) ¢
dy = £'(x) dx

Bl obloulo integral trata con el estudio de reglas J¥
nétodos para obtener una funoién determinada £ (x) ouando cono=
cemos su expresifn diferencial £%(x) dz, Bs decir, integrar es
el proceso inverso de diferenciar. De aouerdo oon 1a definioién
del diferencial de una funcidn de una variable, el problema de
"integrar una expresién difervencial puede oconsiderarse oomo }a
deterninacién de la anti-derivada de la funoién que estd mul ti-
plicada por 4 X en 1a expresidn diferencial,

A la funoién obtenida al integrer una expresifn diferen-

oial se le llama una integral de la expresidn diferencial y al

procese meguido pars obtener una integral se le

Utilisaremos la sigulente notacidns
o 3 (x) dx = F (x)

Se lee: Integral de £' (x) dx igusl & P (x).

Consideremos los siguientes o jemplos

1lama integracidn.

1 2
° f ex dg = - 4 porqu‘ _g'_x_ (xz) - Dy

2, f .I dx = o~ d '
¢ porque z- (%) = oF

3 -
e [2zdxw ¢ +15porque:—x-(za'+15)-2x

Ia integral de un
T8 & expresidn diferencial
Comparando los ejemplos 1 y 3 se deduce o Bt

misma que la integral de 1a

expr
roper > 91} esi&q Qiferenoial Puede ser igual a funciones
an por una constante ‘ o
porque la derivads de
, un
8 oero. Esto da lugar al siguientes v

'

tienen la misma expresién diferencial,
|

Demostracibns Seant
F(x) m¢ (x) + o
Cx) =2 (x) +d of 4

Entoncess
A F (x) = F!(x) dx = ¢£? (x) ax
d0(x) =0 (x)dx = £' (x) ax

Porque la derivada de una constante es ocero
e d P (x) md a (x)
L.0,D,D,

De acuerdo con este teorema, la integral de una expresié
diferencial debe sexr igual a la funcién que se obtiene al apli .
el proceso inverso de diferenciacién mfs una constante qu apliocar
ahora consideraremos como indefinida y por lo tanto a l: ini::ral

.la llamaremos integral indefinida.

Definiocién. La integral indefinida de una expresién diferencial

]
! (x) d4x s fgual a £ (x) + 0. B efnboloss [ £' (x) dx = £(z) + o




Entonces, la integral indefinida es una familia de :
funoiones que difieren por una constante. Oréficamente, la in-
tegral indefinida es una familia de ourvas paralelas que se
obtienen dando diferentes valores a la constanie g. lLas ourvas
son paralelas porque para oualquier valor de X en el dominio de
las funoiones que constituyen la familia, la derivada es la misma
y por lo tanto, las curvas tienen la misma pendiente,

Ejemplo, GOraficar la familia de curvas correspondientes a la-
" siguiente integralt

j‘Zx‘dx B x2 + 0

Hagamos y = x2 + o para tabular y graficart

x

Para o = 0

Para o = 4

2
4
Para o = 2 6
8
2

Para 0 =2

Més adelante se dimoutird 1s posibilidad de determinar la

constante de integracién al considerar las aplicaciones de la
integral indefinida.

8.2 Reglas de integracidn,

De mouerdo oon la definiocién de inte-
gral, podemos deduoir reglas de integraocidn direota, de

las ocorres
pondlentes reglas de derivaoidn:

Bglg 1. La integral de una suma de expresiones diferenciales

es igual a la suma de las integrales de las expresiones

diferen-
cialea,

[(26) +g'(x) ) ax = [ £'(x) ax 4/ gt (x) ax

=2 (x) +g(x) +o

Begla 2, le integral de una constante por una expresién dife-

renclal es igual a la constante por la integral de la expresién
diferencial, '

Jaz(x)dz= af2£'(x)dz=af (x) +o
Regla 3. La integral de ghi‘os x+o0
Jix = £ + o

Regla 4. la integral de una potencia de una funocién por el di- 4
ferencial de la funoién es igual a uno sobre el exponente més
uno multiplicado por la funcién elevada al exponente més uno,

més la oonstante de inmtegracifn, excepto ouando el exponente es
menos unos

! [f (x)]“ £'(x) dx = —47 [f (x)]n+1+o;n,(—1

Corolario. En particular ouando £ (x) = xs

/] faxe n 1 1 Rl yngfa




Regla 5« La integral de [f (x)] -l £'(x) dx es igual al loge-
ritmo natural de £ (x), més la constante de integracidn.

/ [f(xil g' (x) dx= [ f—;—é-’;‘l ax-ln:(x)+o

Con la ayuda de estas reglas, podemos integrar algunas
sxpresiones algebraicas. Consideremos los sigulentes ejemplost

) j‘lxﬁ dx = %-27 + o (por el corolario de la regla 4).

b) f‘fx—dx-f xl/zdx-ﬁé- 13/2-*0-%:3/24'0

‘ -
(por el corolario de la regla 4)

o) f 3P ax-3 0 tx=? $rodbro

(por la regla 2 y el corolario de la regla 4)

a) [ (213 - 5:? - 3x + 4) 4x -% ¥ %-x} -% x° +4x + 0

(por eplicacién sucesiva de las xeglas, 1, 2y 4
.y simplificando).

o) [ 1o/ ax= - 261/2 4 32 - B/?) ax
2/2 4 25240

endo después como en ol

x -
(desarrollando ¥ prooedi
ejemplo 4)
27 (a+x)1/2m-—f @ +.x2) /2 2x ax

n—-/}' (2+xz)3/ +0
--3'(2+x)3/ + 6
(Aplicando reglas 2y 4)

e/ ———"xi&x = f(x -I+1-——-—)dx
- %-x3 _'% xz +x-1n (x+1) 0

‘(dividiendo primero ¥ apliogndo despubs

reglas 4 ¥ 5)e

Integracidn de funciones eggonenoialés. Be las reglas de deri

vacidén de funoiones exponenciales, se deduocen las siguientes

reglas de integracién, Sean u=f (x) + a = oonstante:

Bogla 60 [ a¥ du =/ of®) 20 (z) ax

af(x)

o
In a *~u

Regla 1; [ o% du = i .f(x) £' (x) dx = .f(x) +o0

Ejemploss
2

a) f3xax.dx-~1‘- f3122 3
2 Idl-'— 1n3 + 0

|

(por las reglas 2 y 6).

}_°31+°

b) f"kdx'%' f0313dx.3

(por las reglas 2 y 7)

las reglas 1 a ] pueden ser demostradas direotamente de la
definioidn de integral y de las correspondientes reglas de deriva-
oifn. las siguientes 5 reglas se obtienen por medio de artificios
matoms‘loos oomo cambio de variables y sustituoién trigonométrica
que no serén disoutidos,

Seant ak oonstantes u = f (x)
Begla 8. [

Regla 2; Vi

Regla ;o; f




67 e R | S
(ﬁ)i

dx
J
12 -id

Aplicando la regla 8

conuswx j a=1l

X =1
x + T+l

dx
2 a1 2

+ 0

v [ ———25——j: . Aplicando 1a regla 10
2
V x k¥

conum=x § &=1¢

fﬁ:-m (x+ p12+1 )+o
x +1 .

Notg; Estas féraulas de integracién y muobas otras pueden
enocontrarae en 1os libroe de tablas natemfticas bajo

oi titulo de Tablesg de integrales.

M&todos de integrarién, flemos deducido, de la definicién de
una serie de f£6rmulas

ral de wna expresién -

integral y de las reglas de derivacidn,

de integracifn para encontrar la integra :
. diferencial directamente O mediante una transformacibn, de

souerdo oon las propledadea del integral, que permite apliocar

uns de -lae férmulas eatablecidas.

Consideremos ahora algunos métodos espeoisles de integracidn

que son de gran importancis en Céloulo Integrals

BEs un método de integracidén en
encial que Be Vva &

8 3 Integracifn por partes.
el que se oconsiders & 1a expresibn difer

1nto¢rnr, como un producto de una funoiﬁn de
dionto pox

diente,

la varisble indepen-

el diferencial da otra funcién de la variable indepen

Bn sinbolos, sl e) problema es [ £ (x) dx, entonoes e
/
g’(z) dx = ud v

/
/

donde u y y zon funci,énes de x,

supones

Abhora, el d}forenoinl del producto u v es el siguientes -
d (uv) ml‘[a% (u v)] dx (por definiocién)

d (uv) ~\(\u%—;- + v%—-&) dx

@ (uv)wp dv+vdu

Despejando u 4 wi
i

Integrandot fudveuv-Svdu

o sea _f f(z)dxmsuve [vdnu

= e e )

Esto nos proporcions uns ecuscién conocida eomo f8rmula de
integraoifn por partes. la ventaja de este método es que la inte-

graoifn, utilizendo sl ledo derecho depende de las 1ntcgrales‘do
4 ¥ para encontrar ¥ y de / v d u para el @ltimo término.' Estas.
intograles‘rosultan muy sencillas en muchoe casos en los que [

.ff (x) d x=fud ves diffeil o imposidle de obtener directamente.

Biemploss
1, Enconirar [ 2x e~ d X

congideremoet u = 2x d v = e d x

v'adu"zfix v-ox

t.ofax@IdIEZXQI_fch




-2x oF -2 e + 0

2, [ x(1+ x)14 dx
Beat u = x dv-(1+x)14dx

duedzx v= f% (1 + 1)15

.'.fx(1+x)14dx--ix-5- (1+:)15-f~%5(1+x)154x

‘.'f‘(l*x)uﬂ!"i% (1+x)15—7145- (1*1)16-&0'

De éatos ejemplos se deduoen inmediatamente las siguientes
reglas préoticas pars la integracién por partess

1. d y debe ser ficilmente integrable, pero si hay va-

rias posibilidades para esgoger d_y debe escogerse la oxprenibn’
més complicede, siempre que ses integrable directa.

2., La integracién por partes no siempre es un método ocon=
veniente, BEn general [ v 4 u puede ser conplicado y no debe 80-
guirse adelante cuando gate integral sea més complicado que el

integral del problema original.

3., 1la integracién por partes es especialmente Gitil para
integrar expresiones difaranoiales que contienen productos in-

" eluyendo funoiones logeriimloas y exponenciales,

8.4 Integracién por fracciones parciales.

Es un método para la integracidén de fracciones algebrai-
cas racionales, es decir, fracciones en las que pumerador y de-
nominador son polinomios racionales, P (x) = 8y * 8 X 4+ cone +
L :P. Consiste en separar la fraccidén en parte entera (ouande

ol numerador es de grado mayor que el grado del denonlnador) b 4
fracciones con denominadores lineales o cuadriaticos.
cién en una suma de fracciones es

una euma de

E 1 problema de separar una frac

el proceso inversc de sumar fracoiones, es decir, se trata de

encont
Tar las llamadas fracoiones parciales.

ducirlas & ung
sola fraocién
original, » el resultado sea la fracoién

tales que al re-

Record
emos los principios algebraiocos fundamentales para

la descom
posloidn de una fraccién en fraceciones parciales
o

1. Cual
¢ alquier polinomio con coeficientes reales Sieds

expresado (por le meno
8 tedri
factores lineales camenis) como un producto de

Bex

de la forma ax + b
la forma & x° + b x + o, ¥ factores ouadréticos de

2, 8
e 1 dos funciones polinomiales del mismo grado son

iguales
rara todos los velores que pueda tomar le variable,

ent
onoes los coefiocientes de las potencias iguales en anb
o8

polinomios son iguales,

En simbolos, =i + 2
’ &, tax + By X 4+ 400 * 8, 2 - bo +

box + b, 2 + .
1 2 cos +b X para todos los valores de x, entonces

(-
4 = bi bara todo 1 = 0, 1 2, sveg N,

i El método de descomposicibn de una fracoién en fraoc-
: ones parciasles; apoyando sn Sstos dos Principios fundamen-—
ales, distingue cuatro casos Que se refleren a la‘descompo-

8
ioién en factores del denominsdor de una fraccién racionel
Propia,

I, Faotorea lineales diferentes, A cada faotor lineal

d
iferente 2 _x + b que aparece una sola ves en la factorigzacién

del.denominador, corresponde una fraccién de la forma'——-*£—”-“
- ax+b
onde A es una constante que ve a ser determinada.

L i
IT. Factores linesles repetidos. A ocada faotor lineal

& X + b que aparece m veoes en la faotorimacién del denominador,

oprrospondo una sums de fracciones de la formas '




A A
1 2 Ah

+ 4+ cesssest donde
ax+h (az+b)2 ; (ax*b)n

Al’ Ayy oves A, son constantes que van a ser determinados.

11I. Faotores cuadréticos diferentes. A cada factor

ocuadrftico diferente ax? 4+ bx + 0 que aparece una sola ves en
la factorizacién del denominador, le corresponde una fracoién
de la formar '

Ax+3B

ax? + bx + 0

g donde A ¥y B son conatantes que van

a ser determinados.

1V, Factores ouadriticos repetidos. A cada factor

ouadrético a 2° + bx + 0 que aparece m Veces en la faotorigacién

del denominador, le ocorresponde una sums de fracoiones de la

formas

+3B
x 4+ Bl Az x +}B2 ‘h x .

+ + ....-...‘
2 n
axe + bx + © (ax2+bx+o)2  (ax + bx + 0)

Uonsideremos unos e jemplos para detallar el prooeso de

dencomposicién de una fracoién en fracclones parciales.

Probleme l. Desgomponexr en fracciones parciales la fracoibns

x + 4
13 + x? - 2x

En este problema, el numerador es de grado menor que el
donoﬁinador; es decir se trata de una fracoién propia. Primero

descomponemos el denominador en factorest

x + 4 x4+ 4 _x+4

c———
- ]

L P - 1(:2 +x=2) z (x=-1) (x+ 2)

los faotores del denominador son todos lineales ¥ dife-

rentes, Entonces corresponde al caso 1 ¥ suponemos la siguiente

descomposicién:

X+ 4 A
B
x(xe1) (x+2) g '8 1-+ -t

Reduciendo el 1
ado derecho a ung 8
ola fracoi
mismo denominador del lado imquierdo, gt et 2t

oh(x=1) (x+2) +B (x) (x+2) +0 (x) (x 1)
x(x-1) (z+2)

2
noh (2 +xo2) +B (22 +2x) +0 (£° - x)
x(x-1) (z+2)

2
-A1+AI~2A+Bx_2.‘.ZBx+°x2

z(x-1) (x+2)

- Ox

x + 4 x> (A+B +0) + x (A +28
' J : =0) - 24
X(x-1) (x+2) z(x=1) (x+2) P

Los numeradores deben ser iguasles para todo valor de x
puesto que las fracoiones deben ser algebraicamente equivalentes
[

001"‘4-(A+B+C)12+(A+ZB-O)!-2‘

; Aplicando el segundo principio fundamental, los coefi=
olentes de las potencias iguales en ambos lados son igualess

A+B+Cs=s0
A+2B =-Cuw ]}l
—2[&-4

de la Gltind ecuaciéng 4 = .2
Sustituyendo A = -~ 2 en las doe primeras ecuaciones)

-24+B+f=0
- 2 42B - ¢ |
-~ 4 +3B =1
=5
5/3
2-B=2-5/3=1/3




. x + 4 5 + 1
" Besf e 3 (x-1) 3 (z +2)

" Deede luego siempre.es posible comprobar los resultados

sumando las fracoiones para obtener la expresién original.

8 z?

o T e e ST AT
(ex-3)°
siguiendo el mismo proceso que en el problema 1, ahora observa-

mos que la factorizacién del denominador corresponde al caso II.

Problems 2. Descomponer en fracoiones paroiuio.

Entoncest
8x> TN B JEAENS

Gx-3)] |2xa3 /(-3 (2x - 3)°

A (2x = 3)2 +B (2x - 3) + 0
(2x - 3)°

b2 12 Ax + 9A+2Bx - 3B +0

(2x - 3)3

Igualando numeradorest
852 m 4 Ax? + (- 120+ 2B) x + 9A =3B + 0

44-8
-12A+28 =0
9A-3B+C=0

A=2
~24+2B=0 B s« + 12

18- 36 + 0 =0
Cm 18

18
8x° 1ok x 12 it

4+
3
(2x - 3)° 2x - 3 (2x ~ 3)° (2x - 3)

ner en fracciones parciales la fracciéni

13 - :2 + 1

12..1

Problema 3. Descompo

En este caso, el grado del numerador es mayor que el grade

del denominador, Entonces, primero hacemos la divisién para 80—

parar la parte enters ¥ el resultado es: :

Loxted

=X -l +
; 12 .

X

(x +1) (x - 1) x4+ 1

Ax ~ A +Bx + B
(x+1) (x-1)

Igualando numeradoress

xw (A+B) x-A+3B

K+Bwl

2B = ]
B-1/2

1
"- +B = 4 3

2
2 13 —21 i ML 3 - 1 3 1

x° -1 2 (x+1) g (x =1)

Aplicacién al Ciloulo Integral: Cuando una fracoién racional no
puede Integrarse directamente pero puede descomponerse en frao-
olones parciales, entonces se integra término a término la suma

de las fracciones parciales resultantes.

Eﬂemglo de

x + 4

{ 1} + 12 - 2x

dx

Esta integral no puede smer obtenida directamente, En el problems
1l de los ejemplos scbre descomposicién en fracciones parciales,
obtuvimoss




x
z} + X - 2x = 3 (x-1) 3 (x+0)

* + o _:_L‘.I__ ......5_92_.... .—3.-—-
N B R e, s

+

-l-ﬁlnx+-§-ln(x-1)+-}1n(z+2)+0

RIPTIN ¢ 3 1)3/3 (z + 2)i/3 +0
2

x

Eaemplo 20
r 13 - x4 1 ok

x? -2x +1
Bn ente onso se trata de una fracoién impropia porgue el
grade del numerador es mayor que el del denominadors HEfeotuande
la divisidén obtenemonss

E'I+L--x+2+—-—2'£-—l““"

12_.2:.‘.1 12..214-1

Ahora, descomponiendo ex fracciones parciales la parte

fracoionariat

Ax = A+ B

2 2
Lo2x+l xe1 (x = 1) (2 = 1)

e 2x - 1mAx +B - A

A=2

Be Awlm=?2-~ 1=1

Entotices?

Sustituyendo:

-x + 2+ 2 2 1 __ 5

Abors, integrando término & términe:

13 w~ X 4+ ]
2

3 ’
fE.._:__I_,L_l__ fxd1+ fad-l'*f&""x'*f(x-l)-al.‘:

1l 2
=5 X + 2x 4+ 2ln (x..l)-a-x—%-i- + 0

8+5 La oonstants de integracién. Hemos visto que la integral

indefinida es una familis de funoiones que difieren por una coNE-
tante. GOeométricdemente, ls integral indefinida es una familia de
ourves paralelas determinadas por los diferentes valores de la :
constante de integracién, IEntonces, la constante de integracién
puede ser determinadas ouando se conooe el valor de la 1ntogrsl
para un valor dado de la variable independients. En términos
geométricoe, ls consiante de determina cusndo se tiene un punte

por donde pasa la curva de la integral.

Ejemploss

1, Bacontrar F (x) = [ (4x - 5) dx =i el valor del integral para
x=wles F (x)=35,

Bolugibn ¢ F (x) = [ (4% = 5) dx = 22> - 52 + C
Ahora P (z) = 5 ouando x = 1 4
Entoncess 5 =2 - 5 + €
C=8
Sustituyendos

F(x) = 2:° . 5z + 8

2, Bnoontrar la ecuaoifn de la ourva que pasa por el punto P (0,2)
x .,
y ouyas pendiente en cualguiér punto es dada port ¢ 2X,




208,

Solucifn: La pendiente de la curva es igual a la primera deri-

vada de la funcién con respecto a X. Es decir:

d x

Despejando d y@
dy= (e* - 2x) dx

Integrandot
D

Ahore, la curva pass PoT el punto P (0, 2). Entonces y = 2

cuando x = 0, Sustituyendo estos valores para enconirar Ot
26 -0+C
2-1+G
o.o. C'l

Sustituyendos

oseat dve= 9,841,
Integrandos

Jéve [ 9,84t

7-9.81;4-01

Ahora, si el ouerpo parte del reposo, entonces la velooidad
veg

ouando el tiemps ¢ = o,

determinar la constante 0,8

Sustituyendo estos valores para

O=0 + 01

Entonoces:

ve= 9,8 %

3 i 223 it s

Hemos encontrado una relacién gue nos permite determinar

para cualquier valor de %, la velocidad del mévil que parte del

Toposo y &6 mueve en cafda libre con una aceleracidén de g = 9.8 .
x 2
y=8 - X\ %1

8. 2
8.
Ahora’ la velocid&d. mide Ql Ombio d’l ”p‘oio reoorrido con

8, aplicaciones de la integral indefinidas Las splicaciones

del ofloule integral son comunes en Fisica. Consideremos una de
sus splicaciones & la cinemAtioca que es la parte dq la Fiesioca
que estudia el movimiento de los cuerpos sin tomar en cuenta la®
causas que lo producen, ni la naturaleza miesma de los ouerpoS.
SupongamoB que 8@ desea obtener las leyes del movimiento doizz
ouerpo en cafda libre. El cuerpo esté sujeto a la acoleracd N
de la gravedad que ©8 igual a 9.8 metros por segundo al cuadrado;
(redondeada a un deoimal) .

Ahora, la aceleracién mide el cambio de la veloocidad con
’

respecto al tiempo. Entonces, se tlene:

d v
ﬁ- 9.8

reppeocto al tiempo y se define como lp derivada del espacio reco-

rride con respecto 2l tiempo, Entonoess

2 -908t

oseat d S = 9,8+t 4 %

Integrandos

faS=[98tdt

- .8 2
5 —25—— P C2

8= 4.9 2 + C;

Ahora, puesto que el cuerpo parte del reposo, el espacio

recorrido S = 0 cuando % = 0., Sustituyendo estos valores para

.determinar 02 3

0-0‘*02

C2 = 0




Entoncest
S = 4.9 ta

Esta relacién nos proporciona ol espacio recorrido por
el mévil para cualquier valor del tiempo 1.

Ejemplos Se deja caer una pledra en un pozo que tiene 44.10 metros
de profundidad. Encontrar el tiempo que tarde en llegar al fondo
del pozo y la velocided de la piedra al llegar al fondo, suponiendo
que la aceleraocidn de la gravedad e g = 9,8 Mte.

59802

Soluoidn: Hemos enocontrado que el espacio recorrido por un mévil

en estas ocondiciones es dado port

8w 4.9 2
Entonces, para 5 = 44,10 :

4.9 t2 = 44:10
Ve s Crgandeflc i
t - s anihats

v % = 3 segundos.

Entonces, la piedra tards 3 segundos en llegar al fondo.
Abora, la velocidad en cualquier instante es dada pors
V= 9.8t

Sustituyendo ¥ = 3 para encontrar la velocidad de llegada al

fondos
v (9.8) (3)

v = 29.4 Mts/
S

e

I
Aplicsoién a economfs. Si el ingreso total _t es dado por una
funoién continua de la oantidad demsndeda X, podemos enconirar
el ingreso marginal ¥y la ley de demanda correspondiente, de la

siguiente maneral

Sea It - F (x)3

Ingreso marginal 3 I
2 ng

I
Iey de demanda: D= e 2 - w
X x

Abora, si se tiene el ingreso marginal Img como una fun. :
¢ién de la cantidad demandada X, entonces podemos determinar el

ingreso total por integracién de la siguiente maneras

Sea Im8 = f (x)
d It

Ahora I =
ng d x

Entonces: 4 I, = Img dx = £ (x) dax

Integrandot
It" ff(x)dx

It = F (x) +C

Para determinar C, supongamos que el ingreso total es cero,
ouando la cantidad demondada es cero: (Condiciones normales).
.’.0-1"(0)'#0

C=-F (0)
Sustituyendo:

I, =F (x) = F (0)

Bt e e e

Ejemplo ¢ Encontfrar el ingreso total y la ley de demanda si el
ingreso marginal es dado pors Img = 10 - 2x, GCraficar en el
mismo sistema de referencia; el ingreso total, el ingreso
marginal y la ley de demanda. |

Sql@iGn: I, =/ Img dx = [ (10 -~ 2x) dx

2
It w J0Ox ~x" +GC

Ahora, It = 0 ouando x = O, Entoncess

0=0+C
C =9

Sustituyendos

It-J.Ox-xz




Ley de demanda. El precio es igual al ingreso medio, es deoir

t

x
i 10 X o 12

Entoncesnt P =

Pm

Peld-x

Gr&ficas El ingreso marginal y la ley de demanda son funciones
lineales de x. Entonces, para graficarlas es puficiente encon-

trar sus intersecoiones con los ejest

I
ng

B 0
Imd P 1

El ingreso total es una parébola abierta hacia abajo que
en ol méximo de It’ es

pasa por el origen y tiene mu vériioce
Esto oourre ouando

decir cuando el ingreso marginal es oero.

1-5.

2
Pare x = 5 5 I, = 10 (5) - (5)° = 50 - 25 = 25

(F1q0ve 8. 2) .

Fia. 8.2

Observaocién., De la misma manera se puede determinar el costo
total y el costo medio cuando se tiene el costo marginal como
una funoibén de la cantidad producida. En general, con la ayuda
del cfloulo se pueden determinar conceptos totales y medios a

. partir del concepto marginal.

Ejercicio 28,

Temas Integral indefinida. Aplicacién de reglas para integra-
0ién directa. '

-1,. Determinar las integrales indefinidas siguientess

dx

1.1 [ o dx 1.2 f ;5




1.3 f _2325_
\E3

1.5 [ 3x° ax

) 1% S dx
Y 2x

1.9 [ (6x° - 3x +2) ax

2
2
1.11 f{h --1-2') dx

1,33 Ji (3xF 4)? ax

1.15 [ (x3+2>2 2% ax

2
G0 o
.11 [ 2 - 2)?

1,19 [} 1-3x ax
)1/3

2
1.21 f(l-x x dx

4 x
185 7 "%

Ejercicio 29.

Tomas Férmulas para integracién d

l. Encontrar las integrales sigui

11 [ —EE—
2" -~ 1

1.4 [ /4 ax

1.6 f3—%5
x
3
1,82 Y 3xax

1.1of(4x3-312+2x-1)u

1002 (x-=lx) /2 ax

2
-2
1.14 [ x3+21 ax

waef (Ho2)” D

(2 + 2

x

12—5X+.4_dx

1.28 [ -

1,30 f (= = 1)? ax

irecta.

entest

1.2 f —Eax

x

2.

dos por diferenciacidng

3.

x+ 1

f dx

e2x + 1

105 f 021 dx

1.7 [ 3** ax 72l gg

1.9 [ o (1/2)x =
ﬁ—dx

la1 f—2—2% of at
Vx ’

d x
L%
e

1,13 f 25 Fax 1.4 [ (2% + 23%) ax

Enoontrar los siguientes integrales y verificar los resulta-

3
2.1 [ 32 ¢* ax 2.2 [ &&

ex dx _12
2.3 ./'———--—Il 2,4 [2x ¢ dx
O -

J i
‘LL\JU" :

2
2.5 [ (o%%) ax O

21?
2.6 [ 2xle - 1) ax
Determinar las integrales sigulentes:

dx
3.1 [
12 -9

3.3 [ 2%
2

(2x + 2)dx

Vx +2x + 3




Ejercicio 30.

103 f (21 o 4) dx
Temat Integraocién por partes. i (it} 3) 1.4 [

dx

12 -3x + 2

1.6 [ ={X=8) dx
R

Y - 2x

1. Enocontrar las sigulentes integra}es por el método de inte- 1;5 r (12 S a

gracién por partest | (x - 1)2 (x + 2)

1.1 [ 0 X dx 2.2 [ 2x1n xdx

: e
19 fd+x 1) ax ‘ -
13 fx3ax 1.4 [ x e dx B+ 32° + S 1.8 [ __iiffif"

\ 15 [ (x+1) Inxdx 1.6 [1n (x+1T) &x .
%o = f”LIE‘”dx 100 f{2x+6) dx
1.7 [ x" @ dx 1.8 [ 5 In x dx x~1)2 ~ p -
- X
x O dx -
A2 f i oy ] B s - el (x - 1) 4 x

- 2
: 7 1.12 (x* w3x+4) d x
]/I_:_x__, 4 ‘ (x +1) (=® + 5z = 6) ‘ f(x-z) (2° - 4z + 4)

2, Determinar las sigulentes integrales y verificar los resul- . : '
' 2. Integrar, descomponiendo en parte entera ¥ fraociones i
tados por diferenciacibns _ Youd 8 PArciae

2 . |
2.1 T L= # x) AF 2.2 [ (x+ .x)2 dx 2.1 j'Kz} 28 +0)a

X - 6x ¢
6x° dx 2.y flzr2lex 9

2

\ - ’
W £ PR : - 2.3 f_(12+x..8)ax 2.4 f_(x2+5)dx

X +X-12 (x+5)2

2.2 f 20 4 x

xa - 10x + 21

2,3 [

2.6 fh(l"’!)u 2.5f (134'232—3)(11 2¢6f (12_32-_.'.51‘11
(x +1) (x -2)° S a4

1% X

b Elercicio. 32,
2,10 f—inzl &=

3 [—2———-—‘!
‘2.9./'1 1/1: + 1 ax .
I?ma: Constante de integracién, Aplicaciones,

1,. Encontrar la funoién y = £ (x) utilizando los datos que se

Ejeroicio 31.
Proporocionans

Temat Integracién por fracoiones paroialeg

1., Integrar por desoomposicién en fracciones parcialesi

dx
(2x + 1) dx ¥ 1.2 Ax=3) dx
X £ .
X -




CAPITUIO 9

INTEGRAL DEFINIDA,

2. Enoontrar la oouaci6n de la ourva queé pasa por el punto in-

dicado y oon pendiente en cualquier punto igual & n como B8 '
indicas (COraficar los primneros tres). 2.1 _Ares bajo una ourva. El concepto d
e epto de integral defini
da

oltﬂ.relaci
onado con el &rea bajo una curva. Supon
. gamos que

2,1 P (0, 2) w1l -
2,2 P (1,6) = w5 V : x : :z; ::n::: funoién continua en el intervalo de x = a
23! T (0, 10) - 3x - 2 la ourva de f ideremos el problema de determinar el &rea ent3
2.4 P (3 1) -x° -4 axwmhb (x) y o1 ejo de las x en el intervalo d J
y 8 decir, el &rea limitada por la ourva, el :3: ; “l
’ e las

' X ¥y las oxd
j., Hallar la souncifn de la familia de ourvas Ouya pendiente enadas £ (a) y £ (b) como se indica en'la figura 9.1
A Jedo

en oualquier punto es la siguiente? (Graficar los primeros tres). 3

301 = X
3.2 - 2

3.3 =X =2
3.4 - X? - X%

3.5 - o +3

4., BSi el ingreso marginal es Img = 6 = Xy encontrar la funoién

del ingreso total ¥ deducix la funoién de demandas //C;;:

__=6_ _ 4100, encontrar : 4
(x + 2) e

1 ingreso total ¥ deduoir la funcibn de demandas

5, Si el ingreso marginal e8 I e
°

la funcidn de
Fia. 9.1

\ 6. Un autombvil Be acelera uniformemenie & razén de 5 meiros por

Supon
P L FaMos que el & -
™ Y gegundo al cuvadrado. 51 el automévil parte del repos rea en cuestién se mide a partir de la

ordenada en X = a
= a y designemos
la ley del movimiento. Al e i por A (x) el &rea limitada por
» x, £ (a) y la ordenada en el punto de abscisa

Oy encontrar

o ¥ ( ) =
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valor depende del valor de x, Ahora, si aplicamos a X un inore-
mento Ax, entonces el rea A (x) se incrementa una cantidad

Ab (x) que corresponde al &rea de la figura P QR S, (Figura 9.5).

Consideremos los rectangules P QNSyPQRMN, Sw dreas

Arves de P QN 8= £ (x) 8x
AreadePQBM-f(x+Ax)Az

Ahora, el Area correspondiente al inoremento 8A (x) es el

grea de la figura PQES y es mayor © jgual que el &rea de PQNS ¥y
menor o igual que el &rea de PQRM, En simbolost

¢ (x) ax £ 24 (3) &£ (x +bx) Bx
Puesto que AX >0y podemos dividir entre Ax sin alterax
ol sentido de las desigualdades pars obteners

pi(x) < SAE ¢ 2 (x+00)

Apliocando 14mites cusndo AXx tiende & ceros

1 £ (x) & 1m9-7“-*——£-’-‘l- £ 1im £ (x +83)

AX 4+ © AX. = © Ax «» 0

Lot ¢ A L e

Eﬁton Q_&.LEL
cesn? - £ (x)

H
emos encontrade que A (x) e8 una funcidn cuya derivada e
8

f (x) y por lo tanto A (x) es una integral de £ (x) 4 x
A(x) = [ (x)ax.

De acuerdo con lé defini
cién de inte
. gral ind
enoontrado quet efinida, hemos

J £ (x)dx=F (x) +C donde F (x) es la anti-derivad
de £ (x), es decirs F' (x) = £ (x). 5

Entonces: A (x) = F (x) + C

Ahora, ouando X = a, el valor de A (x) es cero. Sustitu-

Yendo estos valores paras enconirar la coastante Ci
A(a) =F (a) # C

.'.F'(a.)+C-O

Ce-F (a)

Sustituyendo la conatante C en la expr-sién para A (x):
A(x) =F (x) =F (a)
Ahora, nuestro objetivo es caloular el érea de X = a a

x = b, Entonces, sustituyendo x = b en la ultina expresidén

obtenemoss
Aw=F (b) = F (a)

Definamos ahora el concepto de integral definida:

9,2 Ta integral definida. Ia integral definida de 2 a b de

una expresién diferencial es igual a la diferencia del valor de

la integral para x = b menos el valor de la integral para X = a,




Representaremos a la integral definida por el siguiente -
afimbolos

b
Integral definida de s =& Db de f (x) ax=/f £ (x)ax
&

b y & reociben el nombre de limites superior e inferior respeo-

4ivane 1ts de la integral definida.

Observaciént 81 [ £ (x) ¢ x = F (x) + C, entonoes:

b

8

f: ? (x) d x= (F (x) + c) l

-F(b)+¢~F(a)-¢
= F (b) ~F (2)

Entonces, la constante de integraocién desaparece en la
integral definide povque los 1imites 2 y b determinan un valor

especifioo para la integral, Por esta razdn se le llama inte-

gral definidsa.
Ejemple 1. Eaconirar lns integrales definidas siguientess
1
I a-x
o 4x
3o 2
Solucifns fl 4x 4 x = 2x

0

fl 41(}1“2-»0"_3__
o

r—

Ejemplg 2

rt (> - 3x +5) ax

& - -:!.: 3 ”i » e 4
Solucifns f4 (12 -3 +5)dx~gx 5 X 5 5
2

2 1 a3y 3 (22
-%(43)-%(4‘)+5(4)—-§'(2)—2(2)+5(2)
8
,%_244‘20_(3..6+1o)

6 8 _
.-3-4-..4..3 4

. Boluoibnr [T (6¥ +1) 4 x = (6 4 x) Il

- 25 L 32
e e o

Ejemplo 3.

It (wX+1)ax
[+

4 °

we+1« (e +0)
= ¢ +1~1

L)

9¢3 la integral definida como una suma. Hemoe relacionado la
integral definjda de @ a b de una funcidén continua f (x)

con el frea limitada por la curva de f (x), el eje de las x

¥ 1las ordenadas £ (a) y £ (b). Veamos ahora como se puede

expresar el Area mencionada como el limite de una suma de Areas

de reoténgvlos diferenciales, cuando el nfimero de reoténgulos
tiende a infinito,.

Sea [a, h] un intervalo sobre el eje de las x oon & < b
y sea f (x) una funcidén continua en el intervalo.

Defs Una particién Pn del intervalo [9, b] es ung secuencia de
nlimeros Xys Xys Xy eescecesy X tal ques

a8 = xo< x-l< 12< ...........(In = b

De acuerdo com la definicién, una partioién Pn divide
al intervalo [y, iﬁ en n sub-intervalos como indica la figura
9.3

4

v g 2’...

Cada sub-intervalo determina geoméiricamente un segmento




del eje x, El intervalo No. 1 determina el segmento X, - X, 1;
Deéiglomon por ry, un punto en el segmento X, =X 99 ©8 deoir,
r, o8 tal quos xi—l< rig X, Ahora, consideremos la siguiente

suma, llamada suma de Riemanns

n
11_11 (x, - x, ;) £ (zy) = (x; - %) £ (r) + (x5 = x,) £ (x)) +

vodeoadbrnd ($ xalr, ) 2 ()

£ (ri) corresponde @ la ordenada de la ourva de £ (x) para
X =Ty Entonces, ocada sumando corresponde al érea de un reo-

téngulo de base X, - Xy 4 ¥ altura f (ri) 3

Suma_superior. En la suma de Riemann que acabamoa de definir,
hagamos T, = 8, donde 8, corresponde al méximo valor de la fun-

oién en el intervalo i, es deoir f (x) £t (si) para todo X en-

tre 1 ¥y Xy

A la suma obienida, la llamaremos swuperior de la fun-

oiba » (x) correspondiente a la particidn Pn’ y seré designada

por el siguiente simbolol

n
o) B! CREE AR ES CR R x) £ (87) # (x5 - X))

£ (8y) + sessneeseee ¥ (x, = %) T (9;1)

En la figura 9.4; el érea anchurada corresponde a la suma

superior de £ (x) correspondiente a la particién Pyq indicada.

|

RO

%
%
%
%

00

B

2 Ky Ay Xg Xy . x, T,

Fra. 9.4

Suma_inferior. Es la que se obiiene de la Suma de Riemann, sus-

tituyendo r; = t,, donde i correnponde al minimo valor f (ti) de

1a funcién continua f (x) en el intervalo i. Para la suma inferior
de la funcién f (x) correspondiente a la particién Pn’ utiligaremos

‘el siguiente simbolos




: Ejemplos Enoogtrar la s sumas superior e inferior de la fun-
n 1 3 3
WS(E) = B (x -z )t () = (5 - %) £ (3) 4 (5 - x) L o 1 ) 3 LA e arpeiyatiol Sy 1 byt
1=l 1, 1.8, 2) del intervalo [0, 2] .
f (tz) + sescsacsse + (ﬂl - n_l) f (tn) _80_ ll_uo___i6n.

a) Suma inferiors Puesto que la funcidén es orecients en

BEn la figura 9.5, el frea anchurada corresponde a la suma todo el intervalo [ 0, ?] s los valores minimos de los sub-inter-
inferior de f (x) correspondiente a la particiém P,, indiocada. : valos determinados por la partiocién soni t, =04 %, =0.5

ts -1 t4 = 1.8 s+ Entonces:
s () = (1~ 5) £ (0) + (% = x;) £ (0.5) + (x; - x;) £ (1)

F(x) *(xy-x) ¢ (1.8)

Ahora, sustituyendo x =0 ; x; = 0.5 j X, = 1 xy = 1.8 3

14 w 2, se tiene:
0 (B) = (0.5) (2) + (0.5) (2.25) + (0.8) (3) # (0.2) (5.20)
=1 + 1;125 + 2;4 + 1.048

oy (P)) = 5.513

A e

b) Suma superiors Por ser f (x) oreciente, los valores

méximos de los sub-intervalos determinados por la particién sons

91-0.5;52-1’83-1.8;54-2

Ahora, sustituyendo en la férmula para la suma superiors

o (7,) = (x - x) £ (0.5) + (- x) £ (1) + (my =) £ (o)

(x = %) £ () = (0u5) (2.25) + (0.5) (3) + (0.8) (5.24) +.

i : 4.2
(0.2) (6) = 1.125 + 1.5 + {83 + 1.2

s* (1’4) @ g{zﬁ!;

———————————————————
g




228,

Relecién entre la sums inferior y la suma superior. Comparando

las gr&fioas que ilusiran las sumas superior e inferior, se de-
duce que la suma inferior es menor © igual que la suma superi;r
para una particién dads de una funoibén continue £ (x) en un in-
tervalo [n, ﬁ]. Este resultado es clerto para oualquier partioién
sobre el intervalo, de amcuerdo con el sigulente teoremas

Teoremg. Si £ (x) es una funoién continus sobre el intervalo
[ﬁ, tﬂ ¥y Pn es una partiocidén oualquiera sobre el intervalo,
entonces la suma inferior ee menor © igual que la suma superior
de £ (x) correspondiente a P .

Demostracifni Seans P = & = Xy X3y Xy secey X, g0 Xy
epscaancep & = b

£ (ti) = Ménime valor de £ (x) en el sub-intervale i

£ (Bi) = Maximo valor de £ (x) en el sub-intervaloe i

Entonoes; para oualguier gub-intervalo de la partioién Pn’

se tienel

£ (8) & £(x) & ¢ (s,)

st (%) &£ (sy)
Ahora, xi;-l { X5 pare todo i. Entonces X, = X; 4 > 0.

Multiplicendo por (xi - X 1) 1a desigualdad anterior, se tienet

(xi = xi-—l) £ (ti) 4 (xi E xi-l) b4 (81)
Sumando, desde i = 1 hasta 1 = n ¢

: V B ) £ (sy)
£ (xg =% ) f (¢) & © (2, = %43 i

ie1l Lowm 1

Ahoxra los lados igguierdo ¥ dereocho de esta desigualdad

corresponden a las sumas inferior ¥y superior respeotivamente.

Entonoest

s () &8 ()

L.C.D.D.

229.

: n
Comlario * Si B = z

o (x1 o xi—l) £ (ri) es una suma general de

Riemann, entonces: m, (Pn) L 8 & 8*(P) i
= = n

Observacién, La igualdad entre las sumas inferior y superior y la

suma general de Riemann, se satisface ouando f (x) = C, es deoir,

cuando la curva de £ (x) es una reota horigontal. En este 0aso,

oualquier suma de Riemann, incluyendo las sumas inferior y superior,
son iguales al &rea anchurada que se indica en la figura 9.6.

‘\\x)

7

x. zzv' & R e i cx"..

81 £ (x) es la funcién oonstante f (x) = C, entonces la
gréfica de £ (x) es una reota paralela al eje x y el Area entre

la ourva y el eje X en un intervalo [a, ﬁ] s 8 igual a cualquier

suma de Riemann. Es deoirs
n , »
A -i E : (xi - xi_l)_f (ri)




Relacidn entre la suma de Riemann y la integral definida. Conai-

dersmog shora una funcién continua f (x) cuya grifioa es cualquier
ourva., Sea Fn una particién ‘cualquiera de f (x) sobre el intervalo
[a, b] . Si sumentamos un elemento a la particidn Pn’ entonces la
suma inferior aumenta o sigue igual y la suma superior disminuye ©
sigue igual por la siguiente rawént

Sea Pn o a = xo, zl, 12, sovsy xi-ly xiy T xn‘} .

Supongamos que 88 agrega un elemento X & Pn en sl intervalo

41 para obtensr la partioidns

Pn+l = a4 = Io, Il, 12,..'0.’ xi_l’ x’ Ii, ecesy In} °
La sume inferior de f (x) correspondiente a P es, poT de—-

finicidns -

8, (Pn) -1 L - (xi A xi-l) £ (ti) dondes

£ (ti) = Minimo valor de £ (x) en el intervalo i.

Ahora, los sumandos de B, (Pn+l) coinciden con los de B*(Pn)
excepto el itérmino (1i - Ii-l) f (ti) de B, (Pn) que corresponde &

dos sumandos en 8, (Pn+l)' Seat

£ (-) = Minimo velor de £ (x) en el sub-intervalo [Fi 17 x:]

£ (t) = Minimo valor de f (x) en el sub-intervalo[ Xy X,

Puesto que f (ti) es el minimo valor de f (x) en el inter-

valo i, entonces:

P(e) L2 @5t ) &2

Ahoras

(i-xil)f(ti)-(_"x— f(ti)*(xi-;)f(ti)

En
tonces, el término de s, (P ns1) COTTespondiente al inter
valo i es igual a la siguients suma:

(T ) £(0F) ¢ (e -F) 2 (%)

Ahora, el término 1 de s, (P ) puede descomponerse de la
siguiente maneras

(xi - ‘1-1)L £ (t) =(x- %, 4) 2 (ti) b (xi -x) ¢ (%)

Ademfs, f (ti) es ol minimo de £ (x) en el intervalo i.
Entoncess

£(t) L 2(8), £ (t,) _gf(:)

(F-20) £ (4) £ (F -2 £(D

(g, =%) £(t) £z -T) 2 (%)

Sumandos (x; - x, ) £ (4;) = ( X - x, q) £ (%) + S(xi -

£(8) & Gom ) e @)+ (g -T)e (),

Entonoes, la suma inferior de f (x) correspondiente a P_ es
meor o igual que la suma inferior correspondiente a P +1° Es deoirxs
o (B) <oy (2 ,.)

Por ragonamiento semejante, se deduce gues

SN

Repitiendo el proceso que scabamos de desoribir, cada vei
que aumentemos un elemento a la particién, la suma inferior tiends
a aumentar y la suma superior tiende a disminuir. 8i el nfmero de
elementos de la particién se aumenta tendiendo a infinito, enton.
ces las sumas superior e inferior y en general, cualquier suma de
Riemann, tienden al mismo valor, que es precisamente la integral
definida de a a b de f (x) d x. Este resultado es el lteorema




fundamental del célculo integral que gseri establecido sin demoB-
traoi6no

Teoremas La integral definida de a a b de una funoién continua
£ (x), e igual al 14mite de cualquier suma de Riemann correspon-
diente a una partiocibn P cuando el nfinero de elementos de la par
ti0ién tiends a infinito. BEn simbolos:

_L f (x) d x --n imms (P ) -n 11; 1_:{ (x < xi_l) £ (ri)

Le expresién de la integral definida como una suma es de
fundamental importancia para facilitar el entendimiento de las

aplioaciones del céleulo integral como 86 veréd ensegulda.

§ 4 Propiedades de ls integral definida. Supongamos que f (z)
es una funcidén continua en el intervalo E., ﬂ ocon a&<b . Sea
F (x) tal quo P (x) = £ (x). Bntonoces, por definiciéni

orx)ax=F () -F(a)

Las propiedades fundamentales de. la integral definida son
las siguientes:

Propiedad 1. 81 los 2 limites del intervalo son iguales, entonces

el valor de la integral definida es cero.

Den. f“f(x)dx-F(a)-F(.)-o
a 1.C.D.D.

Propiedad 2. §4 se intercambian los 1imites de la integral defi-

nida, su valor cambia de 81gno.
Dem, f" £ (x)dax=F (b) - F (a)
. ee(F(a)=F ()

iy b B R
b

L.,C.D.D.

Propledad 3. 5i ¢ es tal que a<o <b, entoncest

fof(x dx+f f(x)dx-f f (x) d x

Dem, f f(x)dx+f f(x)dx-F/(/-F(l)"F(b)
/

~Ff8) = T (b) ~F (a)

- fbf(x)dx
s

L.C.D.D,

9.5 _Area entre el ejse x y la curva de £ (x). Para relecionar la
integral definida con el &rsa entre el eje X y la curva de £ (x),

hemos considerado qus f (x) es una funoién continus que toma valo-
res positivos para todo x en el intervalo E, ﬂ o Cuando este

es 8] caso, resulid que el Area limitada por la curva y el eje X

en el intervale E, __ﬁ] o3 igual & la integral definida de g a ®
de £ (x). iRk

Supongeamos abora que £ (x) es una funoifn contfinua en el
intervalo E, :—E] que toma velores nsgativos para todo x en el
intexrvalo, os decir, la curva de £ (x) estd bajo el eje de las X
en 8l intervalo considerado. In eate caso, la integral definida
deaabd de ¢ (x) es negativa porque cada uno de los términos de
la suma de Riemgnn tiene la forma (.'zi - xi-l) £ (ri), donde (xi-

i-l) siempre es positivo mientras que f (r ) es negative para tedo
ry en el intervale E :]

Entonces, la integral definida de g a b es igual al drea
entre ol aje x y la curve de f (x), ouando la ourva ssté sobre
ol eje x en el imtervalo. Si la curva de f (x) esté bajo el eje
X en el intervalo, entonces la integral definida es igual a menos
el &rea entre la curve y el eje x. De acuerdo oon ésto, para
determinar ol &rea entre la curva de f (x) y el eje x, cuando la
ourva corta el eje X en el intervalo E., }a s ©8 necesario deter-
minar los valores de X para los ouales la curva corta el sje X

y dividir el intervalo en sub-intervalos que contengan como limites,




los puntos donde la curva corta el eje x, es deocir, los puntos
donde £ (x) = 0. La figura 9.6 ilustra las &reas que resul tan
positivas y n ativas de la integral definida.

£

.

! %

Fiea. 9.8

La ourva estd totalmente sobre el eje x.

E ntonoces el &rea
busoada serd:

Mgclo
Lig. 9.0 A-{f f(x)dznf2(13;3x+3)dx

De acuerdo con esta figura, para caloular el &rea entre o

0
2 -
lg ~.vve y el eje X en el intervalo E, E] y desocomponemos el (4 4 -3 + 3x)

' 0
intervelo en los sub-intervalos: E.l, xﬂ 3 [xl, 1.2] ;Ez, b] .

316 -2 4) +3 (2 -0
Entonces, el &rea anchurada es igual al

Ao Bt @z R t@Ax- [0 Tz 4afsfod
a 11 12

B il = 2,
-13-31+3enelintervalodex-0a.x-2. Iaenelintorvalodox a x

Solucifn. Tabulemos £ (x) en el intervalo para graficar la ourvat
\ £ (x) en el intervalo de X = o
Soluoién, Orafiquemos la ocurva de

lx-lnzu




Otras aplicaciones de 1a integral definida. El teorema fundamental
del ofloulo integral que relaciona la integral definida con una -

Suma de Riemann permite calcular Areas entre curvas planas, selec-

clonando los recténgulos convenientemente para formar la suma de
. Rlemann correspondiente al £rea en ouestién ¥ caloulando su valor

Por medio de la integral definida. Tanbidn se aplica la integral

definida y su interpretacidn como suna, al caloulo de &reas de

llllll‘

superficies y yolﬁmenes en el espacioc asi como al ocidlculo de la
longitud de un arco de ourva, etoétera.

11J11L1

Las aplicaciones a la Fisica también son variadas e intere-

santes, pero no serén tratadas agqui para considerar aléunas apli-
caciones a Egonomia,

9.9

En este caso, la ourva corta el eje X en x = 0, Entonces 2.6 Integrales impropios. En la definicién del conoeptb de
oaloulamos las &reas bajo y sobre el eje x por separados integral definida de & & b de £ (x), hemos exigido que £ (x) sea

f° xJ una funcidén contfnua en el intervalo [}, E] ¥y que el intervalo
s b el Sl S Al il 2 i sea finito., Si alguna de estas condicidénes no se cumple, entonces

1.4 0 : la integral rscibe el nombre de integral impropia. Con la ayuda
Lll--~4-x

de 1limites, las integrales impropias se definen en algunos casos
= de manera que puedan ser interpretadas como integrales definidas.

A = -.% ©) - (- %) (16) Consideremos los siguientes casoss:

A, = 4 : Cazn_ i, Funoién discontinua en un nimero finito de puntos del

= intervalo [é, ﬁ] . Supongamos que £ (x) es discontinua para x = a
Aberes porque £ (a) = oo, En este caso se define la integral impropia
Area sobre el eje.x = = 52 £ dz ' como el limite de la integral definida de s a b de £ (x) ouando

2 24 = 8 tiende a & , siempre y cuando el limite exista. En gimboloss
9% 3
4

. Bif(a)-oo;fbf(x)dx- lim fbf(x)dx
2

1 8 —>a @&
: %- Py - ¥ 1 sién no
84 el 1limite indicado no existe, entonces la expre

A A2 = 4 tiene sentido.

1
: d x (x) =
Entonces, el &rea buscada es: A=A +4, Ejemplo, Encontrar {5 —L X . En este caso, £ (x)

Vyx=1 _ yx -1
-4-0-4-__8_ ;

y£ (1) = —%— = 00. Entoncess




L

- JENSTLT . W e 2 .;1-1/2(!.
N o I N

= lim 2 (I - l)l/ﬂ :

8 -1

= m |2 (2) = 2(--1)1/ﬂ

B =l

- 4
=
La gréfica de £ (x) = aparece en la figura
9,10 y la integral impropia e oaloulada corresponde

al &rea anchuradas

Fia. Ale

Ahora, si £ (x) es discontinus en £ = b con f (b) = oo,

la integral impropis se define de maners semejantes

b ;

Sif(b)-m;ff(x)dx- lim ftf(z)dxouandool
& t<+d a

limite exista,

Si la funoién es infinita en un nfimero finito de puntos
en el intervalo Ez., Iﬂ s ©8 deoir, si £ (°1) = opara i = 1, 2,

ssoss Ny donde a < oy < 02< vI000.6 onib, entonces la integral

impropia de 2 a b es igual a la suma de las siguientes integrales
impropias cuando todas estas existans

fbf(x)dx- 1 £ (x) ax+ [ £(x) dx4 eees +/% 2 (x) 4 x.
i * b | °n

Cgso 2. Intervalo de integracién infinito. Si wno de los extremos
del intervalo de integracién es infinito, digamos b = c0; entonces
la in'egral impropia se define de la siguiente manera cuando oli
limite existas :

/Pt (x)dx=1in /P2 (x)dx
a ' D am a :

Cuando el limite existe, la integral impropia se llama
convergente por su relacién con lms zeries oconvergentes que eatu-

diaremos en el préximo capfitulo. Si el lfmite no existe, enton-
oces se dice que la integral no existe y se le llama divergente.

De la misma manera se definen los siguientes integrales im-
propios cuando los limites indicados existans

o /> s(x)ax= 1 /P¢ () ax
=00 a =0 a ,

2, /[ 2{x)dz= lim fht(x)dx
w 00 bso  a ;

8 >0

Ejemplo 1, Encontrar [
: AL

Solucidn: [f© ;d__; =
1 X v B




Entonces, la integral es convergente. La figura 9,11
ilustra el Area correspondiente a esta integral impropia:

((xﬁ

9.1 felecidn entre el ingreso marginal y el ingreso me@io. El )
eso medio
ingreso total I, es, por definioidn, el producto del ingres

total puede
I.a» Por la cantided demandada x. Entonoces, el ingreso P

datorminaiae de la gréfica del ingreso medio, por el &rea del rec-
téngulo que se forma con la abeoisa corrgspondiente al nivel de
demanda oonsiderado y la ordenada correspondiente en la gréfica del
ingreso medio, que es la ourva de demanda., Ahora, en el capitule
anterior vimos que el iqgreso total era igual a la integral del
ingreso marginal ouando este es una funcién ocontinua de la cantidad
Entonces, el ingreso total para un nivel de demanda dado

demandada.
. 1 ingreso marginal,
x es igual a la integral definida de cero a X de g

2  xdex=0 . ax=xX,
o Bea ol Erea entre la ourva de Img y el eje x ’

Utilizando estos resultados, y graficando en el mismo sistema de
referencia, el ingreso medio Y el ingreso marginal, se obtiene uﬁa
relacién geométrioca entre los ingresos medio y marginal. De la
misma maners pueden relacionarse los diferentes pares de conceptos
medio y marginal que se utilizan en teoria econémioa, como el ocosto

medio y el costo marginal’que se relacionan a través del costo total.

Ejemplo, Supongamos que la ley de demanda para un oierto articulo

en determinado mercade es dada por: P= __éQQ__ - 10,
x + 10

las ourvas de los ingresos medio y marginal en el mismo sistema de
referencia y determinar el ingreso total gréficamente de las ourveas
de los ingresos medio y marginal, para x = 10,

Craficar

Solugién, E1 ingreso medio es igual al precio'g.‘ Entonocess

I - S00
md x 4+ 10

600 x
+ x+10 T 10°x

- 10,

Ahora: I

Derivando It con respecto a X para encontrar el ingreso mar—
81!1&1 Imgo
. cp 6000

- 290
e (= + 10)

Ahora, tabulgndo los ingresos medioc ¥y marginal para diferentes
valores de la cantidad demandada, Se obtiene la figura 9.12.

10 50

20 0
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N

1

AR
%

Foae. Dl

Entonces, el ingreso total cuando la cantidad demandada

x = 10 es igual at .
a) el érea del recténgulo anchurado a 45 obtenida de la
curva del ingreso medio = 10 x 20 = 200
b) el Area entre la ourva del ingreso marginal y el eje X

de x =0 a x = 10, anchurada verticalmente en la fi-
e -

10 [ 6ooo ___ _ j0| dx = 200

flo I 85" £ (x + 10)2

m
0 g
leyes de crecimiento pueden ser

i 10 Las
9,8 lLeyes de crecimien o tanbticans

e basan en datos estadisticos,

empiricas, cuando 8

do se deducen de ¢ ‘
. An estudiadas en estedistica y a
Pera ilusirar

ondiciones matemiticas especificas. Las

hora discuti-

eves empiricas ser
a1 a8 importentes en economia.

es matemétioc = .
el as leyes de crecimiento seran roeferid

as al

p ’

orecimiento de otras variables econémicas.

Laso_l. - Interés simple. Supongauos que un capital C aumenta wn:

cantidad constante cpda afio, es desir, produce un interés simple -

anual de r porciento, 81 el capital inieial es Co Y el aumento fijo

anual es r Co, entoncass

Capital de 1 afio = Co + x C capital despuds de 2 afios = ¢+ 2r0
o o °

81 1lamamos t al tiempo transourrido, entoncez C

apital despuds de
laflosnwC «aC +tr¢,
t 0 o

Entonces la ley de oreciniento de un capital a intersds simple

anual es una progresién aritmétics cuya diferencia comfin ea r C 3
()

Caso 2., intersds compuesto anualmente. Supongamos qQue un capital
produce un interés de X porcienito compuesto anualmente, es decir,
el interés obtenido al final de vn afio se acurula al capital de
banera que al afic siguiente el interds se aplica sobre el capital
ecumulado. En este caso, & diferencis del anterior, el oapital
aumenta cada afio 'una cantidad varisble que depende del tamafio del
cepltal scumulado. ILlamaremos al interés compuesto anualmente

Z la tasa efeciiva de interda. Si el capital inicial es Co se
tiene la miguiente sucesién de capitales acumuladoss

Capital inicial = Co

Capital despubs de un afio = C1 = Co + r Co

'-'G° (1+7)

Capital despuds de 2 afios = Cy (T #x) ¥ Cy (1 + 1)

=C (1 + r)2

91 le llamamos t - ' tiempo transcurride, intuitivamente se
deduce quet
= %
Capital después de % afios = Ct o Co (1 + )

Puesto que % toma valores enteros, se tiene una férmula que
se demuestra en Algebra por el primer principio de inducocidén matemé-
tica,.

Entonces, la ley de oreoimiento Ct'- C° (1 + r)lc correspon..




diente a una tasa efeotiva I, (interés compuesto) es una progresidén
geométirioa ouya ramdn es (2 + %),

Ejemploe Un capital de $ 9,600 produce un interés ocompuesto anual

de 8%, dentro de cuintos aflos se triplicard el capital?

Respuesta. Se tienen los siguientes datos:

Capital inicial 3 C0 = 9,600
tasa efectiva de interés 3 r = .08

le pregunta es: oudéndo sera Ct -3 Co 7
c, = C, Ny,
G, = 9,600 ; . C, = 28,800
28,800 = 9,606 (1.08)"
(1.08)"% = 3

Aplicando logaritmoss

4+ log 1.08 = log 3

: Yo cs s sl TOLAIRN o, A oo g
V% TTon. T.08 | 0,0334 33 T 4

Aproximadamente dentro de 14 eafios se triplicard el capitals

Caso 3. Interés compuesto n veces pPoT afioc. Supongamos que 8e desea
aplicar una tasa efectiva T a determinado capital Co’ peTo aplicando
el interés y acunulando n veces durante el afio, Si dividimes la
tosa efectiva r entre X, obtenemos una tasa de interés que al apli=
carla n veces durante el afio nos dard un coapital mayor que si apli-
camos‘Ia tasn efectiva X wna sola vez al final del afio. Esto puide
demostrarse comparando loe capitales acumulados al fingl de un anc

en los dos casoBi

a) Capital acumulado al final del afio, aplicando la tasa

efectiva T una gola vez?

ct-co(1+r) @

$
b) Cepital acunulado al final del afio, aplicando una tasa de

®
¢

C, = ¢ ¢ L )0
= ° W n ) (:)
Ahora,

lo que se ase
gura es que el result <:>
s e @ » En simbolos: e 8 mayor

G, (1 +x/n )n5>'Co (1 + 1)
Dividiendo ent
Te C, no se alt
dad porque co > 04 (5] ora el sentido de la desigual-

o'. (1'*;?)“)1_'_1.

Desarrollando por 1a ley del binomio

desigualdads el lado izquierdo de la

14+n (—;l) +i'2(_%m_]i(i:)2 T sie o »(;z;- )n>l +'r

¢o 14T + (suma de términos positivos) > 1 +7

oo Suma de términos positivos > 0

LOC.D.D. :

la tas
. a de interés compuesto r al final del alio, €8 necesario de
inir la tasa nominal de interds 8 de manera ques

n
l+r-<1+§.>
Abora, despejando i

8§ »n [I} + ,..-)1/n _jé]

sr ojemplo, si se desmea aplicar una tasa efectiva r = 21%

a determinad '
3 ado capital Co’ acumulando intereses 2 veces por afio,
erionces la tasa nominel seri:

s =2 [(1+,22)4/2_7

=2 (1.1 -1) =0,20 = 20%




Ea decir deberi splicarse una tasa del 10% 2 veoces por afio,
8i i $10,000, el capital acumulado al final de 4 afios merds

a) aplicando la tasa efectiva r = 21% al final de cada afios
t
C,\~ S (1 + 1)

Sustituyendos C_ = $10,000 3 r=0,21 § t= 4

¢, = 10,000 (1 + 0.21)% = $21,435,89 (aproximado
a 2 decimales.

b) aplicando la tasa nominal 8 = 20% correspondiente a la
tasa efectiva de 21% aplicando intereses dos veces por afio
2 )nt

c -co(1+-5

t

Suc tituyendo C_ = $10,000 3 8 = 0,20 § n=2 5 t =4

C, = 10,000 (1 + 0.10)8 = $21,435.89 aproximado a

————————

2 deoimales.

9,9 La fusrza de interés., Supongamos que se desea aplicar el

inter8s continuamente al capital Co de manera gue el capital
soumilado al final del afio sea igual al capital acumulado que
resulta al aplicar la tasa efeotiva ¥ une sola vez al final del
aiiv, WSatonces, debemos c¢onaiderar una tas8a nominal correspon—
diente a la apliomoién de los intereses un nfmero infinito de
veces durante el afio. Para esto definiremos la fuerza de
interés u de manera que:

1 4+ r= lim (1+'§')n

n s ®
Ahora, el limite del lado derecho de la eouscién es igual
a e porques

u
1im (1 #+ 3 )* = Lim |:(1 +-‘$ )n/u] = e porque, DOT
n = 0 : | n < 00

definicibni e = lim
n »o@

(1+3 /e

"-tonoces: 1l +r = o o sea u=In (1+ r), y el capital

sounulado después de 1t afios correspondiente a una tasa efectiva Iy

pPero apl:
plicando los intereses continuamente, serds

C. = eu'l:
% = donde la fuerza de interés u = 1n (1 +r)

————

Hemo“ e

de interés compuesto anuvalmente r.

Derivan
do Ct con respecto a 1, encontramos que la razén de

aumento de Ct @8 proporscional g Ct :
d Ct

d t (co S
ut

ut) o

Sus tituyendo C,=C_ o
o
d C,
- u Ct
d t

dhora, =i una cantidad aumenta a una razén proporcional o mi

misma, entonces podemos demosirar que la ley de orecimiento es una

T
unoién exponencial. Sea: x la cantidad que aumenta de manera que:

d x
dt kX

Dividiendo la eocuszcidn entre X y multiplicando por 4 %.

d X
gk kdt

Integrando ambos lados:
P
f =S S
Inx=k t+C
Para determinar C, supongamos X = X, cuando t = O, Entonces:
in r = C
Sustituyendo: In x = k t + 1n x

° x
aa]nx—-lnxo“kt ;ln—x:-kt




Aplicando anti-logaritwos:
b4 k %
= @
x
o
. ki
o9 X = X @&
°

9,10 Modelo de Domar sobre la deuda piblica. Supongamos que

el ingreso naoional de un pais asumenin a una velocldad constante (ve\l«d\ va)

¥y que la deuda pGblioca aumenta una fraccidén constante del ingreso

nacional, Pare analisar el comportamiento de lg deuda phblica a

través del tiempo, oconsideremos la siguiente notacibns

= Ingreso paoional 2l principio de un perfodo determinado,

o
Ingreso naolonal después de 1 afios,
Deuda pliblics inicial.

Deuda pfiblica, despuds de 1 eafios.

Fracolén del ingreso naoional correspondienie a deuda

piblioca.
r = Velooidad de aumento relative del ingreso nacional,
El ingreso nacional despuds de 1 afios es dado port
Yb = Yo ° ™

Entonces, la deuda piblioca después de i afios seras

t
Y, d ¢
Dt D+ foaL %

%
D +ft,(Y° Fd 4
° 0

%
re

i *]
Do +o<‘[o[ > @

HY
) rt 1)
= ® -
Dt D°+ 2 (

o)

Para oomparar el valor de la deuda piblica acumulada des-

pubs de t afios, con el 'ngreso naocional después de % afios, consi-

deremos la ragén entre J, ¥ Ty

Sustituyendos ¥, = Y
t o

o i 0‘7/0 (5" - 1)

ert < /1/° ,rt

Ahora, ocuando t tiende a infinito:

D

/' D
1im ._.Yt.. 1im Ot +0L 1im (1..@
oL

t >0

= Q 4 e
x

<A

P S——

X

Es deoir, el voclente de la deuda pliblica entre el ingreso
naoional, cuando t tiende a infinito, depende del valor de la
fraccién del ingreso nacional que aumenta la deuda pfiblica y de la
velocidad de aumento del ingreso nacional .

Ejercicio 33.
Temas Integral definida. In-terpretacién geométrioa,
1. Encontrar el valor de las siguientes integrales definidas:

1.1 /3 (2% - 3x + 10) ax 1.2 11‘3 £
1

1.3 1 X 1.4 /4 P -9%ax
0 Yix 0

a1 d x
1,6 [ =5
0 E

4 2x d x
¥1,8 [4-224x
1 .8




' 2
1.9 £9 (x-1)3 ax fi Sl G

2

1.11 j; -—’5;{-33‘-— 1.12 f;l (x+2) ax

2. Apliocando la definiocién, demostrar las sigulentes igualdadess

2,1 A2 (x)dax=0
a

2.2 ¢ (x)dax=- {"f(x)dx

2.3 fbf(x)dx- fPe(x)ax+ fbf(x).dx
a & o

3. Evaluar las siguientes integreles definidas. OGraficar e
interpretar geoméiricamente el valor de la integral definidas

31 f3 (x+3) dx 3.25(;”1)4:
1

2
3.3 [P ax 3.4 I;‘o‘dx
l -

3.6 [ Imxax

1

0

Ejercicio 34.

Temas Sumas de Riemenn, Areas.

1. Calowlar les sumas superior o inferior de f () =2x =1

correspondienies a una particién uniforme del interwvalo E?.5, 3]

ocon uns longitud de los sub-intervalos de 0.5, (base de loa rectan-

guloa). Qraficar y comparar los valores de las sumas superior e

infarior ocon el &rea entre la ourva de £ (x) y el oje X caloulada

por geometria.

2
2. PEacontrar las sunas superior e inferior de £ (x) =x" =X

es @& una particién uniforme del intervalo Eé, é]
Graficar cada una de

como la integral

+ 1 correspondient
con una longitud de los gub-intervalos de 0.5.

las sumas. Caloular el &rea bajo la ourva de £ (x)

definida de O a 2 de f (x) y compararla con las sumas encontradas.

3.

Verifioar que el &reca bajo 1; ourva de £ (x) -.5 "
a x= 4

xm= )
e8 igual a las sumas superior e inferior de la funoién co-

rrespondiente a una partiocién uniforme del intervalo ocon longitud
de sub-intervalos igual a uno,

4. Demostrar que si £ (x) = Cy, entonces la suma general de

Riemann correspondiente a una partioién cualquiera Pn 1% " X Xy
°

Xos seees X = b } es igual al &rea entre la ourva de £ x) y el eje

X en el intervalo de x = a & x = b, (o >0),

5+ Encontrar el Area entre la ourva de la siguiente funoién
Yy el eje x en el intervalo indicado. Oraficart

5.1 £ (x) - x; -X 4+ 1 dex=1 a x= 3

5.2 £ (x) = x? + 4 dex=0 a x=)

5e3 (x) = 1 - 2 de x=0 a x

5‘4 (I) xz - X - 3 de
545 (x) = o* de

5.6 (x) 13 » de

5.1 £ (x) ";'x"l+l de x x

"8 £ (x) (x4 6)1/2 de x xw=)

6+ Encontrar el drea entre la ourva de la siguiente ecua-
0ién y el eje y en el intervalo indiocado. Oraficar.

6.l y=9 o x2 de y=0 a y=35

6.2 x = ’2 +2x - 35 de y=3 ay=6

"6el Xwy -4 de y=2 a y=35

Ejeroiocio 35.
Temat Integrales impropios. Interpretacién geométrioa.

s

1. Determinar si los siguientes integrales impropios existen
y cuando este sea el ocaso, encontrar su valor, Uraficar e interpre-

tar geométricamente el resultados




R
\J

1.0 /O (z+ 4)1/2 d x
o

2
1.12 fz _‘L.'L.xl')._dé—
0 v

1.11 S

114 [ &5
- 00

113 J° (oFa 2
=00 &

2, Demostrar que f3 ——9—5——5 no existe y comprobar que si se
0 (x-1)
evalfia 1a integral definids sin tomar en ocuenta el punto de dis-

continuidad en x = 1, enionces se obtiene un resultado absurdo.

Grafioar.

3. Demostrar que_f°° in x d £ no existe. Oraficar e interpretar
1

el resultado geométricamente.

Ejercicio 36.

Pemas , Aplicaciones del ofloulo integral a eoonomiae

"1, BSupongamos que en 1s producoién de cierto artfoulo, el ingreso
la siguiente leys
marginal IIB esté dado por la sigu
1 e 20 15
ne - (x+4)

&) Bnocontrar 1a funcién del ingreso total It’ suponiendo que

iy |

It = 0 cuando x = 0, Graficar.

b) Encontrar la ley de demanda correspondiente,

.

o a
) Graficar el ingreso medio y el ingreso marginal en

el mismo e
istema de coordenades, snchurando las &reas ooy
res-

pondient
@8 al ingreso total oblenido de oada una de las
para un nivel dado de demanda, gtk

2. Supongamos que en ]a.produooién de oierto artfoulo, el costo
marginal est :
T C a
8 ng & dado por la siguiente ley:

Cms - 2x + 13

a) En
) contrar el costo total y el costo medio suponiendo
que el costo total es cero cuando x = 0

b
" ) Oraficar los costos medio y marginal en el mismo sis-
ema de coordenadas y verificar que ol &rea entre la ourva del
costo marginal y el eje Xy dex =0 g x= 3,5, es igual & 3
por el costo medio para x = 3¢50 5

3. Un capiia o $§100,00 '
L g \.'0 d
’ produce un interés compue -
mente de 10%. et

a) Encontrar una férmula para determinar el capital acumu-
lado y encontrar su velor cuando % = 10 afios,

b) Supongamos que s8e desea aplicar el interés mensualmente
de manera que el efecto sobre el capital sea el mismo que el que
produce la tasa efectiva de interés anual del 10%. Encontrar la
tasa nominal de interés anual y determinar una férmula para el
capital acumglado después de % afios. Encontrar el capital acumue
lado para t = 10 afios y verificar con el resultado del inociso (a).

©) Encontrar la fuerza de interés y determinar una funcidn

continua del tiempo t para el capital acumulado., Enconirar el
capital acumulado para t = 10 afios y verificar con los resultados
anteriores.

Notas BSe pueden utilizar logaritmos pafa los céloulos numéricos.

4. BSupongamos que el ingreso ngoional de un pais al principic de un
poriodo determinado es Yo = 100 millones de pesos., Ila deuda pliblica D

aumenta 2
anualmentelu-del ingreso nacional Yt’ 8i la velooidad de




aumento relativo del ingreso naoional es oconstante & igual a
0.20, encontrar una férmula para ocaloular la deuds pliblica
despubs de % afios. Verificar que la ragén entre Y, y D, tiende

a% ousndo i tiende a infinite.

CAPITUIO 10

10.1 Secuencias. Al iniciar el estudio del odloulo infinitesimal,
se defini§ el concepto de secuencia ocomo una funcién dismoreta de una
variable cuyo dominio es el conjunto de los ‘enteros positivos,

Definamos abora el concepto de seouencia de la siguiente
maneras \

Def. Una secuentia es una sucesién de nfimeros, ordenados

de aocuerdo con una ley determinada.

A los nfimeros que forman una secuencia se les llama térmi-
nos de la secuenocia. Las secuencias pueden ser finitas o infini-
tas de acuerdo con que el nimero de términos sea finito o infinito.
Por ejemplot a) 1, 3, 5y eess 15 es una secuencia finita que
corresponde a una progresiénaaritmética de 8 términos,

n

2
x
b) x, & ’ 2 g sesesssy — § see ©S UDG secuenoia

21 31 n!

n
3
infinits en la que el término nfmero n es igual a 7 donde nl =

(n) (n =1) (n=2) seves (2) (1) Cuando una secuencia es infi-

nita, puede representarse por el endsimo término, que proporciona
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n

2
x
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21 31 n!

n
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la ley de formacién de los términos de la secuencia. En nuesire

ejemplos

2 A .
X
e = X, '—2T","j'i_, a-.-auo_n"'r-’ seocecne

En flgebra se han estudiado algunas secuencias finitas in-
teresantes, como son las progresiones. Ahora dedicaremos espeocial
atencién a las secuencias infinitas que representaremos por la

siguiente expresién generals

{un}- Upy gy Uyy weeseey Wy esees

Clesificacién. Tomando en cuenta la relacibén entre sus t8xminos,

las secuencias se olasifican de la siguiente manerat

a) Secuencia monétona oreciente, cuando cada término es

mayor que el anterior.

b) Becuencis mondtona deoreciente, ouando cada término es

menor que el anterior.

En eimbolos, la seouenoia{un}es moné tona oreciente si w;

“a <u3< poeesas e (un ( FE E R R RN N

1a secuencia es mondtona decreciente si W >u > sescee DU 5 .

Ejemplos: &) {2“}- 2,2%,. .25, 24 .

= 2, 4y 8y 16, ecese ©8 monétona oreciente.

¥ A \i 2
b){-—i—-} N N BN )y R A es mondtona de

oreociente.

De smouerdo con el limite del enésimo término cusndo B

tiende s infinito, las secuencias se olasifican de la siguiente
Una secuencia infinita es con-

manerat Secuencia convergentia.

vergente sl el enésimo término tiende a un ntmero finito ouando B

tiende a infinito.

En simbolos:

{%} @8 convergente mis

1inm u = i
b L = A (finito)

S8ecuencia divergente,

Una secuencia es dive
P : rgente si
érminos no tienen un limite definido ocuando n tiende a

infinito,
En otras palabras, una seocuencia es divergente si no

88 oconv
ergente.. NStese que una secuenocia Puede ser divergente

Porque su enésimo término tienda a infinito o menos infinito

ouando n tiende a'infinito o porque no exista un limite deter-

minado de acuerdo icon la ley de formacidén de los términos

Consideremos algunos ejemploss :

l. La secuenciat {nz}- ly 4, 9y 165 +.. e8 divergente porque
lin n° - o | '

n- oo |

La smecuencia {(--1)n = wly 1y 1y 1y ceees €8 diverge;nto

porque lim (=1)" no existe., En este oaso los términos toman

n— o

los valores alternados 1 y =1 sin tender a un limite definido,

Lo 1 1
eguencia {2 + 3n} - % 9 '33' ’ ;92 9 esee ©8 OONVergents
1
porque: lim (2 + 53 ) =2
n = 0o

Definamos ahora el concepto de serie.

10,2 Series. Una serie es la suma indicada de los términos de

una secuencia. En simbolos, la expresién general de una serie
e8 la siguiente:

n
) = U, 4+ 4+ U, * seccese *+ .
LR EP T T “

Una serie puede ser finita o infinita de acuerdo con que
el nlimero de términos sea finito o infinito. Por ejemplo:




| 4 :
1., lamerie T 25w 1 +2+4+8+16es finita y corres-
K =0

ponde a la suma de una progresién geométrica de 5 términos.

00
2. la merie I 2. -1+1+%+%+ essscees 68 uUna serie

nel 2n—1
infinita,

Dedicaremos especial atencifén a las series infinitas que
son las que resulian interesantes seglin se veréd después. Para
definir loe conceptos fundamentales de convergenocia y divergenois
de una serie infinita, es conveniente establecer primeramente el

conoeptn de suma parcial. Consideremos la expresidén general de
una serie infinitat
T &
o E " u - Uy + u, + .‘..T". + w, cesee
Ahora, lae sumas parciales se definen de la siguiente yanorat
Primera suma parcial

Segunda suma parcial

Tercera sume parcial

Endsima suma parcial =u +u + “3.* cosee T W

con éstas definiclones, el niimero de sumas par-

De acuerdo
es infinito y la ley de formaoién

ciales de una serie infinita,

de las sumas parciales estd dada pors
n

8 al |4

BN n

Coneideremos ahora la secuenciu de sumas parciales para do-

finir
la convergencia ¥ divergencia de una serie:

S b=
{n} 81’ 82, 83, L Y sn ’ Ssvvene

Una serie es convergente si la se
~olales es convergente,

Def.
ouencia de sus sumas Par-

Una serie es divergente si la Secuencia

. de sus sumas Parcisles es divergente.

Ejemplo, Determinar 81 la siguiente seri
s - Trle es convergente o di-

00
z

k"lk-1+2+3*4+.....+n+....‘

Soluciéns

Sumae parciales: 8, =]
S-1+2.3
Sn1+2+3-6

S, =1+4+2+34+4=10

BN

LR

sn.l+2+3"’4+-....+n-——(—-—-—)-nn+l

a1 d nin.+1
ey de formaocién Sn = _“LTE"'l es la suma de los pri-

méros h enteros positivos y se obtiene de la suma de una progre-
Bién aritmética o se demuestra por inducoién en &lgebra.

Entonces, la seouencia de sumas parciales es la siguientes

{—L——l" B3 1}- T, B 6 m0 sty el 4 A).

2 2 9y eoves

Aboras

2 a8

div rgente. '




Observaoclén. Para determinar a partir de la definioién, si una
serie infinita es convergente o divergente; es necesarioc encon-
trar la ley de formacibén de la secuencia de sumas parclales. En
el ejemplo que acabamos de oconsiderar, obtuvimos la ley de for-
macién de 1la secuencia de sumas parciales, porque se trataba de
la suma de los términos de una progresién aritmétioca para le cual
ge tiene una férmula algebraica, 8in embargo, con exeepoidn de
algunos casos particulares como el de nuesire ejemplo, no es po=-
gible establecer 1la ley de formacidn de la secuencia de ;sumas
parciales para determinar si la serie es convergente o divergente,
& pa: .ir de la definicién. Entonces, es necesario deducir pruebas
indirectas y oriteriPS eepeciales para determinar si una serie es

convergente o divergents.

10.3 La serie geoméirica. Antes de discutir métodos indirectos

para la determinacién de la convergencia o divergencia deuna
serie, consideremos el caso particular de la eerie geométrica,

que eg de espeeial importancia en el estudio de series ¥y en teoria
econdmica.

Al estudiar progresiones em flgebra, ee definié la progre-
-gién geométrica como una sucssifn de nfimeros tales que cada tér-
minoy después del primero, se sncuentira multiplicando al anterior
por ur. ~sntidad constante llamada razdén. IEn simbolos, si
llgmawvs z el primer término y r & la razdn, entonces la forma
general de la progresidn geométrica es la siguiente secuenciat

g; ar; arz, o sy ey 8 ok

Consideremos la serie infinita asooclada a una progresidén

geombtrica infinitas
Nl

o0 2
z ar wa+ar+tar +* seeeoe
=

n 1

La enésima suma parcial es:

2 ne-l
snﬂ&+ar+ar + ssssse T AT @

Multiplicando por r ambos 1ados'de la ecuacién (:) '

T Sn = ar+a r2 + a r3 ¥ ngeaad o LK rn-l +ar .(:)

Ahore, restando (:) de (:) s 8e tiene:

n
Sn - P Bn =g —-a >

n
Bn (ler)=a-ar

"8, - al-arrn ©

Hemos obtenido una férmula para la enésima suma parcial
de la serie geométrioa general. Es.deoir, la férmula (:) es la
ley de formaoién de la secuencia de sumas parciales., Entonces,
de acuerdo con la definicién, la serie geoméirica seré oonvorgvnto
ousndo el limite de 8 ouando n tienda a infinito, sea un nfimero’.
finito,

Ahoras

1im B, = lim -7
n —» 00 N - 0

En esta expresidén g y I permanecen constantes en oaQ; caso
particular, mientras que n varia tendiendo a infinito. Entonoes,

aplirando los teoremas de limites:a o .

n —» m
l=12

lim S =
n-p 9O

Ahora, cuando r > 1, entonces lim r* = oo y ocuando r < =1,
. n —» 0
entonces lim r* no existe. En estos casos la serie es divergente.

n -3 00
84 r es un nfmero entre 1 y -1, entonces 1im ¥ = 0 y por lo tanto:
A : n o
- . Es decir; la serie geométrioa converge
ii: msn ‘1".‘;“? (£inito) 4

cuando r es una fraceién propia positiva o negativa.

= n-1 5.
Ejemplo. La serie geonétrica: 81 10 (1/2) «10 +5+F5+ esee
nNe

es convergente porque la razén es r = 1/2'< 1.

En este ejemplo el

1imite de 8 cuando p tiende a infinito est

4
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10
limSn-—"a'"'—l_r S W R Y i
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Se dice que la serie ponverge & 20 porque la suma que cons—
tituye la serie, 1lamada también el valor de la serie puede aocer-
carse a 20 todo lo gque uno quiera tomendo un nfmero de término
gsuficientemente grande.

Aplicaciones de la serie geométrioca. Las series geométricas son
fitiles en el método de comparacién para determinar convergenocia
o divergenocia de una serie. Este método lo veremos més adelante,
Consideremos ahora dos apliocaciones interesantes de la serie geomé~

trica.

10,4 Dsodinles periddicgs infinitos. Cuando un némero dooinali
infinito es tal que, & partir de clerta oifra, se repite indefiw
nidamente un grupo determinedo de oifras, entonces se le llaua
decimal peribdico infinito., Todos los decimales periddicos infi-
nitos provienen de una fracoién formada por el oociente de 2

enteros. Para encontrar la fraccifn de que proviene un decinal
periddico infinito, se descompone en una serie con el primer tér—
mino conteniendo & la parte no periddica del n{imero y los denmas

ntoniendd cada uno, un grupo de las oifras que 8@ repiten.
co

Ejenplo 1. Encontrar 1a fracoifn de que proviene el nfmero 0.252523eccee

Solu jfn, BEn este oaso la periodiocidad empieza desde la primera ol-
C *
fra y el grupo que 86 repite es el 25. Enfonoesa

0.2525254 00000 = 0.25 + 0.,0025 + 0,000025 + ssessos

La serie geométrioa infinita que resulta, tlene oomo primer

érmino 0 25‘y la ragén es r = 0.0l Como la razén es henor
téxrm a - °

ue uno, la serie es convergente ¥y su valor est
: ' 8 0.2 J 0,254

lin 8 =T o7 "= "T-0.01 ~ 0.9
n - 00 '

Este resultado es correcto ¥ puede comprobarse haociendo 1;
' e T A

divisiént -—29%- - 02525250000

Ejemplo 2,

Encontrar la fracoién de que proviens el nfimero:
1 ARTOZTORTO 5ok e e s F4T5
Soluoién, El grupo de cifras que se repiten es 270,

Entonces des-
componemos el nfinero de la siguiente maneras

1.42702702700 000 00ees = 1.4 + 0,0270 + 0,0000270 + 0.000000270 + cseeees

| A partir del segundo sumando tenemos una serie geombtrica
dond‘ a = 0.0270 Jgre= 0.001-

Esta merie es convergente porque
r <1y su valor es:

14 B avles o 0.270 2 0.0270
B D T «ir 1= 0,001, 0.999

R e
999 37
Entencaos ¢

14270270270 oevsese ® 1. 1 5.8 +1 528
gefsigeit i 37 37

. _528 _ 26
Tom = 56

10,5 El multiplicador.

Si una persona dispone de un ingreso de-

terminado y recibe un ingreso extra, entonces gasta una parte.de e8o

nuevo ingreso. lLa fracoidn del ingreso extra que una persona gasta,

recibe el nombre de propeneidn marginel al consumc, mientras que la

fracocién del nuevo ingreso, que la persona ahorra, recibe el nombre

de propensifn marginal sl shorro., Consideremos el modelo simple de

Keynes ocon la siguiente notaocidn:

Yo = Ingreso inioial j C = consumo § S = ahorxo.

Entoncest Yd = 04+ S

Ahora, si se llama Ay a un sumento del ingreso y& & la
fracoién deAy que se gasta, se tienes

Y+ Ar= (c+xay) + [5+0Q ~d) A1)

Entonces, de acuerdo con las definiciones:
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L

Propensién marginal al cons

Propensibn marginal al aborro = 1l -

La propensidn marginal al consumo es, en general, diferente
84in embargo, si se supone Qque el consumo de
del nivel de gu ingreso sin tomar
como el ingreso de los

que todos log habi-
én marginal al consumOs

i es Yo en un instanta'

para oada persona.
una persona depende tiniocamente

en ouenta los factores Qqus io rodean,

veoinos, eto., entonces puede oconsiderarse

tantes de un pais tienen la misma-propensi
que el ingreso nacional de un pa
nueva oantidad I, utiligando

"nacional”

Supongamos

dado y el goblerno invierte una
81 la propensidn marginal al consumo

que reciben el dinero I, gastarén
iban enta cantidad
arén cane

-

TOOUTrs0s inactivose.

s o, entonces las personas
una oantidad K I. Aboray ]as personas que Ieo
o{ 1, gastarén (K 1) = APT y asi sucesivamente se gast
tidades K I, 0(2 I, o3 1,0(4 I,ee00s Cada uno de estos gestos
sucesivos es una contribuoién al ingresc necional, de manera que
la inversién I contribuye en total una cantidad It dada por la

sigulente expresidns

It. I +«I + da I+ dB I 4 coveconnvece

I (1 +X+ K2 4 A 4 seeevenenes)

oy T
n=0

o0 :
la expresién & A" w1+ X 4" % K3 4 veeess 08 VDR

n=0
gerie geométrica donde el pri

1"'0(.

mer término es & = 1 ¥ le razdn

Hemos demos trado que lae series geométrioas convergen cuando
1a racén estd enire 0ero y uno. Ahora, en este caso, 1@ razdn

gina

1 al coneumo 2& que normalmente

es igual a la propensién mar
1e serie converge pard

es un nmero entre 0exo ¥ uno. Es decir,

0< <1 y su valor esd
o O(n ___9____ 2 1
L "1le-rx i =k

n=0

l ’

normalmente es mayor que uno,

Ejempl
Jemplos. Si la propensién marginal sl consumo es O(- 0,68
tonces el multiplicador M seréd: g

sl |
! - . 3.12%

l.0.68 0.32

grande porque es i
gual precisamente a la inv -
e
marginal al ahorro. rea de la propensién

Evaluaoifn de limites. Para determinar la convergenocia o di
gencla de una seriey, generalmente es necesario evaluar 1:mit::r-
de funciones de una variable. La evaluacién de limites se difi-
oulta frecuentemente cuando aparecen formas indeterminadas, que no
puedan ser eliminadas por las reglas particulares establecidas

al cstviiar 1imites. Ahore daremos.sin demostracién, una regla
de gran utilidad para la eliminecién de formas indeterminadas.

il » ] a | o8 tal 12 = inito
0 6 Reg de 'H pi alas 3 pongamos que para X &y £ o
- gl\x oma la forma indeterminada = 6 e Entonces:

0 o

flx 2
lim = £ (x) i
1im ) siempre que este limite exista.

I-*e;g x) x5 ag'

La regla de L'Hospital puede aplicarse a una gran variedad

de formas indeterminadas, como 0.00, 00 =~ 00, 0°, eto., las
60y
ol
inles peuden ser transformedas en alguna de las formaes 2-6 X
o o °

Consideremos alguncs ejemploss




X
zn
Eiemplo 1. Evaluars lim —> 5
X0 x

Solucién. Aplicando los teoremas de limitest

x 0

Yp =t e =1 _1=31_._9 (indeterninado)
2

x50 X ° e 4

Abora, aplicando la regla de L'Hospitals

x x
1im & ;1- lim —=

X -0 X x 50 2x

- e Q0

Ejemplo 2. Evaluars lim 2dn x
X =300

Solucidnt
1im 2Ilnx 21no . ® (ynjeterminado)
®

©
X 500

Aplicando la regla de L'Hospitals
2/ 2
1in 28X | i —2- = lim
X -»00 x-30 3x X 300 3
x

-0

o
0

1 .
Ejemplo e Evaluar: lim P --l—n--;)
x -1l
1

% 00 = a;(Indetermingdo)

R 0, VR W
Solucién, lim (577 = 7p x 5 5
x >l
0
Esta forma indeterminada s transforma en la forma g-do la

siguiente manera:

1 x l-x_9
1im (o= >"’ 1im 1in X ,0
x >1 <1n x 1By xs)

Ahora, aplicando la regla de L' Hospital:

X 2 =l_ . lim (=x) = _=1
1im 1= & 1im -
x_>llnx x 51 1/x x =51 3

de
M&todos indirectos para determinaxr la convergencie O divergencisa

5 la
una serie, Cuando no es posible obtener la ley de formacion de

secuencia de sumas parciales, es necesario determinar la ocon-

vergenoia o divergencia de una serie a partir de la ley de for-

macién de los términos de la serie. Consideremos primeramente

el siguiente teorema, que nos proporciona un oriterio general
de divergencia,

o0
Teorema. Si la serie infinita

S u, es convergente, entonoces

lim w =0
n
n--»

Demostracidén. Por hipStesis la serie:

(v

z = + J + o secose
T, Nan Y Yy Taagat tu + ..., €8 cOn-

vergente. Entonces, de acuerdo ocon la definicién de conver-
gencias

n
lim 8 = 1lim % u = A (finito)
n -3 n oo k=l

Ahora, consideremos las sumas parciales:

sn - ul + u2 + u3 * csscsenn + un_l + "‘Il

Sn-l e ul + u2 -+ u3 + ose + uh-l

Reatando Sn—l de Sn’ ee obtienes

uhw’ 38 48
n

n Nl

Aplicando limites cuando n tiende a infinitos

lim u = lim Sn - 1im Sn-l

n
n -» o0 n « oo n -p 0

Ahora, las secuencias de sumas parciales Sn y Sn 1 tienden

al mismo limite A cuando n tiende a infinito porque Sn 1 toma los
mismos valores que Sn desplazados un 1ugér hacia atrds. Esto se

deduce de la sigulente tabla:




ecooo000 3 oceooecoce =p 0O

P000000CO 2 ooo00ecoo0 -,‘

. oso0oco000 -)A

Entonces, lim Sn w  lim Sn-l « A vy por lo tantos
n —poo n =00

[ e -30
lim w, A - A

LOCODOD.

Este teorema establece una condicidn necesaria pars SORVeTr-=
i j i 2 & tiende a cero cuando
gencia, es decir, si el enésimo término w, no :
n tiende a infinito, entonces la serie es divergente. Sin embhargo,
B : . - . - n-
esta condicién no es suficiente para decidir que la serie ea CO

i srie puede ser divergentey
vergente porque si lim - w = 0, lg seris p
e s, 1o
como en el caso de la gerie arménica que veremos despusso.

importante del teorema o= que nos proporciona el siguientes

10,7 Criterio de divergencia. Si el 1imite del enésimo t&rmino de

infini nicn-
una serie, es diferente de cero cusndo n tiende a infinito, &

ces la serie es divergente. IEn simboloss
= <+
Si lim w ¥ 0, entonces k?l u  es divergente.
n =»>00 =

Ejemplo Determinar si la siguiente serie es convergente o di-
Ejemplo 1.

vergentes
0 I o2 o2y
0 = 4 = + o+ % coovcocecos
L Zn+1 "375

+ 1 1 2
el 2n

269,

Solucién. El enésimo término es dado por la ley de formacidn:

n
u.m
n en 4+ 1

Aplicando 1imites cuando n tiende a co 3

lin 55— u 2. (indeterminado
% _’mZn +1 o0 )

Por la regla de L'Hospitals

n .1
nlgﬁxen Wl eh nEigo 272 Y

Entonces la serie es divergente porque el enésimo t&rmino
no tiende a cero ouando n tiende a infinito,

Principioe fundsmentales, Las pruebas de convergencia y diver-
gencia de series, que serdn establecidas & continuacién, se

apoyan en los siguientes primocipios fundamentales:

(:) La convergencia o divergencia de una serie no se altera,
81 se suprime un nimero finito de sus términos. Bs decir, sis

o

kfl a = a; + a, + sss0000  F 8y + Ly 751 + By4o 4 s0000 88 CON=
[

vergente, entonces £ = » + ceveeco también es
| ok *x ' el T Bya2

convergente, para cuaslquier N finito, De la misma manera, si

o0 00
L &, ©8 divergente, entonces I & también es divergente,
k=]l k=N+1

para cualquier N finito.

la convergencia o divergencia de una serie no se al-
tera, si todos los términos de la serie se multiplican por un
nfimero finito o ¥ 0.

00 co
Es deciry, si I & es convergente, entonces L ¢ 8 también
k=1 k=1
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269,
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n .1
nlgﬁxen Wl eh nEigo 272 Y
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o
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convergente, para cuaslquier N finito, De la misma manera, si

o0 00
L &, ©8 divergente, entonces I & también es divergente,
k=]l k=N+1

para cualquier N finito.

la convergencia o divergencia de una serie no se al-
tera, si todos los términos de la serie se multiplican por un
nfimero finito o ¥ 0.

00 co
Es deciry, si I & es convergente, entonces L ¢ 8 también
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es convergente, para cuslquier o f o finito. De la misma manard,

o
g1 [ es divergente, entonces [ 0 e tanbién es divergente
k=1 k=l

para oualquier ¢ ¥ o

@ Si una secuencia infinita {S }os monétona creciente,

pero todos sus términos son menores © iruales que un nfimero fi-
nito §, entonoes lim 8 £ 8 y por o tanto la secuenola o
convergente., In afmbolos, si {S Tes tal que Sl< 5, < 83 & b

cessassse ¥ B &8 (£4nito para todo k = 1, 2, 35 «e.cey enton-

ces 1lim Sn( Se
n <co

' S8i una seouencia :Lnfinita.{ }aa mondtona decreciente,

pero todos sus términos son mayores 0 iguales que un nlmero B,

entonces lim S »B. Bn sf{mbolos, si{ }Ol tal que S > S >
n -»00

83> secsnivy/ ¥ Sk > B para todo k=1 2y 3 e0sc0y entonces

1in 8 > B.
N =300

Series de térmiros positives. las series de términos positivos
o0

gon series de la forma I a, ocon 8 >0 para todo k = 1y 2y 3
kel

veooo Las pruebas més importantes para determinar la conver-

gencia o divergencia de una serie de términos positivos, son

les siguientes 3

10.8 I. Prueba de com aracién., La serie infinita de términoes

00
positivos L 8y es convergente, si oada uno de sus términos es
k=l

menor o igual que el correspondiente t6rmino de una serie conocida
como convergente. la serie serd divergente, gi cada uno de sus
términos es mayor o igual que los correspondientes términos de

una serie conotida ocomo divergente.

Demoatracibn,

)
&) Supongamos que la serie

! bk es oconvergente y que
" =
la serie de términos T
positivos I es t
s 8, s tal que 8, £ bk para

todo k = 1, 2, 3 ,..,

Entoncess 8 = +
n a &2+oeoooo+.n\<-bl+b2+.oo- + b

00
Si1
a ser;e kfl bk converge a B, entonoces:

by # by + ceeee + b < By por lo tantos

Sn B 51 E3 ‘2.,' coooo + an<!B (finito)'

Ahora, la se :
A ’ secuencia dgo sumas paroiales Sn} es mondtona
e porque la serie L 8, o8 de términos positivos,

Adenés S, es menor que el nfimero finito B, para todo n.

tonoes, lim 8 QB v la serie T
n oo k=1

(Por el principio fundamental @ § 1N

Ene
& _eos convergente,

0o
b) ngongamos que la serie de términos positivos £ b

By =
[+ o)
e8 divergente y que la serie de términos positivos I '

k=1
'tn.l que &, >bk para todo k = 1, 2, 3y eccee Entoncess

S =
» a1+n.2+.o.”+an> b1+b2+..oo.+bn-'1'n

o STy

)
Ahora, la serie I bk

§ kel
positivos. Entonces 1lim T

n-ooypo:rlotanto, lim S = 00,
n -»00 n a0 O

(por el principio fundamental @').

es divergente y de términos




00
Entonces, la serie I &, e8 divergente.
k=1 X

Observacibn. De acuerdo ocon el principio fundamental (:) s la
comparacibén de las series puede hacerse eliminando cualquier
ntmers f£inito de términes. Entoncas la prusbe es igualmente
vélide si la comparacién se bace & partir de cierto término
8y para cualquier N finito.

Ejemplot Determinar si la siguiente serie es convergente o

divergentes

o
2 "L“ 1"’ -}é""-%"’-]‘z*’oeoaooo
n=l np 2 3 4

Solucidn. Comparemos ests serie con la serie geométrica de

ragbn r = 1/2, que es convergenies

oo
3 A“"L’*'—J'i'é‘*'_lj’*—%" speopoo00
1 gl <A 2 2 2

Simplificande ambas seriess

+ doopoove

1

¢ == 008000

16 ..

o0
Llos términos de la serie —%— gon menores que los
n=l n 0 4
correspondientes términos de 1z serie convergente zl -y
i = fise

a partir del tercer término., Entonces la gerie
00 1
L === 08 convergente.
n
nel n

10 11, Pruebs del Integral. (o8 Maclaurin. 1698-1746) «

Sea £ (n) = &, donde a es ol enésimo término de la serie

00
de términos positivos I 8, 81 £ (x) es wna funcién posi-
n=l

~

tiva y decreciente
prara todo X mayor qu
entoncess X Mayor que un entero positiwe p,

0
a) La serie £

a
o T eés convergente si el integral im-

propio [ ¢ (x) a
e ( ) X o3 convergente, es decir, si es igual a
un nimerv finito A.

[
b) Ia serie I
b1 a, es divergente ei el integral im-

propio [ ®f (x) d x = o,
(]

Demostracién. a) Consideremos la gréfica de una funoién qu
que

satisface las condiciones del teoremas

F(x)

%
7
7

0

C4e ¢+ N 4

.Fla. { 0.1

Sea Pn la particién uniforme del -intervalo c<x<x+n
oon sub-intervalos de longitud uno, como indica la figura 10;1.
El &rea anchurada es la suma inferior S, (n) de» £ (x) corres-
pondiente a P Ademés S, (n) = £ (c +1) + 4 (c + 2) + vuees
cin c¥n

+f (0 +n) = £ (x) = & aye
kectl k=c+1




00
Entonces, la serie I &, e8 divergente.
k=1 X

Observacibn. De acuerdo ocon el principio fundamental (:) s la
comparacibén de las series puede hacerse eliminando cualquier
ntmers f£inito de términes. Entoncas la prusbe es igualmente
vélide si la comparacién se bace & partir de cierto término
8y para cualquier N finito.
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o
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oo
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1 gl <A 2 2 2
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+ doopoove

1

¢ == 008000

16 ..

o0
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correspondientes términos de 1z serie convergente zl -y
i = fise

a partir del tercer término., Entonces la gerie
00 1
L === 08 convergente.
n
nel n

10 11, Pruebs del Integral. (o8 Maclaurin. 1698-1746) «

Sea £ (n) = &, donde a es ol enésimo término de la serie

00
de términos positivos I 8, 81 £ (x) es wna funcién posi-
n=l

~

tiva y decreciente
prara todo X mayor qu
entoncess X Mayor que un entero positiwe p,

0
a) La serie £

a
o T eés convergente si el integral im-

propio [ ¢ (x) a
e ( ) X o3 convergente, es decir, si es igual a
un nimerv finito A.

[
b) Ia serie I
b1 a, es divergente ei el integral im-

propio [ ®f (x) d x = o,
(]

Demostracién. a) Consideremos la gréfica de una funoién qu
que

satisface las condiciones del teoremas

F(x)

%
7
7

0

C4e ¢+ N 4

.Fla. { 0.1

Sea Pn la particién uniforme del -intervalo c<x<x+n
oon sub-intervalos de longitud uno, como indica la figura 10;1.
El &rea anchurada es la suma inferior S, (n) de» £ (x) corres-
pondiente a P Ademés S, (n) = £ (c +1) + 4 (c + 2) + vuees
cin c¥n

+f (0 +n) = £ (x) = & aye
kectl k=c+1




Es decir; la suma inferior S (n) es la enésima suma
S 0

parcial de la serie Eogy que resulta de eliminar los
k=c &
primeros ¢ términos de la serie nEl a,

¢ 00
Anoray S, (n)< fcm £ (x) dx</[ f (x) 4 x para todo
c c
n. Entonces la secuencia de sumas parciales Sy (n)} es

mondtona creciente, por sexr de términos positivos, ¥ todos sus

. w
términos son menores que la integralipropia j; £ (x) d x

i ( © finito), entonces lim S, (n) €A
511; £ (x) ax=4( )s g
00
y la serie L & 8 convergente. Por el principio funda-
- 00
k=0 ==
mental , Beconoluye que la serie nfl a, o8 convergente

oo =
b) Supongamos ahora que J £ (x) d x =+ 00
c

*
Consideremos la secuencia de sumas superiores 8§ (n) =

ci+n
f(o)+f(o+1)+°....+f(o+n)- k2:.0 o -

Los términos de esta secuencia son mayores que la inte=-

gral definids [°*0 g (x) @ z. Sip tiende s infinito, la
C

integral tenderd a + 00y porque hemos supuesto?

+
fmf(x)dx-lim £ %re(2) 44x =p* ®
o n -m o

Ejemplos.

00

L (-]-'-) es convergente
n

n=1

y B8 Déterminar si la serie armdénica

o divergente.

Solucién, Bl enésimo término de la serie es dado por &, -%
la condiocién necesaria para convergencia se satisface, es deoir,

el enésimo término tiende a cero. Sin embargo, la serie resulta
divergente al aplicar la prueba del integrals

£ (x) = i— (positiva y decreciente para todo x en el
intervalo 1< x <o )

[P2(x)axa g &2y o 4Z
1 1 noo b 4

n
n 30 1

=lin (lnn-1n1)
n 30

= lim (ln n)
R =300

--‘-w

©
Entonces; la serie I

( ';1; ) es divergente.
—-—— n-l

2. Una serie de gran utilidad para el oriterio de comparacién,
o8 la serie P ouya convergencia o divergencia para los dife.
rentes valores positivos de P, se deterg’ina por la prueba del
integral. la serie P tiene la forma & ( _le_,_ )e

n=l n

Consideremos primeramente P >1. El enésimo término es

-io por a = -n—%,— y la funcién £ (x) = -1-‘:-’- " es decreciente y

positiva para todo x en el intervalo 1 x <00,

Aplicando la prueba del integrals

[P (x)axalin A L2 1 Mg Pax
1 n S 1 £ nopo 1




Entonces, la serie I

(—-—-) es convergente para cual-
n=1

quier p > X e
ol 1
8i P = 1, se obtiene la serie arménica I & ) que
n=1

es divergente.

g1 0<.p <1, £ (%) = —— sigue siendo decreciente ¥

positiva. Aplicando la prueba del integral, se encuenira

f°° ¢ (x) dx = + oo, Bntonces 1a serie es divergente.
1
la serie es divergente porque el

Por filtimo, 8i P L0y
tiende & infinitos

enésimo término no tiende a cero guando 1

Para P =0 lim =278 lim%--l
n Son’ B SH®
ipl

1lim -—]-'—--lim n =

Para p< © ?
n<yc0 B° N=H®

g 1
Resumen. La gerie L (= ) es convergente para todo P > 1
e T P

n=l n
y es divergente para todo P < 1o

DtAlembert. 1717-1783) «  Eo la
n+l

10,10 Pruebs de la razdn. (
?1 a“)d.efina.moa T, " ——;—"' .

gerie de términos positivos i

a) la serie es convergente si lim r < 1
n ->00

'b) La serie es divergente si lim r > 1
' T e n :
o) - Byl =" 1, 1a prush » ]
S B ) prueba no sirve, porque la

serie puede ser convergente o divergente.

‘) B“Pongamon que’ lim |
1‘ =
Sy f’<1. Boarunnﬁnero

entre Py 1
\ f -, es dooirf <r <1 ocomo indica h figuu. v

L) ' . : )

.f' - e
A n 2

La secuencia’ r tiondo a f cuando n tiende a :Lnfinito.

- En
tonces, a partir de oiorto entero N, :rN urﬁ menor que para

°

tod
: ': n2N, Elininando los primeros N th-ninou de la série, mu
o0 vergencia o -divorgonois no se altera y se tiens lo l'xigui‘onto':f

e % +1
Sl ag <r pu‘atodo n)l

' - Entonoes 1 f “apidad .
s 18 uouenoia r.)e partir dg n = N, satisface

- 1o aiguiontot

8y +1 ¥

Para n = N 3 En.docirt 'a.n';i<r.nn".

Paran =N +1¢ N+'2<r
oEﬂd.i‘
W41 oirt fgap<¥.fmy 1

Pa.ran-lt-ta; __..3.< Ed.
. %W+ 2 bt '1’*3(’ o 4+ 2




Bustituyendo la primera desigualdad obtenida en la
segunda, la segunda en la tercera y asi sucesivamente, se obtienet

3 |
%o+ 1< M +2<’2 o'yl fag [y 3 <FT)| E N g esasannes

00

Entonces, los términos de la serie I < a, Bson menores
n=n+

que los correspondientes térninos de la serie geoméirica oconver-

L+ )
Ly n

gente £ r &y oon r <1, Por lo tanto, la serie L @&

n=1 n=l

_ e8 oconvergente.

b) Supongamos que nlf;m r, > 1. BEn este caso, & partir

de oierto N, los términos de la gecuencia {rn} son mayores gue

1l y se tienet

a1 >Ny

Es deoirs oy 4 2> 8y 4+ 1> %y

Ea decirs

0

Entonces los términos de la serie I a_ son todos

n=N+1
mayores que ay y no tienden a cero cuando n tiende a w. Es
00 0
decir, la serie [ a ¥ por lo tanto, la serie [ g
n=N+1 nel O

es divergente,

¢) Cuando 1lim r, = 1y la prueba no sirve para deter-
n =300
minar convergencia o divergencia. Para demostrar esto, basta
observar los siguientes dos ejemplos donde lim r = 1 &
' n —300
Vo)

Ejemplo 1. lLa serie [ -;];’ es la serie arménica que ya cono-
n=]1
oemos como divergente.

1

Ahoras %lnn-o-l

Entonces:

linm . lim B 1im 1 T
n = n<$Hm n+ 1 n =co 1 + ;
®

Ejemplo 2. La serie El ‘1’2 es una serie p, con p = 2 > 1,
ne n

Entongses, es comvergente. 1

/ 2
Lhorat r = (h &M zn

G =

2

1im x5 lim
n -0 n-sm n

= lim
n %o




: )
De acuerdo con los ejemplos, si lim .- l, la serie I a

n ->oo n=l °
Puede ser convergente o divergente., Cuando este sea el caso, debe

intentarse otra prueba. Para determinar la convergencia o diver-
genola de una merie, se recomienda la siguientes

' , 0o

Begla préctica. Si 1lim a_ § O, entonces la serie I a, es
n =»00 nwl

divergente. 8i el enésimo término tiende a ocero cuando n tiende

& infinito, se aplica primeramente la prueba de la razén y =i

1im T, - 1, entonces se intenta la prueba del integral o la
nmw
prueba de comparacidén.

Ejemplo, Determinar si la serie es convergente o divergente:
0

I al = L + Ly @) —illigl&lljs N
n=1 (1'000,000)" 1'000,000 (1'ooo,ooo)2 (1*000,000)

Solucién. Apliquemos la prueba de la razéni

n! ' (n+1) !

" ] S -
*n " {11000,000)" n+l  (11000,000)2*L

Entonoes: (n + 1) 4

a1 | (11000,000)"

gn nl
(1*000,000)™

(n_+1) ! (1'000,000)"
n 1 (1'000,000)" *1

n+1
1'000,000

4 .

n$o | n oo 1'000,000

Entonces, la serie es divergente.

10,11 Series de términos negativos. Para determinar la conver-

genclae o divergencia de una serie de términos negativos} 8e puede
transformar a una serie de términos positivos, multiplicando por
menos uno todos los términos.

Esto no altera la convergencia o divergencia, de souerdo
ocon el principio fundamental (:) o

Entonces, se aplican las pruebas de oconvergencia o diver—~
gencia para series de t8rminos positivos,

Ejemplos Determinar si la siguiente serie es convergente ¢ di-
vergentes \ '

@
E —1— -_l-}-- - gocescseces
n=] : Zn ; .0-3 l%

Solucién. Consideremos la serie de términos positivos,

E%— ) --% + -% + %- % sesienissien

Q0
A ¢
n=]1

Aplicando la prueba de la razdns

Ba+l " 20 + 2

lim T, = lim

n <300 n-o 6+

Entonces, la prueba no sirve. Intentemos la prueba del

integrals:

£(n) =a = 2

St (x) = 1%; (positiva y decreciente para todo
x >1).

[P f(x)ax= lm [0 2 ax

1 n -0 1 .
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n -»0o

L)
Entonces la serie I —%— ) es divergente y por lo
n=1
00
tanto la serie ¢ ( - ‘2‘1; ) es divergente.
n=l .

: 10,12 Beries alternantes. Son las series de términos positivos
'y negativos de la formas

n-l ] &
nil ("1) .h"l-lz+‘3-l4f toloonoo

g donde .n> 0 para todo n = 1, -2, 3..0..00.

Para determinar la oconvergencia o divergenoia de las series
alternantes se tieme la siguiente pruebas ;

’ ol vn-l .
Prueba para series alternantes. Le serie !:1 (-1) By oon
; n= ;

i a_ para todo B b) 1lim
8, >0y 8 convergente i é,) B <S8, P 3 b

8, = O Si no se oumple alguna de esias condiciones, la serie es

divergente.

Demostracién. Consideremos la secyencis de sumas paroiales paress

sZm « . £ (_l)n-l a . Esta suma parcial puede esoribirse de la
n
n=1
siguiente manera, agrupando los términos de 2 en 2 ¢

Szm = (al e la) + (53 - ‘4) + R * * (aam..l = "Zm)

La secuencia {Szm} es mondtona oreciente porque los términos
de la suma que representa, son positivos. (Por hipbtesis, sn+1< 8,

Es deoir, a ~ 8., > 0 paré todo 1) .

Ahora, SZm puede escribirse también de la siguiente manerat

S0 = % = (85 - 83) - (8, - Bg) = severees = (Bpy 5 = 8y 1) ;.2‘

-8 - (Suma de términos positivos).

oo Bpp<ny

s Entonoces; la ucuenoia{?am}y por lo tanto, la secuencia
n |8 convergente., (Prinoipid fundamental @ ). Entonces

la secuencia alternante & (~1)°" g n ©8 oconvergente, la oonver-
na=l

gencia de la secuencia Sn se deduce de la oonvorgenoia de BZn vy

del hecho de que lim a = o
n <>w

/
oo
Ejemplo, Determinar si la serie arménica alternante

es oonvergente o divergente.

w nel :
Bolucién ¢ f=1) -l _%+

n

Ahora, O e Comparando & ., cOn &)

84158, para tcdo n porques

s Es deocirt n<n+l,

M s

n+1l

Entonces, la serie es convergente.

(5 4] 1 Deel
Opservacifn: La serie arménica alternante E = o

n=1

00
vergente, mientras que la serie armbnica original X -3; es di-

n=1
vergente, Cuando una serie alternante es convergente y la corres-

pondiente serie de términos positivos también es convergente, entonoces

se dice que la serie alternante es absolutamente convergente.
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Cuando una serie alternante es convergente, perc la correspondisnte

serie de términos positivos es divergente, entonces se le llama o0K=

dicionalmente convergente.

Para encontrar un valor aproximedo de la suma de una serie

slternante, se define el residuoc R ocomo la seriel

00

-1
R = I (-1)!1 = 8 - + - ssevsse
o P e B = %n41 = fne2 T %3

(suponiendo n = par).

De aocuerdo oon su definioién, R, representa el error al oon-

giderar el valor de la serie como la suma de los primeros n términos,

que el valor absoluto del error R, es menor que el
de la serie. Entonces, al tomar A
tiene una idea

Be puede demostrar
valor absoluto del término a .
48rminos para un valor aproximado de 1la serie, Se

del error, observando el término anfl' |

aproximar la serie

i

Ejemplo. Verificar que el error que Be comete al

o A nel

arménioa alternante I
n=l

a 15 términos es menor que 0,0625.

21 nel

Solucién, El enésimo término es dado port & = .

Al aproximar a 15 términos, el error debe ser menor que el

valor absoluto del t&rmino nGmero 16, Ahorat

it

816 16

Ll & s
< - %= = 0,0625

o Brror = RlS e T

R15< 0,0625.

e la razén es valida para series alternantes.

Nota. La prueba d
congiderando a

Esta prueba puede d
n en valor absoluto, con los siguient

emostrarse de la misma manera,

la razb es resultados:

©
e) la serie 3 '
— & e8 absolutanerte convergente mis
U || = 14 |-8t) |
$ 41 |n| im |—==1<1
> 00 n->mwl|l n

a
n -)Oo n __)m B.n

1 .
10,13 Beries de potencias., Una serie de potencias es una serie

;nfinita de potencias de una variable x.

La forma general de
Beries de potencias es la sigulentet ' ' 1

(4]
5 n 2
@ et anx = go +a1 I+821 +.v3 13 + sss6nee

80 &) 8o sscevssy 80D constantes. Obsérvese que una

serie de potencias puede considerarse como un polinomio de grado
infinitq. En partioular, un polinomio de grado n puede conside-
rarse oomo una serie de potencias en la que los coeficientes de

las potencias d
e X son ceros a partir dg 8,419 ©8 deoirs a =o

parak- (n+l), (n+2)’ se00nssecee o

Intervalo de convergencia. Cualquier serie de potencias de la

forma (:) es convergente para X = ¢ porque en este oasoy la suma
o valor de la seri i ;
e e8 igual al ntmero finito LR Para determinar

el conjunto de valores de X para loes cuales, la serie de potencias

.G

n

i-o a, X es convergente, se utiliza la prueba de la razén:
> 4 n 2 x3

z 8 X em. 8. 83 X &8sy X F +

nno n o 1 2 a3 @onvoee

‘n+l
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Sl

*n

: a
Ahoras 1lim |r|= 1im  |-BiL

v g o an \I‘ = |x| 1im

F e L ]
(porque | x| no depende de n) ig. 10.2

o 1 :
Sus tituyendo ;" = lim :ﬂ : Notas los extremos del intervalo de convergenoia, ouando bate
n.>o| n .

sea finito, deben investigarse por medio de otra prusba para
. eonvergencia o divorgenoin porque en esos puntos se tiene
1im |rn|- |x| P U P

A1 wpus il‘izm'rul = 1. v ppr lo tanto la prueba de la rasén no es

|
Abora, la serie serd convergente cuando este limite sea uplioab}o. :

J

)
i

menor que uno, de acuerdo con la prueba de la razén., Es decirt

Ejemplo. Determinar 6‘1 intervalo de convergenocia de la lerf.lol
z a . es convergente si | x g —=—=]+ X +F X FTEX F sesesnins
‘nmo I l oy | mmo 2° 5 % % :
° 1 : \
Sofx|< 7 (poxque > o). 5 Soluoifn. - \

\
\

P i nil

>
n -50 ®a : '

{

La expresién encontrada determina una vecindad alrededor

de x = 0, de longitud 2 (% ) « Por esta razén, al oonjunto de

ik
\‘.
|

s e i
, 2]1+l zn ’ 1
- = 1im e lin == = lim (F) =
valores de x para los cuales, la serie es convergente, se le llama P i n+l 2

1 ; nWe oo ~rR-T N8/, 2 n -»00
intervalo de convergencia de la serie ¥ al nfimero & se le llama : 2

. T8 de convergenoia est
radio de convergencia de la serie. La siguiente gréfica ilustra Entonoes; el radio o &

el intervalo io de conve x‘ r = —F—' = 2 la serie convergs para todo -2 <I < 2 y
e t v. i Ahor.. inv’ 8 bi encs 10. OXhI em’ s d.l in hOI. V&lOl
Desde luogo g 1 m Orva.lc y el radio de con ergenoi‘ do Oada gerlie de ] Eu'

) n
potencias de la forma @ dependen des Para x =21 I e 8 1l =1 #) =1t csscecs

' 8 n n=g

Jo = lim ———’:*1 ; ‘ iy

00
n-’m n x _E__-l-(-l+1+1+..00...
n

n=90 2

Para x = 2 8




En ambos casos lim u ¥ 0. Entonces, la serie diverge
n o
para x = + 2,

00 2
La serie L
n=o0 2

valo [-2, 2] gin inoluir los extremos.
+ P ! % Y
Ejeﬁplo 2. Determinar el intervalo de convergencia de la serie

A $ x} . ;
[+ n

—1:EL—— ! ess
2 nl m ] - X+ 2' - 3| + 2000

es convergente para todo x en el inter-

alternantes

n=o
"' Boluoidns

(R o) e

& i
n+l (n + 1)! " »

. 1
8 : (% )n+
e < T 14m nl 1

f> ; 4:ir ®a n >0 (n42) 1 (=2)"

3
= lim (357)=0
n ->00

l ia e8 T = l .oy
Entonces, el radio de convergencia -Fr' )

la serie es absolutamente convergente para todo X entre - 00 ¥y + 0.
00 n ' :
o {imero real
Es decir, la serie I ixﬂ-)_ es convergente .para todo niime j 28
' n=o0 .

Propledades fundamentales de las series de Potenclas. 81 la serie

0 4 ;
es ocon
de potencias L 8, X
n=o :
riable x, entonces se demuéstra rue es

s!derada como una funoidén de la Ve

ta funcién se comporta de

menera semejante a las funoionet polinomiales finitas, dentro del

Las i1lguientes propitdades fundamentales
4: establecidas sin demostracidns

jntervalo de convergencia.
de las series de potencias ser

00
i) La funcién f (x) = I a, x" e: contfnua en el inter-
n=o :

00
valo de oconvergencia de la serie

I a X, Por esta ragén, si
n=9

una funcién continua puede éxpresarse como una serie de potencias,

entonces se dice que la serie representa a la funcién en el inter-
valo de convergencia, .

2 ’ |
Ejemplo. Sea f (x) = - g~ Esta funoién puede desarrollarse

en serlie de potencias haciendo la divisidn:

Bl S g 0y s Ty
f(x) 2 - x 1+21+ZI +B-x3+.........

Ahora, 2§m°° encontrado que el intervalo de convergencia

de la serie z xn = 1 +%I "'%'12 4+ s0000s0s 08 8l intervalo
' n =g :

: ) n
[;25 é] sin incluir los extremos. Entonces la serie I =

n=9 2"

representa a la funcién £ (x) = 5 E = Dpara todo x entre -2 y 2.

Obsérvese que el valor de la serie es igual al valor de la funoién
para X en el intervalo de convergenoia [-2, 2] .

o
i1) 8i f (x) = & 8, 2", entonoes la derivada de la fun-
n=o )

0ién £ (x) es igual & la derivada, término a término, de la serie

() - :
b L %" en el intervalo de conyergencia. Es decirs f£'(x) =
nel
54 nel
g /n a, x =" para tode x en el intervalo de convergencia.
n ~=o
) 7376, | 2 R " o
Ejemplo. En el ejemplo anterior tenfamos f (x) = Sl —;E-
ne=Q
para todo ~2 < x € 2, '
: 2 R n x°
Entoncess f' (x) = 5= L para todo -2 <x < 2,
(2-x) n=o -

) ‘ ,
114) 81 £ (x) = E &, x°, enjonoes la integral de f (x) d x

n=g0 00

‘ 2 n
es igual a la integral, término a término de la serie L &, X 4 x,
: n=0

en el intervalo de convergencia. Es decir:




% . ®
j;f(x)dx-_/; a,
n=o

todo X en el intervalo de oconvergencia.

Ejemplo., En el ejemplo anterior:

2 s x
f(I)'z_x & nEl o para todo 2< x <2,

Entonocess

X o 2 dx x 20 xndx
[ (x) dx j:La__x fcfo T

\ n
Para todo x én el intervalo E-Z,- 2] .

X
Khoras  [¥ S4E 1L 21n (2 - 1), Entoncess

20
[} n+l
e RN 2) N B AP |
y n=o0 (n+1) Zn

@ n+l 2 En?_ |
.’.1n(2-x)-..—1- X ‘\;paratodog
2 v
‘ nmo | (n#1) 2°
entre -2 y 2, Hemos encontrado una férmula para caloular los
logaritmos naturales de los nfimeros entre cero y ocuatro. ILa
aproximacién en cada caso, depende del nfimero de términos que se

tomen de la serie.

10,14 Desarrollo de funciones en series de potencias. Hemos
establecido que si una serie de potencias se considera como una

funcién de x, entonces podemos encontrar las derivadas de la fun-
oién, derivando término a término la serie en el intervalo de
convergente. Ahora, dade una funcién de x, se puede encontrar
una série de potencias que sea equivalente a la funcién para
‘determinados valores de x. Consideremos primeramente el desa-‘-

rrollo de una funcién en serie de potencias de X.

Series de Maclaurin. El siguiente teorema .8e debe a Colin Maclaurin

(1698-1746) sunque algunos historiadores lo atribuyen a Stirling
(1692-1770) . El teorema proporoiocna una férmula para desarrollar

en serie de potencias de x,

cualquier funcién que satisface las
condioiones indicadas,

Ieorema. S5i una funoién £ (x) y sus derivadas de todas las Srde- .

nes, estén definidas en un intervalo alrededor de x = 0, entonoces

la series £ (x) = £ (o) + £' (o) x + f;' 0L 22 & ysuis e r(:) oL »

* sscesss Tepresonta a la funcién £ (x) para todos los valores de x
(n+1) -
tales que R (x) = £ (o) x B+l

(n+1) 1
n tiende a infinito.

+ s0se0 tiende a cero ocuande

Demostracién., Cualquier funoién definida en un intervalo alrededor

de x = o,_puede ser expresada en la siguiente serie de potencias
que es oconvergente por lo menos para x = of '

- 5 (Z) - ao +.31 x + 52 12 + ﬁ3 13 + esssc00c0se

Para x = 0 f(o)-o;o

Ahora, las derivadas de f (x) estén definidas en un intervalo
alrededor del cero. Derivando término a término, se obtiene:

£ (x) =3 &1 + 2 32 x+ 3 83 12 + -oyo-'oovr
Para x = 0 ;3 £' (o) -8,

Derivando de nuevos
rf' (x) = 2a, + (3) (2) 8y T+ teanees
Para x=0 t £'' (o) = 2 a,

pit (@_ 2 P (o)
2 2l

o.o 8.2 -
Volviendo a derivars '
£ (x) = (3) (2) ay + (4).(3) (2)'x + snssvsoesns

Para x =0 ¢t f£''' (o) = 3!

o " free o\
ay = L0

83




% . ®
j;f(x)dx-_/; a,
n=o

todo X en el intervalo de oconvergencia.

Ejemplo., En el ejemplo anterior:

2 s x
f(I)'z_x & nEl o para todo 2< x <2,

Entonocess

X o 2 dx x 20 xndx
[ (x) dx j:La__x fcfo T

\ n
Para todo x én el intervalo E-Z,- 2] .

X
Khoras  [¥ S4E 1L 21n (2 - 1), Entoncess

20
[} n+l
e RN 2) N B AP |
y n=o0 (n+1) Zn

@ n+l 2 En?_ |
.’.1n(2-x)-..—1- X ‘\;paratodog
2 v
‘ nmo | (n#1) 2°
entre -2 y 2, Hemos encontrado una férmula para caloular los
logaritmos naturales de los nfimeros entre cero y ocuatro. ILa
aproximacién en cada caso, depende del nfimero de términos que se

tomen de la serie.

10,14 Desarrollo de funciones en series de potencias. Hemos
establecido que si una serie de potencias se considera como una

funcién de x, entonces podemos encontrar las derivadas de la fun-
oién, derivando término a término la serie en el intervalo de
convergente. Ahora, dade una funcién de x, se puede encontrar
una série de potencias que sea equivalente a la funcién para
‘determinados valores de x. Consideremos primeramente el desa-‘-

rrollo de una funcién en serie de potencias de X.

Series de Maclaurin. El siguiente teorema .8e debe a Colin Maclaurin

(1698-1746) sunque algunos historiadores lo atribuyen a Stirling
(1692-1770) . El teorema proporoiocna una férmula para desarrollar

en serie de potencias de x,

cualquier funcién que satisface las
condioiones indicadas,

Ieorema. S5i una funoién £ (x) y sus derivadas de todas las Srde- .

nes, estén definidas en un intervalo alrededor de x = 0, entonoces

la series £ (x) = £ (o) + £' (o) x + f;' 0L 22 & ysuis e r(:) oL »

* sscesss Tepresonta a la funcién £ (x) para todos los valores de x
(n+1) -
tales que R (x) = £ (o) x B+l

(n+1) 1
n tiende a infinito.

+ s0se0 tiende a cero ocuande

Demostracién., Cualquier funoién definida en un intervalo alrededor

de x = o,_puede ser expresada en la siguiente serie de potencias
que es oconvergente por lo menos para x = of '

- 5 (Z) - ao +.31 x + 52 12 + ﬁ3 13 + esssc00c0se

Para x = 0 f(o)-o;o

Ahora, las derivadas de f (x) estén definidas en un intervalo
alrededor del cero. Derivando término a término, se obtiene:

£ (x) =3 &1 + 2 32 x+ 3 83 12 + -oyo-'oovr
Para x = 0 ;3 £' (o) -8,

Derivando de nuevos
rf' (x) = 2a, + (3) (2) 8y T+ teanees
Para x=0 t £'' (o) = 2 a,

pit (@_ 2 P (o)
2 2l

o.o 8.2 -
Volviendo a derivars '
£ (x) = (3) (2) ay + (4).(3) (2)'x + snssvsoesns

Para x =0 ¢t f£''' (o) = 3!

o " free o\
ay = L0
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Repitiendo el proceso de derivacién,; se encuentiraj

a_ = _SSE%_LQl donde f(n) (x) es la enésima derivada de f (!)o

n

Sustituyendo las expresiones obtenidas para a o 8yy 83y 83y

sessees 6N la serie originalt

£ (x) = £ (o) #+ 2! (0) x+«f;';-1-(-°—)- 12+—1%!|—‘9-)— 12 & yasuns

Ahora, para deteiminar los valores de X para los ocualee la
serie representa a la funcién £ (x), consideremos la enésima suma

paroials —
8. (x) = £ (o) +£'(0) +_1.’_'.'.T(2). 24 L_f_(i)_r(el,}‘
h \X o 0) x 3 x + . 3
De souerdo oon la definicién de R, (x), se tienes
8, (x) = £ (x) - B (x)
Aplicando liﬁites ouando n tiende & infinitos

lim 8 (x) = £ (x) - lim R (x) (porque £ (x) no dcpendo
A iihd ,de n en el 1imite).

Ahora, 1lim B/ (x) es el valor de la serie ¥ ouando
n -0
lim R (x) = o se tienes
n 0o

£ (x) = 1lim Sn‘(x)
n 5o,
Entonces, la serie representa a la funoién £ (x) para los

valores de X tales que lim ‘R (x) = o
n >0

L,C.D.Do

Notas Es importante obseryar que puede haber valores de X dentro

i

del intervalo de convergenoia de la serig, para los cuales
1im nn(x),lo. '
n-aw

Sin embargo, el intervalo (.3 gconvergencia voinoide con el

oconjunto de valores de X para los cuales 1lim H = 0 para las

funciones que hemos estudiado. (En generaizq)

Ejemp

emplo. Desarrollar en serie de Maclaurin la: funcién f (x) = o
L]

Encontrar el intervalo de convergenoia.

Solucién,

fx-x- 2
() @ a°+a.11+321+

a; =f (0) =e® =1
£'(x) = F

8y «f' (o) me® =1

£1 (x) = "

f"(o) e(."

%2 T ™2
fooe (x) = ex

fl'l
3} 31(0)

n
que f( ) (x) = e* para todo n = 1, 2, «c.ey Be tienes

(n) (o) e 1

a = - =
n nl nl nl

Sustituyendos

I- X X
-] l+x+ 21 + - 3i + eese ."_;I-I—'- F evecse

Intervalo d - T3 2
rvalo de convergencia: a ., Tat1) 1 } & Tul
Vi |

..0 P - ———-‘an+1 = ntl ! = B : 1
2" T gt oy R
nl :

n+ 1 n +

P= im|Q| = 1in - ln (—47)=0
n -»00 n -y o0 n = 00

‘o
Entonces r = = —%—-- oy la serie converge para todo

x real (- 0w<x <+ ®).

En este caso puede demostrarse que lim Eh (x) es igual a
n =00




294.

cero para todo X en el jntervalo de convergencia, es decir, para

t0do -~ < x < . £'(1) = 1. Entonces ;l-i |
Un valor aproximado del nimero e puede Ber obtenido de esta f"(r) p—— |
2
serie sustituyendo x = 1 en la serie e ml+tx+ -’231— + sssceey

se tienet £100(x) =

« Entonces:

2
X
2
-

- P 1
e =1 +1 '.'__r"“—l'_" sscssnser
f ? £'''(1) = 2. Entonces 2

a3 - -TT
Berie de Taylor. El desarrollo de una funcién puede hacerse sobre
un intervalo alrededor de cualquier nfmero g, cusndo se satisfacen
las oondiciones indicadas en el siguiente teorema debido a Brook

‘ Iv
Taylor (1685-1731). : N £7'(1) = -6. Entonoces

IV 6
f (x) B o Seme—
.

o =6
4" 7T
Teorema. Si una funoién £ (x), y sus derivados de todas las Srde-
nes, estén definidas en un intervalo alrededor de x = © entonoes

la serie: " (n) in x (x-l)-a(x-l) "‘3'(:-1) -
£ (x) = £ (o) + £'(o) (;-°)+.f__2_§2). (1_0)2‘_.“”4_{“‘0) . 1

(x - o)n # s.e00s Topresenta a la funoién £ (x) para todos los

valores de x tales que lim R (x) = o b = ..(_L__(—Ln
n -boo ‘

-Bustituyendos

b 1)4 + o000

Intervalo de convergencia. El enésimo término es dado por:

n+1
La demostracién de este teorema ©s semejante a la del teorema -(—)—-(——)——

: F (x—l)nﬂ -.
anterior. Obsérvese que la serie de Maclaurin es un oaso partioular n (<)L (z-2)® n

de la serie de Taylor, cuando ¢ = 0. la serie de Taylor psrmite

desarrollar funcicges que no estén definidas para X = O. - l . l

' ¢ rn I-l

n+1
Bjemplo. Desarrollar en serie de potenoias 1s funcién £ (x) = ln xy

Encontrar el intervalo de convergenoia. ' F l
n -ooo

x-1| linm R
e |5t |

Soluoién. Esta funcién no puede desarrollarse en serie de Maolaurin .
201u0 Dn

porque f (o) = 1n 0 no existe. Consideremos la serie de potencias - lx -1
de (x = 1),

2 ] Entonces la serie es conver nt.o ara los valores de. X
£ (x) =lnx=a +a (x - 1) + 8y (x=1)7 + ceoonnces g a
o 1 tales quet _
fl-lnlioo Entonces &_ = O
() ; 9 lx = l( 1 (por el oriterio de la razén) .
1 St .
£'(x) = = Esta desigualdad define el intervalo alrededor de x = 1 de
longitud 2 '

o z




1
Ahora &n+1
La serie encontrada nos permite caloular valores aproximados n " 1

de los logaritmos naturales para niimeros entre o ¥ 2. En este 3

4
caso, la serie resulté alternante por lo que el error, a2l conslde- Ent

7 onc -
rar el valor de la funoién igusl & 1a suma de los primeros B ‘ e rD g

n -0
términos, es menor que ol término nlmero (n+1). '

Aplicaoién al chloulo integral. Les aplicaciones de los desarrollos es T

LR
f? 4, Entonces, la serie converge para un

en serie de funoiones, BOB muy variadas. Hemos visto oomo 68 pueden intervalo alrededor del
6l ocero de lon
) gitud 8.

oaloular valores aproximados de logaritmos. las tablas de logarit—
mos y las de otras funoiones trascendentes como las trigonométricas,
ban sido elaboradas aproximando los velores por medio de desarrollos -4

o
en serie. Consideremos ahora, otra de las muohas aplicaciones del '

—

4
o
=

desarrollo en serie de las funciones de una variable. Supongamos El intervalo de convergencia conti
ene
que deseamos enoontrar 1a integral definida de una expresién dife- integraocién. Entonoes: al intervalo de

rl d x 2
gerie de potencies alrededor de un intervalo que contenga al inter- { 4 1? }_+ %Z
valo de integracién, ee puede integrar la serie término a término

rencial que no puede ser integrada. Desarrollando la funoidén en (;
1

y obiener un valor aproximado de 1a integral definida tomando un

ntmero n de términos de la serie integrada. x4 3 & o

-+
G) e * ) Gt TwEse)

Ejemplo. Encontrar el valor aproxima’d> & 3 decimales de la sigulente

integral definidas

+ 1

1 1
+
3(16 IB;'R—U -+ Tm 55 "
: 0.25 + 0,0208 + 0,00
: ® 1 +0.
Solucidn. Desarrollemos en perie de potencias alrededor de X = © 3 0.0006 + socvecse
SO U

1a funoidén f (x) = -——l??-. Por la. fé6rmula de Maolaurih o haoiendo '

Después del ouarto térmi

X | término, 1

s la primera cifra signifi

la divisién, se obtieno: estd despuds de la ocuarta ocifra decimal. =

ouatro términos: Entonoesy aproximando a
4 o 4 - 12 .

x
VA VAL U1 Redondeando a tres decimalest

dx 20
Tntervalo de convergenciae. E1 enésimo coeficiente es dado pors 5 = 0.275
1

4 - x

Ejercioio 37,

Te
mas Becuencias. Convergencia y divergencia.




1. Determinar si las siguientes secuencias son convergentes

o divergentes.

1.1 1’ 4, 7, R Y ] 3!\ -, 2, escseanse

nl- 1
n

1 1 E\ N
1.3 "2_’ "g’ sovenreeny ('5) g oescess

1.4 g ®semvccey bt g teessesen

2
1.2 0,%,'3”4, cnnvesny

g oo

n-1
1.5 l, -1’ 1’ -1’ .l.‘l., (-1) ’ 'R R N

2, Establecer la ley de formacién de los términos de las

siguientes secuencias y determinar si son convergentes o divergentes.
2.1 4, 8, 16’ CRCO R A 2.6 2’ 4, 6, 8' [(EE R ENE N

1 3 'EREE KRN}
2.2 %-,-_%;, 35 eene 2.7 | 5579054 59 ‘

2.3 1 1 2.8 (1)(2),(2)(3),(3) (4),(4)(5),.. ..

4 1
2.4 2 2.9 1, ’7’—64 , oo,:cvo-

1
2.5 2.10 1, =, %-, Sy eeeeeeees

3, Encontrar los primeros cuatro términos de las siguientes

érmi determinar si son conver-
secuencias, dado el enésimo termino u, Y

gentest
‘ 3.1 3-6
3.2

3.3
3.4

3.5

Bjercicio 38,

Tema. Series geométricas. Regla de L'Hospital.

l. Determinar si las siguientes series geométricas son
convergentes o divergentes. Cuando sean convergentes, encontrar
el valor de la serie:

TP | 1
l.l 1 S Y
+3+9+27+n¢o'-ooo-oa

£ n..l
1.2 21 (ﬂ) -1+ W +3+3W+ LR
N

Pei | § el et R R AL
nml 1000 1000 1000 1000 essssoe

le4 1 4+ 0.1 +0,01 +0.001 + ....00

1.5 B+4+2+1+"".l..'

2. Encontrar la fraccién de que proviensn los siguientes
nimeros decimales.

2,1  0.858585.00000s 2.5 0.8777Teevenses
2,2 0.9999 ceveceee 2.6 3.181818.......
2.3 0,125125125 2.7 0.21400400400¢+...
2,4 0.3225 e 5 s ¢ A

3. 51 la expansibén del ingreso es determinada pof el mul-

ot ¢ n-1 ‘
tiplicador m = I ~", encontrar una férmula para m cuando
n=1

X estd entre cero y uno. Determinar el multiplicador cuando la
propensibén marginal al consumo es o= 0,6.

4. Si la propensién marginal al ahorro es igual a 0.25,

encontrar la propensién marginal al consumoﬁzs y el multiplicador
del ingreso m.

5, BEvaluar los siguientes limites, aplicando la regla de
L'Hospital ot 1do sea necesarios

5.1 lin 32X 5.4 lim (1 - 32>

-
X -pCO X X -l 1 l-x




502 lim :
X -»®

5.3 1lim
Xx -

Ejeroidio 39.

Temat Convergencia y divergencia de series de términos positivos,

1. Demostrar que las siguientes series son divergentes por-
que el 1imite del enésimo término ouando n tiende a infinito es di-

ferente de ocero:

n /% &
1.1 2 + 5 + 10 + coscsccee

1+%+§ +.'l...l

1
-2+ + +

2. Determinar si las siguientes series son convergentes &

divergentess

' 1,2.,4
g .3+5+7+

ALED
202 + secesccnce + 4n+1 + s0vece

203 + poooeonne + ‘g + ....;......

n
n+ 1
L
=Y 1 O

1 1 + 1 +....ol'

1 ! -
WA " @@ 6 @) @b

1 1
._n;i——.1+ 51 + 3’ + cececne
n=l

-l+_.!_+ 1

Y& oYy

3 4 5
1n 3 * 1n 4 + 1in 5 + seccvecnes

2
2 *“%"*

e e

Ejercicio 40, '
Tema, Series alternantes: Series de potencias,

1., Determinar si las siguientes series son convergentes o

vivergentes. En caso de que sean convergentes, investigar £l son

absolutamenta convergentes.

@®
Nl 1 1 1
l.l nfl (-1) 2n - 1 5 - 7 + ssccese




1.3 ?(1)“'1 ——“—)
s = n+ 1

n=1

0
il e
n=l 1+n\n

2. Encontrar el valor de la sigulente serie aproximado
a 5 deoimaless

0 n-1
) - 'J:—]'.)—'—- l = 1 o 1 ! # cesscce

n=l nl 21 311! | (4}

3. Encontrar la suma de los primeros 10 términos de la
siguiente serie y comparar el error, oon respecto al valor de

"la serie, con el onceavo términos

[+ o] (_l)n—l 1

1 1 1 o0
¥ Mg (o+d) = - et B o T ®*

n=l

4. Encontrar el jntervalo de convergenocia de las siguientes

series y representarlo gréficamente.

4.1 1+I+12+x3"'0.'.....'!.'0.0.

00 n
x "1" 2 ‘l.‘ sssecee
4.2 nzl "";"' =X + 2 x® 3 13 + oo

n-l
1 T 2
4.3 __I;'r— -1"' E‘r 14-}1—1 4+ coecvecen

4.4 =

' 2 3 4
4.5 (1_1).*.‘_1_:.—1-)— o+ .LI__"'_})—- + i!'.'_;__l-)— * ok b s
2 3

(x - 2) + 2! (x = 2)% + 3! (x - 2)° + 4! AR g R

4.7 2 + + + 4 ' +
2x 813 1614

oo ssoesee

S8 (3 % (w3)® % (e 3)2 4 s DY 8 iaes

00 n-l
I m1+dxedPe
n=]1 n 4 9

4.9

Ejercicio 41.

Temas Desarrollo de funoiones en serie. Aplicacio. 8,

1. Desarrollar en serie de Maclaurin (potencias de 5) las

siguientes funciones y determinar su intervalo de convergencia.
lel £ @S (1 - x)

1.2 f (x) =3 (5 +67)

1.3 f (x) = In (x + Vl + x2 )

2. Desarrollar en serie de Taylor (potencias de (x - c)
las siguientes funoionesj para el valor indicado de g y determinar
su intervalo de convergencia.

2.1 f (x) = 1n x c=3
x

2,2 f (x) = o c=13

2,3 £ (x) =1n (L +x) 0o=0

3. Encontrar el valor aproximado a ouatro decimales de 1n
0,98 utilizando el desarrollo en serie de In (1 - x) encontrado
en el problema 1l.l.

4., Encontrar el valor aproximado a cuatro decimales de 1ln
1,04 utilizendo el desarrcllo en serie encontrado en el problema 2.3

2
5. BEncontrar el desarrollo en serie de Maclaurin de £ (x) = ™~

para encontrar el &rea aproximada limitade por la curva de f (x), el

eje de las x y las rectas X = 0 y x= 1.




Sugestién. Integrar la serie aproximada a 6 términos
entre los limites x ~0 y x =1,

6. Encontrar el valor aproximado a 3} decimales del nfimero

e utilizando el desarrollo en serie de f (x) = 01/3 encontrado en

el problema 2.2

Sugestién. Sustituir o = 3. CAPITUIO 11

MATRICES Y SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

11,1 Matrices. El estudio del &lgebra de matrices y sus &lge—

bras isomérficas de Espacios Vectoriales y Transformaciones
Lineales, proporcionan la base matemidtica para el desarrollo de
nuevas téonicas de optimizacién de funciones lineales de varias

variables sujetes a condiciones laterales lineales. La progra-—
maocién lineal y el planteo y solucién de modelos lineales exigen
conocimientos bésicos de esta rama de las mateméticas que se ha
denominado Algebra Lineal. ‘

Empezaremos por definir el concepto de matriz y la notacién
matemftica que serd utilizada. las matrices se definen, en ge-
neral, sobre los elementos de un sistema algebraico llamado oampo.
Limitaremos el estudio de las matrices al campo de los nimeros
reales, es decir, sus elementos serén del sistema de nimeros

reales, que satisface las condiciones necesarias para ser un

ocompo e

La forma general de una matriz m_ x n es la giguiente:
811 R-lz PR R aln

8.22 sos e aan




Sugestién. Integrar la serie aproximada a 6 términos
entre los limites x ~0 y x =1,

6. Encontrar el valor aproximado a 3} decimales del nfimero

e utilizando el desarrollo en serie de f (x) = 01/3 encontrado en

el problema 2.2

Sugestién. Sustituir o = 3. CAPITUIO 11

MATRICES Y SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

11,1 Matrices. El estudio del &lgebra de matrices y sus &lge—

bras isomérficas de Espacios Vectoriales y Transformaciones
Lineales, proporcionan la base matemidtica para el desarrollo de
nuevas téonicas de optimizacién de funciones lineales de varias

variables sujetes a condiciones laterales lineales. La progra-—
maocién lineal y el planteo y solucién de modelos lineales exigen
conocimientos bésicos de esta rama de las mateméticas que se ha
denominado Algebra Lineal. ‘

Empezaremos por definir el concepto de matriz y la notacién
matemftica que serd utilizada. las matrices se definen, en ge-
neral, sobre los elementos de un sistema algebraico llamado oampo.
Limitaremos el estudio de las matrices al campo de los nimeros
reales, es decir, sus elementos serén del sistema de nimeros

reales, que satisface las condiciones necesarias para ser un

ocompo e

La forma general de una matriz m_ x n es la giguiente:
811 R-lz PR R aln

8.22 sos e aan




306,

Def. Una matriz m x n es un arreglo en m hileras y n columnas
de nfimeros reales. Nétese que A; es uaa watriz 1 xa j A(j) es una matrig
mx l.
Ejumploas
11.2 Transformaciones elemental~3s en hileras, De acuerdo con su
o8 una matriz 2 x 3 definicién, las matrices constituyen un conjunte infinito de

elementos, (arreglos de nimeros reales en m hileras y n columnas),

sobre los cuales definiremos operaciones para formar propilamente
un Algebra que es el Algebra de las matrices. Antes de definir

operaciones con matrices, definiremos las llamadas "Transformaciones

3 4 es una matriz 3 x 3

i elementales en hileras! de una metriz con el propésito de relacionar
5 /5 b | las matrices con los sistemas de ecuaciones lineales y al mismo

tiempo motivar el estudio del
El doble subindi¢e en los elementos de la matrigz permite iden- . S . 1 W e

tificar la posicién de oualquier elemento, pues el primer subindice
jndice el nfmeré de la hilera y el segundo subindice indica el nfinero

conceptos fundamentales a la solucién de sistemas de ecuaciones

lineales. Consideremos primeramente las siguientes definicioness

de la columna a que pertenece cada elemento. Aii, por ejemplo, %34 Def. Multiplicar una hilera de una matriz por °m nfimero real ¢
es el olemento que estd en la la. hilera y en la cuarta columna de es multiplicar cada elemento de la hilera por el nfmero real ;;

la matriz. ‘ ocuestién.

84 n = m, se tiene una matris ocuedi.da. Sim = 1, la matris : c A =0 ( 819 8400 st B4y ) = (o Biq9 © Bypy veeey

es una matriz hilera y si n = 1, serd una matriz columna, Es oon=
) c

veniente observar la semejenga entre una matriz cuadrada y un de- &n )

terminante y hacer notar que son conceptos matemiticos totalmente Def. Sumar 2 hileras de wna matriz es sumar sus elementos corres—

distintos. Una matriz es un arreglo de nlimeros, misntras que un pondientes.

determinante es un nfmero que se obtiene de acuerdo con su defini- oy Bl W A Sl %

cibn. .
Ay + A = (ail’ 2309 .....,'ain) + (ahl’ 809 seeed ahn)

resa en forma compaota

Notacién compacta. La matriz m X n 86 exp

- (a + a - 1 ceese a, + )
de la siguiente manerat 33 %030 ¥2 ¢ *n2’ * 80 T Ppn

Ao ((a )) m x n donde: 313 = Elemento en la hilera Las transformaciones elementales en hileras son las siguientess
: 1 -

4 y colussa i (1) Intercambio de 2 hileras cualquiera.
(i1) Multiplicacién de una hilera por un n@imero real diferente

La hilera i se denota para Ay = (311' =0V, bl A ain) de cero,

la column J 8¢ fencts Dass alj (iii) Suma de un mltiplo cualquiera de una hilera s otra hilera.

8
A(JL 2l Observemos el efecto de estas transformaciones en la matriz

general m_x n:

a

nj




e evssscwnese

Qeosscsscscsess

SosvevernsRee

ml amz Seccseevosssse &mn

la transformscién (i) intercambia 2 hileras de la matris,
digamos Ai ¥y Aj y el resultado esi

all 312 cosesvcenesese aln

9-21 8.22 eecsnvsoeceense

a 2 Goevscevessces )

m mn

la transformacién (ii) multiplica la hilera A, por un nfimero

real o diferente de cero y el resultado est

*

Sosscevresnnennee Bln\\

Seessssnccoerssen a2n

sessescassssccce 08

a-ml am2 eevoovR0OROPOOANS

La transformecién (iii) suma un mfiltiplo de A
Ai ¥ el resultado es:

3 a la hilera
all &12 esssbevosanssossen aln

321 522 eeocses0ennocoans 82n

.
ail + oajl ai2 + cadz ascsesssses

TR R R ajn

8m2 oit.oc.olooo-o...lamn

11.3 Egquivalencia de matrices. Una matriz A es equivalente & otra

matriz B si puede transformarse A en B por medio de un nimero finito

de traunsformaciones elementales en hileras.

Notaciént La relacién A ‘es equivalents a B se denota por A~~B.

1a relacidn A~—B es una relacién de equivalenoia, es decir,

satisface las leyes reflexiva, simétrica y transitiva.

1. Ley reflexiva. Cualquier matriz A es equivalente a si nisma
A~-A., Esta ley es inmediata de la definioién de equivalencia,




2, Ley simétrica, Si A es equivalente a B, entonces B
es equivalente a A. En simbolos:

81 A—~—B, entonces B~-A,

Esta ley se deduce de que para ocads una de las transformaciones
elementales en hileras puede encontrarse a otra transformacién ele-
mental en hileras que invierte el efecto de la primera. Por ejemplo,

el efeoto de la transformacién que intercambia la hilera Ai con la

hilera Aj puede invertirse por medio de la transformacifén que inter-
cambia la hilera Aj con la hilera Ai.

81 A~~B, entonces, por definicién, puede transformarse A enB
por medio de un ntimero finito de transformaciones en hileras. Apli-
ocando las transformaciones inversas, puede transformarse B en A por
medio de un nfimero finito de transformaciones elementales en hileras.
Es deoir, B~—A,

3. Ley transitiva. Si A es equivalente a B y B es equivalente

a G, entonces A es equivalenie a C. En simbolost
Si A~B y B~_C, entonces A—~C.

Esta ley también es inmediata de la definiocién de equivalencia

de matrices,

1l.4 Formas reducidas de una matriz. Por medio de transformaciones

elementales en hileras, podemos reduoif una matriz a oigrtas formas '
especifiéas que son fitiles para 1a solucién de sistemas de ecuaciones

1lineales. Las formas reducidas que utilizaremos son las siguientess

1. Forma reducida inferior. Se dice que una matriz tiene una forma
reducida inferior si, después de aplicarle transformaciones elementales

oconvenientes, cuando esto sea necesario, satisface las siguientes

condioiones: i
a) El primer elemento difergnte de cero (elemento principa )

de cada hilera es uno.

b) Todos los elementos bajo el elemento principal de

cada hilera son ocero.

2. Forma reducida en escaldn.

Es una forma reducida inferior
que ademés satisface las siguientes condiocionesi

0) los slementos sobre cada elemento prinocipal son cero.
d)

°)

Las hileras de ceros, si las hay, aparecen al final,

Sea hi el nfmero de la columna que contiene al elemento
principal de la hilera i. Entonces: h, < hj si
i< j. Esto significa que los elementos principales

de la matriz estén escalonados a la derecha y hacia
abajo.

Ejemplos,

l. ZEnoontrar una forma reducida inferior de la siguiente matriss

Para las transformaciones elementales que se aplicarén a la
matriz, utilizaremos nlmeros encerrados en ofrculos para indiocar
multiplicacién de la hilera por el nlmero en cuestibén y flechas

para indicar intercambio de hileras o suma de un mGltiplo de una
hilera a otras

4

5 .ED
By ey

! 4 / 1
o~ 0 =X 7 0
<;Z~ 0 11 C;‘;’)\0

La filtima matriz B es una forma reducida inferior de la
matriz A.




Nétese que el camino seguido para encentrar la forma reducida
es un proceso Sistemdtico enm el que se aplica una sucesién de irans-—
formaciones elementales para satisfacer las condiciones necesarias.
La primera ocondicién es que el primer elemento diferente de cero en
la primera hilera sea uno. En el ejemplo, esta condicidén se satis—
face en la matriz original A, Despuds los elementos bajo el elemento
principal de la primera hilera deben ser ceros, lo cual se consigue

sumando & las hileras después de la primera, miltiplos aﬁropiados

de la primera hilera. El siguiente paso es que el elemento principal

de la segunda hilera sea uno, lo cual se consigue por medio de trans-

formaciones elementales con las hileras después de la primera tratando

de evitar fracciones que complicarian los céloulos posteriores. En
el peor de los casos, hay que dividir entre el primer elememsto di-
ferente de cero de la segunda hilera para obtener un uno como

elemento principal. Este procesoc seé repite hasta satisfacer todas

las condiociones necesarias.

Para la forma reducide en escalén, el proceso es completamente

seme jantes

Por ejemplo:
Encontrar la forma reducida en esoalén de la siguiente matrizs

1 =2 1 3
Am| 2 0 il 4
= f i -
Utilizando las misuas 1ndioadionae que en ejemplo snteriors
Y 2 ~.2'13©—vl.2
2 0 4 -1 2| o 1
= R 0 -1

17 17 0 17 17 17/11
8 1] [~npl® 1 8 7 ™o 1 ~3/11} =
11 19 o O 1 10/14/\0 O 10/11,

Le matriz B es la forma reducida en escaldén buscada.

B

Sistemas de ecuaciones linsales,

Pard resolver un sist
R : ¢ ema de ecuse
lineales, tenemos los métodos de eliminacién estudiados en

el 41
gebra elemental. Estos métodos resultan sumamente laboriosés

cuan (
do el nlmero de incégnitas en el sistems es grande, digamos

n 5anite -
&s de 3 incégnitas. El método de Gause es un proceso organizado

de eliminaocidn qQue, con la ayuda de matrices y form

reducidas
resulta s j 3 ’

or uno de los mejores métodos para resolver sistemas de
ecugoiones lineales, '

Sistemas cuadrados. Consideremos la forma

B ecuaciones lineales con n incégnitas:

general de un sistema de

4

all xl * ala XZ + cecessses T &lx] xn

X
a21 1+&22 x2+llconono.+azn X.n

(D4

Lanl xl + 5n2 xz F abecoscee * ann‘xn

La eliminscién gaussiana consiste en eliminar Xl en todas las

ecuaciones después de la primera. Después, eliminar X2 en todae
las ecuaciones después de la segunda, y asi sucesivamente hasta la
incégnita X,1 que se elimina en la Gltime ecuacién., Al terminar
este proceso y si el sistems (:) es consistente, se obtiens un sis-

tema equivalente que se transforma'en la forms reducida de Gauss

)
dividiendo cada ecuascidén entre su primer coeficiente, Es decir,

el sistema original se reduce al siguiente sistemas

[
X1+C12X2 + 013 x3+a.-.--. +

Cln-l Xn--l = Cln

+ RO N o4
o § R e * Con3 %no1 * %

xh~l




De la Gltima ecuacién se tiene ei valor de X = d De

la penfiltima ecuacién, ee obtiene X ., en términos de X ouyo
n-1 n

L

valor d_ ya se conoce y &bl sucesivanente hasta llegar a Xl.
n

——

Do la forme reducida de Gauss (::) , 8e obtiene la si-
guiente férmula para obtener cade incdgnita en términes de las
que le siguent 5
z Cl) X,

PR s B

El método de Gauss puede efectuarse traba jando finicamente
oon el cuadro de coeficientes y los términos independientes de

las cuaciones del sistema. Consideremos la siguiente definicidni

11.5 Matriz esociade 8 un sintema de ecuariones lineales. Es

la matriz que se obtiene agregando a la matriz del cuadro de coe-

ficiente, la columna de términos independientes.

En nuestro sistema general I, la matriz asociada es:

312 aesscvscae aln

peeono e azn
2
L)
.

ann

De scuerdo con ésto, hemos establecido una ley de corres—
pondencia que asocia a cada sistema de ecuaciones, una matriz y a

cada matriz, el correspondiente sistema de ecuaciones. Inmediata-
mente podemos deducir el siguientes

j 1 ion
Lemas Matrices equivalentes corresponde a sistemas de ecuaciones

: 3 2 L
lineales equivalentes, es decir, sistemas que tienen exac

tamente las mismas soluciones.

Demostracién: Si en 1a matriz asociade al sistema, efectuamos

j : i 5 matriz
tyransformaciones elementales en hileras, obtenemos uns
equivalente ¥ el efecto de cada transformacién elemental en

igten ! jente es el siguientes
hileres sobre el sistcma correspondie gu

El interv.mbio de 2 hilerass produce un intercambio de las 2 co-

rrespondientes ecuaciones en el sistema.

La multiplicacién de una hilera por un nfimero real diferente de

cero equivale a multiplicar la ecuacién correspondiente por ese
nfimero.

La suma de un miltiplo de una hilera a otra hilera, equivale a

sumar un miltiplo de una ecuacién a otra del sistema.

Puesto que 8stas transformaciones conducen a sistemas equiva-
lentes en el sentido de tener las mismas soluciones, se concluye

que matrices equivalentes corresponden a sistemas de ecuacionees li-
neales equivalentes.

Con la ayuda del lema que acabamos de demostrar, el método de
Uauss puede realizarse de la siguiente maneras

1. Se ordenan las inocSgnitas en las ecuaciones para obtiener la
matriz ssociada al sistema.

2, Por transformaciones elementales en hileras se encuentra la
forma reducida inferior.

3. Be establece el sistema correspondiente a la forma reducida in-
ferior que tendrd las caracteristicas de la forma reducida de

Oauss de un sistema de eouaciones.

Se resuelve como antes, determinando los valores de las inolg-

nitas de atrds para adelante, es decir, empezando con xn ¥y

terminando con Xl. Este iltimo paso del proceso puede efeo-
tuarse directamente de la matriz en su forma reducida inferior

eliminando el paso 3.

Ejemplos Resolver el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

Xl + 2 Xa + X3 = 2

xl - x2 e 2x3 L 5

le + 12 + X3 = ]




La matrip A, asociada al sistema ess

g 112
A= l -1 =215
CsauE RN AR

Enoontramos ahore su forma reducida inferiors

0-3 -3
03

‘ o 1 1 ) = i (forma
@ reducida in-

ferior).

De la écuacién correspondiente a la filtima hilera, se obtiene:

X3 = =~ 3, De la hilera anteriort

Sus tituyendo xs - .3

oo NL=3==-1

X2 - 2

De la primera hilerat
x1 L 2x2 + x3 = 2
11-2-212-X3
Sustituyendo 12 Yy 13 s
X

1

Xl - 1

-2 a-4+3

Entonces la solucién es X, =1 3 X, = 2 13 = 8 4

11,6 Método de Gauss-Jordan. Si el sistema general ouadrado (:)

es consistente y la matriz asoociada al sistema se transforma a su

forma reducida en escalén, entonces se obtienen los valores de

las incégnitas en la fAltima columna porque la matriz asociada

ge reduce at

-]
o

evosscses O o

O sessssse O
O esoesecves I
= ovescsess O o

k
n

°
eescsesesssnee

Entonces, el sistema correspondiente a esta forma reducida
es precisamentes

Kl-Kl ;XZ-KZ 'coooon,xn-xn

Esta variante del método de Oauss se conoce como el método
de Oauss-Jordan y aparentemente es mejor que el primero. Se puede
demostrar que el método de Uauss-—Jordéin generalmente requiere mayor.
nfmero de operaciones numéricas que el método de Causs., Sin em-
bargo; todas las operaciones numéricas se hacen sistemdticamente a
través de las transformaciones elementales en bileras y se obtienen
los valores de las inoégnitas directamente de la forma reducida

en escalén,

Ejemplos Consideremos el sistema que resolvimos en el ejemplo
anterior. Aprovechando la forma reduoida inferior, encontremos

lasforma reducida en esoalént

¢ 1) 12 18 o) ¥ & 1 ol \@ 1\
n§°114~°1 1 Jl~lo 1 o 2
-
0 0 1 -3 0 0" %1 -3 o 0o 1 8

De la .orma reducida en escalén, se obtienen los valores de

las incégnitas en la ltima columnat

ReliGr2ik=-3




1 Sistemas reotangulares. Los sistemas roofangularoa de m

ecuaciones lineales ocon n inoégnitas pueden resolverse oon la .
ayuda de la matrig asooiada y sus formas reducidas., Consideremos
primeramente el sistema general oon mayor nfmero de inobgnitas
que de ecuaciones, (m & n)

r s
811 % t e X + sesssceene Y8y X = bl

.21 xl + .22 xz *+ Jsnssseene + .an xh 4 b2

k.hl x, + .hé x, + seesecccce t R X = b.

Le matriz ascoiada a este sistema es la sigulente:

.11 ‘12 [ EREE R R R NN aln

.21 322 ctcesnsse .an

.hl ‘nz sesesssen .hn

Supongamos que en la forma reducida inferior resultan T

hileras diferentes de oero, con r == m , Entonces, si denotamos

por B a la matris equivalente a A ¥ correspondiente a la forma
reducida inferior, eliminando las bileras de ceros, se ‘tienet

012 c13 eoeseiee Cln

023 ....I'. cZn

' . . C
0 LR cr r+1 LR rn

Nota: las hileras de ceros se eliminan porque corresponden a

ecuaciones de la forma o = o que 1o contribuyen a la solucién del

sisteme., De la filtima ec
oids se obtiene x  en términos de X . 9 Xp4pr cvetc) X e

uacién correspondiente & esta forma redu-
De la

misma manera se obtienen las demée incégnitas en términos de las

que le siguen. Entonces la férmula general para las inoégnitas

resulta:
n
Xy =d, - I VA T T K e
ot g M PG e

Ahora, si la matriz asociada al sistema se transforma a
su forma reducida en escalén C, se tiene:

l 0 80000000
elr+l onocoes Oln

o

N R T °2r+l cereses O

soo00

o

0% 2ssdseed ®

r v+l m

Entonces, de las ecuaciones correspondientes a esta forma

reducida se obtienen las inocdgnitas X1y Xy esessy X €N términos
T

de las inodgnitas X 419 Tpypy ceeee Xy las ouales pueden- tomar
valores arbitrarios., La férmula general para las incégnitas

resulta la siguiente:
n
x, =f - I e

b e iy A

i3
ceceey X + Arbitrarias.

x
r+1? Tr42?

En este caso, se dice que el sistema es indeterminado

porque tiene una infinidad de soluciones, Si en el sistema asb-
oisdo & la forma reducidea aparece una contradiccidén, por ejemplo

o = 5, entonces el sistema no tiene solucién y Be dice que es

imposible. (Ver ejemplo 2).

Ejemplo 1. x + 212 + 13 = 15
211 Xy = Xy 3

Solucién. Consideremos la matriz asociada para obtener su forma

reducida en escalén:




15
3

1 |15
=3 |-27

@A |o

2 1 15
5 1 3/5 |21/5
o -1/5 [21/5
1 3/5 [21/5

21 1
Entonoest xl = 5 + 5 13
13 1 arbitrario
- o)y
9

12 3

El sistena es indeterminado porque para ocada valor de :l’

encontramos una solucién. Por ejemplo, Para 13 m 4

Hedeg-s

2 12
i il e

Entonoes, X, = 53 %" 33 Xy = 4 forman una soluoién del

sistern,

Ejemplo 2. Resolver el sistemat
x +x, - 13 =5
211 + 2:2 - 213 =

Soluoiéni

De e fi)tims ecuaocidn correspondients a esta forma reducida
se tiene: O = 2, Entonce~ el sistema es imposible porque no
tiene soluoién debido a la contradiccién obtenida. En este ejemplo,"
las ecuaciones del sistema corresponden a dos plancs paralelos ‘en

el espacio de } dimensiones y por lo tanto no tienen puntos en comfin,

Consideremos ahora los sistemas de ecuaciones lineales con
mayor nfimero de ecuaciones que de incégnitas. En este ocaso también
podemos utilizar la matriz asoclada ¥y las formas reducidas, para

resolver el sistema o decidir que os imposible.
Ejemplo. Resolver el sistemas

X+ ysd
Xwy=1]
2x +3y = 15

Solucién., La matriz asociada es la siguientes

Encontremos su forma reducida inferiors

2 R
-l
2 3

1
-2

&,
9




De la iltima eouacién se obtiene la contradiceién 0 = 4,
Entonces, el sistema es imposible, es decir, no tiene solucién,
En este ejemplo, las eocuaciones del sistema corresponden a 3

lineas rectas en el plano que no tienen punto en ocomfin,

Observacién, El rango de una matriz se define como el nfimero de
hileras no-cero en una fovma reducida de la matriz. Entonces, el
rango de la patriz de coelicientes de un sistema de ecuaciones
lineales es menor o igual que el rango de la matriz asociada al
sistema y se obtiene la siguiente conclusiéni

a) El sistema no tiene solucién, si el rango de la matris

de coeficientes es menor que el rango de la matriz asooiada al
sistema, 1

b) El sistema tiene solucién, una o una infinidad, si el
rango de la matriz de ooeficientes es igual al rango de la matris
asooiada.

11,8 Algebre de matrices. Hasta ahora, hemos definido las ma-

trices, las transformaoiones elementales en hileras y las formas
reduocidas de una matriz. Definiremos ahora el concepto de
igualdad y operaciones entre las matrices para formar'prop;amento
el Algebra de las matrices.

Igualdad de matrices. Dos matrices son iguales si sus elementos

seme jantemente dispuestos son igualest

81 A= ((aid)) y B = ((bij)), entoncess
| A =3B sl aid = bij } para todo i, J.

Observacién: La definioién de igualdad implica que para que 2
matrices sean iguales, deben ser de las mismas dimensiones ¥
edemfs idénticas. La relacién de igualdad entre matrices es pro-
plamente una relacidén de equivalencia, es deoir, satisface las

leyes reflexivas simétrica y transitiva.

1. Ley reflexiva: A = A para cuaslquier matriz A. Esta ley
o8 inmediata de la definioién.

2, Ley esimétirica: Si A = B, entonces B = A, Esta ley
también es trivial de la definicién y de la ley simétrica en el
&lgebra ordinaria de los niimeros reales.

3. Ley transitiva, Si A =3B y B = C, entonces A = C,
Demostracidn.

Hipbétesis: A = B, es docir St bij para todo 1 y j. Ademés
B = C, es deoir biJ =0y para todo i y j.

Entonces, por la ley transitiva de las igualdades en el
&lgebra ordinaria de los nfimeros realess aij = oij para todo 1 y j.

Es deoir, de aocuerdo con la definicién de igualdads A = Ce

.Ogeraoiones.

I. Suma. La suma de 2 matrices m xn A y B es otra matriz m x 1
ouyos elementos se enocuentran sumando los elementos correspondientes
de A y B,

En sfmboloss 851 A= ((a;,)) ¥ B = ((v;)

A+B = ((a,) + (o) = ((agy +3y0)

Nétese que para que 2 matrices nean sumables, es necesario

que sean de las mismas dimensiones.

Propiedades de la suma. La suma de matrices tiene las mismas pro—

piedades que la suma de los nfineros realess

1. Ley ssociativas (A+B) +C= A+ (B+ C) para cualquier

matrices Ay B y C, que sean sumables.
Demostracién. Sean: A = ((Aid)) j B= ((bid)); C= ((cij))
sionois; (AFR)+ O E(aij)) + ((bij))] + ((0g))

= ((agy+ by )) + ((cy4))

= (((ayy+ by )+ Cyy ))

- ((a,id + (b13 + Cij) ))




= ((ag)) + ( (v, ) + ((cy,)) )

= A+ (B +0C)

2, Ley conmutativa., A + B = B + A para cualquier 2 mairices m x n

Ay B, La demostracién es semejante a la anterior.

3, Matriz nula. Para cualquier matriz. A m X n, existe otra

natriz O mxn tal que ¢ A + Omxn = Omxn + A = A,

A la matriz O mxn se ls llama matrig nula y hace las veoss

del cero en la suma del &lgebra ordinaria de los nfimeros reales.

4, Inversa de suwa, Para cualquier matriz. A mxn existe otra

matriz -A, mxn cuyos elementos son los negativos de los elementos
de A tal que:
A+ (=A) = Omxn

Demostraciéns A + (-A) = ((313)) + ((-aid))

= ((ayy= 8yy)) = ((9)) = Ommn

Observaocién. El sistema algebraioco de las matrices tiene, hasta
ahora, las mismas caracteristicas del Algebra ordinaria de los
nlmeros reales. - ElL &lgebra moderna llema Grupo & una esiruotura
matemitica con las oaracteristicas hasta ahora establecidas, es

decir, el Algebra de mairices es un grupo conmutativo bajo la

operacién de suma. BSe le 1lama conmutative porque satisface la

ley conmutativa que no es una condicidn necesaria para ser grupo.

11, Multiplicéci6n por esoslar. Si ¢ es un escalar (nGmero real

oualquiera) y A es una matrig mxn, entonoee la multiplicacién de

o por A es otrn matriz mxn, ouyos olementos son los de A multi-

plicados por C.

En sfmbolos: ¢ A = o ((a13 ) = ((e aij))

Propiedades de la mulliilicacién por escalar.

1.

Ley asocial \ 3
cialiva: o, (02 A) (cl c,) A.

2, Ley distributiva. a)

o (A+B) =cA+o3B para cualquier

2 matrices mxn A y B y oualquier escalar o.

b) (cl + 02) A = o, A+ c, A para cualquier
2 reales o) ¥ Ope
Ceros o A = Omxn para cualquier A mxn.
Identidad: 1 A = A para cualquier A mxn,

Las demostraciones de éstas propiedades son inmediatas de

la definicidén y de las propiedades algebraicas de los niimeros

reales. El estudiante puede hacerlas como ejercicio.
Ejemplos:

1, Dadas las siguientes matrices, encontrar el resultado de las

operaclones indicadas ocuando la expresidn tenga sentidoi

2 1 -4 0

C. Resp.s No son sunables.

3 2 1 =1
NPV

2 1 -4 0 2




mton = - . -
toncest A B = C ((oik)) dondes o,
1.6 3 A~ 2C. Resp. No tiene sentido. : J=1
1 3 2 | - ail . blk +> 312 bzk » evces + ain bnk
1.7 4A~-6D+3B= -6

1 -4

En ?artioular, 81 D es una matriz hilera y E es una matrig
columna se tienes D = (d.. 4 a, ) 1
I‘l_ L L B B x n
Ml TS 1 12 Int ==

-5 3 20

22 \3B 2

f12
DE =
El producto de una matriz A min (d

11 Qg2 eeeeeeedyy) [ epy | = djjeyy +dygey) = e +dy 0
por otre matriz B nxp es otra matriz

IIT, Multiplicacién de matirices.

C mxp en la que cada elemento .
gse enocuentra sumando lo® productos de los elementos de la hilera que

n
en1[ = ;151 415 °5

lo oonitiene en el primer factor por los correspondientes elementos

de la columna que lo ocontiene en el gundo faotor.

Entonces si expresamos nuestra matriz general A mxn denotando
Bn simbolos, seani

a

sus hileras con la notacidén establecida, es decir Ai - (ail Bip see

11 812 sensye &ln

ain) ¥ la matriz B nxp denotando sus columnas de manera semejante,

b
) o o2
es decir B. - ka resulta, de acuerdo oon la definicidn:

&21 8.22 esoee a.zn
de ((ag) = | °

a . ° -
il bkp

'

&ni1

AB = ((a) () = (1) 3@, .0, 8(R))

Ay (1) A 3@ ... A 5(®)

A, (1) s, (@ ..., A, p(?)

Al; p(1) A 5@ ... . p(?)
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De este resultado se deducen las sigulentes observaciones

importantes respecto a la multiplicacién de matrices: -

1. La primera hilera del primer factor "genera" la primera hilera
del producto al multiplicarse por las columnas del segundo faotor,
En general, la hilera i del primer factor "genera" de manera seme-
jante la hilera i del producto.

2. Si A es mxn y B es nxp, entonces A B = C es mxp, Es deoir el
produoto tiene tantas hileras como el primer factor y tantas co=-

lumnas como el segundo faoctor.

3. Para que 2 matrices sean multiplicables, es negesario que el
nfmero de columnas del primer factor sea igual al nfmero de hileras
del segundo factor.

E;]emglo.

-1
A=
4 1

Engontrar C = A B

Resp, p
1 5 =5
C = 0 3 . 8 10 -1

5 1 -4 -4 11 15

Le multiplicacién puede organizarse convenientemente para

comprobar los resultados de la siguiente mane;a:

5
6 (20, Factor)
2

3
1
S
6

1
2
5.
5.
8

10 17
-4 11 22 (Resultado)

9 27

Las comprobaciones pueden hacerse sumando las columnas' del
ler. factor para formar otra hilera como se indica en el ejemplo_
¥y multiplicando esta nueva hilera por las columnas del segundo
factor para obtener una hilera adicional en el producto que debe

ser la suma de las columnas del produoto. La base de esta compro-

bacién son las propiedades de la suma ¥ la multiplicacién de los
nimeros reales. Otra comprobacién seme jante puede hacer sumando
las hileras del segundo factor para formar una nueva columna y
multiplioando las hileras del primer factor por esta nueva columna
para obtener una columna adicional en el producto que debe ser la

suma de las hileras del producto.

Propiedades de ls multiplicacién.

1. Ley asociativas A (BC) = (AB) C para cualquier matrices A, B y
C que sean multiplicables en orden indiocado.

2. Ley distributiva. A (B + C ) = A B + A C para cualquier ma-
trices B y C que sean sumables y multiplicables por la igquierda
por la matriz A,

3. Cero. Si A es mxn, entoncess
A Ogxp = Omxp
4., Tdentidad. Si A es una matriz cuadrada nxn entonces:

Y S
A In = In A = A donde

In es una matriz nxn con unos en la diagonal principal y
oceros fuera de la diagonal principal. Es decir:

1 84 4i=3
In = ((C{ij)) donde: "t
0 Si 1¢ 3

la demostracién de estas propiledades se dejan como ejercicio.

Observeoidn. La multiplicacién de matrices no tiene todas las pro-

pledades de la multiplicacién en el &lgebra ordinaria de los nlimeros
reales. Por ejemploy la ley conmutativa no es cierta, en general para

1a multiplicaoién de matrices. Es deoirt A B # B A, en general,




Beta y otras preopiedades del &lgebra ordinaria que no se oumplen
i i - .
en ol &lgebra de mairices debilitan su estructura y es importante ° RS S G e e L
. t
T L A TN Fom M TDrolonee pera svitar srroxes odos sus elementos sobre la diagonal principal.

Potenciss de matrices. Habiendo definido la multiplicaoién de
matrices en general, podemos ooncentrar nuesira atenociém en las

a sesnsecee B
metrices cuadradas para definir el oconcepto de potencia entera = @
positiva.

812 ccecsevse &ln

Def. Si A es una matrisz ousdrade nxn y p es un nimero entero posi- Bag messeeeee iy,
$ivos
‘p .L“A esose AJ

-

Entoncess

321 essoccscee 8 1

p factores A n

#socsercoe a-nz

Las propiedades inmediates de esta definicién son las sigulentes:
1, AP A% . P79

2, (‘?)Q - AP0

Las propiedades de la traspuesta son las siguientest
Nétese que estas propiedades corresponden a 2 de las 5 leyes

1 A, Es
fundamentales de exponentes en el Algebra de los nimeros reales. 1, Lla traspuesta de la traspussta de A os igual &
Por otra parte la potencis de matrices ouadradas que hemos definide | ~ deoir (A')" = A.
tiene lao siguiente falla, que es una consecuencia de la no oconmutati-

Dem, Bi A= ((“13)) e nxn, entonces por la definicién:
vidad do la multiplicaodéns

)) y reaplicando la definioién se obtienet

(AB)p ¥ AP BP, en general. ‘ i ((aJi
(A" = ((ay ) = &

El oonocepto de potencia tiene importancia para olertos modolos
dingmicos en economia, en los que se utilizan conoceptos como los
siguientes:

2., (kA)' = kA' para cualguier nfimero real ko

Dem, BSea A = ((313)) nxn
84 AP = 0, entonces A es Nul-potente de indice p.

2

KA = ((kaij)) por definicién.
Bi A

= A, entonces se dice que A oo idem-potente,

k+l

Ahoras (kA)' = ((kaij))' - ((kaji)); por definioién
84 A

= A, entonces A o8 periédios de periodicidad ' :
Entonces (kA)' = k ((aji)) = kA
—34:9 Traspuests de una natriz ouadrada. Be otra matrip ouadrada ouyes
trices es igual a la suna de
solumnas son las correspondientes hileras ‘do la matrig original. &n 3., La traspuesta de una sura de matrice gu

. e L A + B P

Traspuests do A = A' = ((ay))




332,

Dems Sea A = ((aij)) yB = ((bij))’ dos matrices nxn.

A +B = ((aij + bid)) por definiocién de suma

(A+B)'= ((a.Ji + bji)) por definiocién de traspuesta.

- ((ag)) * ((oy)) = 4t 7+ B

4, La traspuesta de un producto es igual al producto de
las traspuestas de los faotores en orden inverso. Es deocir:

(AB)* = B' A',

Dem. Sea A= ((aij)) yB = ((bjk))’ dos matrices nxn. El elemento

general del producto C = AB es, por definicidéns
n

C,, = L
ik jm1

Aborat (AB)' = C' = ((Cik))' & ((cki)) = (( " L . By bji))

aij bjk

Por otra perte desarrollando B' A' y observendo que los sub=

fndices 1 ¥ givarian ambos de 1 a n, B8 encuentra ques
(AB)* =B'A'

11,10 Matriz simétrioca. Es aquella en la que los elementos

seme jantemente situados oon respecto a la diagonal principal, =on

iguales. Es deoirs
A = ((aij)) es simtrioca, 81 8;4 = 844 pa?a todo 1y 3 = 1y 2

ceoyp Do '

Ejemplo.

es una matriz

-5,

gimétrica 3 x 3.

Corolario. Si A es gimétrica, entonoces A' = A.
N apm——————————

Matriz enti-simétrica. Es aquella en la que los elementos seme jante—

1 son iguales Ppero

mente situados con respecto & la diagonal prinocipa

de signo contrario. Es deocir:

A = ((aij)) es anti-simétrica si:

g ™ ™ W todo i ¥y

o 3 1
~3 0 4
ol ol 0 5 Es una matriz anti-simétrica 4 x 4
2 1 <5 0
Corolario. Si A es anti-simétrica; entoncess A' = — A, Inmedia-
tamente se deduce que si A es anti-simétrica, los elementos de
la diagonal principal son ceros.

11.11 Inversa de una matriz. La matriz inversa A_l

de una matrig
cuadrada A nxn es otra matriz cuadrada tal que A A'l = A'l A=1X
— n

La inversa de una matriz cuadrads no siempre existe segin
veremos adelante.

La propiedad fundsmental de la inversa es la siguiente:
(s 3)~ Nk A

Nétese el cambio de oxrden en el producto de las inversas (lado
derecho de la ecuamocién). Ademds, es necesario que A y B tengan

inversas para que ésto tenga sentido.

El problema de la determinacién de la inversa de una matriz
cuadrada A es uno de los temas fundementales del &lgebra de matrices
por sus mfiltiples aplicaciones. Existen diversos métodes para re~
solverlo, de los cuales serdn considerados los 2 métodoa que utilizan
los conceptos establecidos, ademds de la teorfa de determinantes

que condensaremos en segulida. (Capitulo 12).

Antes de atacar el problems de la determinacidn de la inversa,
veamos una motivacidén en nuestro objetive fundamental que es le

solucién de sistemas de ecuaclones lineales,

El sistema general de n ecuaciones con n incégnitas tiene

la formas




a,, X
11 1 + 512 x2 + se0s + .uln Xn - bl IO é
8 términos independientes los reunimos tambié
8. + * seee + 8 X =9 2 n en una
2l 11 822 x2 en 'n 2 matrig columnas

L] L e
L] © 'Y

8 Kyt e Kyt K o=b,

Esta expresifn general para el gistema lineal puede com-
pactarse utilizandélsumatoriaa simplest
[- n
£ “13 xj - bl ' Entonces el sistema puede expresarse en términos de matrices
J=1 de la sigulente maneras
n

L azjuxj = bz

1
ju1

11 b
g ‘ % by
n ' - . -
L351 anj Xj = bn

Esto puede expresarse en forme nés ocompacta utiligando una

0O seat AX =B

sola sumatoria, de la siguiente manerat _ Supongamos que la inversa Afl de la matrig cuadrada A existe.

5 _ Entonces multiplicando ambos lados de la ecuacifn por A’l por la
Y Xy = by 1=1; 2y cesy N ~ igquierda, se tienei
J=1

' Alax=nts
Consideremos shora, la matris del ouadro de coeficientess

Por la ley asociativa y las definiciones de inversa e iden-

- | tidad, se tiene: )
a sesse B8 3 . L =1
12. in & 2) %+ Afl 3

522 eence Gzn IX.A"IB

Y L
B L

= A8
a.na eenoe Bn

81 las incégnitas las expresamos en uns matriz columna | Entonces, la solucién del sistema general de n ecuaciones

lineales con n inobgnites, es igual al producto de la inversa de
la matriz del cuadro de coeficientes por la matriz columna de

t8rminos independientes.




Ejercicio 42.

Temat Matrices. Transformaciones elementales y formas reducidas.

1l; Encontrar Uda forma reducida inferior de las miguientes

matricess
1.1 1 -2
3

1.3

10
14 15 16

2., BEncontrar la forma reducida en escalén de las siguientes

matrices.

2.1 2,2

Ejerciocio 43.

Tema: Sistemas de ecuaciones lineales, Métodos de Gauss y de
Gauss..Jordéan.

1. Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones lineales
por el método de Gauss:

el =
2xl + 3x2 14 1.2 X + 212 + 13

.-311_ x2n7 211--12—213--1

= 1

%
x, + 512 + 313 = 2

r

T, + Xy + 13 + 14 = () 1.4 x, + x, - 13 + 14 + 215 = 3

2xl- 212+ 313- 14 = 10 ~211 - 12 +2x3 —.514+ 315 = 14

<
i 13 + 214 . 5 {-311 + 2x2 + 3x

3 +6x4— xs = )

Ex14 5x2 + 213 - 414 m 11 x, + X+ 213 - 314 * !5 =6

\-xl - x5 - 2x3 + 4x4 + 215 = 3

2. Resolver los siguientes sistemas lineales por el método
de Cause—~Jordant

241 <r3x1 + 212 = T f‘xl ES x, - 4x3 -]

: 5x1 + 612 = ] 211 - %2 + ng * 1,.
3x, + 212 -6x3 = 4
x, + xg‘+ Xy = 1 ?xl +x, + X3 + X, - 1

3x1 + 6x2-- 313- 2 X - 2x2 +x3 - 714 = ]
fxl + 3x2 rs 313 =2 511 +x, + 2x3 w 1

-x; + 5%y - Xy = 5x4 = -l
[ ;
Xy =Xy 4 Xy = 3 ex) + x5, = 5
2x, + 3x, - Xy = 9 3x, - 2x, = 8

L \'le+712-12




2.7 211 - X5 + 313 - 4 2.8 311 - Xy + 13 + 214 = 10

tengs mentidos
311 - 212 + 13 = 1

3.3 AD 3.4 BD
3.5 ABGC 3.6 ABD

3.7 CAB 3.8 A (B +D)
Ejercioclo 44.

3.9 3 AB .24 310 DB +BD~C
Temas Matrices. Operaciones fundamentales. 3.11 4CA (B ~D) 3.12 (B +D) (B «~D)

3%y = Xy 4 By 4

1. Dadas las siguientes matricest Sugestién: Pueden utilisarse las propiedades de las operaciones

¥ los resultados que se van obteniendo en los prime-
To8 problemas para resolver loz (ltimos,

Ejercicio 45

Temas Potencias de matrices. Traspuesta.

anti~aimétricas.

Matrices simétricas y

1. Verificar que la siguiente matriz os idem-potente.

Ehoontrar el resultado de las siguientes operaoionee cuando

141/ A|$/B 1.2 A+C | h | 3 5
1.3 B +C 1.4 A+B+0 Verificar que la siguiente matris es nul~potente y
1.5 A-B-C 1.6 A+B+D determinar su orden,
1.8 A+D+E
1,7 A+B+C+D .

11
1.9 A+ 28 1,10 5B - 3D oy 5 2,6
1,11 38 - 2F 1,12 D - E + 2F el

t ' ] Encontrars A3 - Az + 3A - 21, sis
2. Utiligando las matrices del problems anterior, encon rar

la expresibn tenga sentidos

la matris X, tal quet

24+ 30 =B -5K+40=C <A

3+ Dadas las matricest Verifioar que la siguiente matriz es peribdica y deter-
B =
H

1 3 1 mingr su periodicidads
A= 2 4 -1




6«

Yy k = 6, verificar que (k 4)'=-
2 k A'.

Verificar que (A B C)' = C'B'A' pars las matrices:

PEER N

Te

Demos trar que si A e3 cualquier matriz cuadrada nmm,
enfonceat
7.1 A + A" o8 una matriz simétrica

7.2 A = A' es una mairiz anti-simétrica

143 4 --% (A +4A') 4+ % (A -~ A'). Bas decir, cualquier

matris nxn puede expre-
sarse como la suma de
una matrig simétrica y

una anti-simétrica.

Expresar el siguiente sistema en forma matricials
211 +x, + 213 =1
e T, - 4x3 =0
3:1 + x, + 213 - 2
Verificar que la siguylente matriz ‘es la inversa del
cuadro de coeficientes y resolver el sistema aplicando
la férmula X = A'l B 1
o | 0 1
T 1 -3
-2 =1/2 3/3

CAPITUIO 12

DETERMINANTES, INVERSA DE UNA MATRIZ

12,1 Determinantes, los determinantes son arreglos ouadrados

de nfineros en hileras y columnas que tienen un valor numérico de
acuerdo con su definieifn, Las férmulas para resolver los siste-
mas de ecuaciones lineales mpugieren la definicién de los determi-
nantes, que simplifican notablemente la expresién para la. solucién
general de los sistemas lineales.

Connideremos el sistema lineal de 2 eousciones con 2 in-
obgnitass

87 %) tap =

b

21 9 ¥ 8as 5 W9
Resolviendo por oualguiera de los métodoe de eliminacién,
88 obtienes

by 855 = By 8y

821%2




6«

Yy k = 6, verificar que (k 4)'=-
2 k A'.

Verificar que (A B C)' = C'B'A' pars las matrices:

PEER N

Te

Demos trar que si A e3 cualquier matriz cuadrada nmm,
enfonceat
7.1 A + A" o8 una matriz simétrica

7.2 A = A' es una mairiz anti-simétrica

143 4 --% (A +4A') 4+ % (A -~ A'). Bas decir, cualquier

matris nxn puede expre-
sarse como la suma de
una matrig simétrica y

una anti-simétrica.

Expresar el siguiente sistema en forma matricials
211 +x, + 213 =1
e T, - 4x3 =0
3:1 + x, + 213 - 2
Verificar que la siguylente matriz ‘es la inversa del
cuadro de coeficientes y resolver el sistema aplicando
la férmula X = A'l B 1
o | 0 1
T 1 -3
-2 =1/2 3/3

CAPITUIO 12

DETERMINANTES, INVERSA DE UNA MATRIZ

12,1 Determinantes, los determinantes son arreglos ouadrados

de nfineros en hileras y columnas que tienen un valor numérico de
acuerdo con su definieifn, Las férmulas para resolver los siste-
mas de ecuaciones lineales mpugieren la definicién de los determi-
nantes, que simplifican notablemente la expresién para la. solucién
general de los sistemas lineales.

Connideremos el sistema lineal de 2 eousciones con 2 in-
obgnitass

87 %) tap =

b

21 9 ¥ 8as 5 W9
Resolviendo por oualguiera de los métodoe de eliminacién,
88 obtienes

by 855 = By 8y

821%2




Consideremos ahora el sistema lineal de 3 eouaciones

con 3
inpcégnitass

lll Il + ‘12 12 + 313 13 = b1

854 zl + 85 X, + 323 13 - b2

BOAT A3 5 HeG h s
Resolviendo por cualquiera de los métodos de eliminacién, se

obtienas

b ' +b ik
. wod 22 %23 T U3 Biofyy *hy 855 8o Py 855 81y ~boay ey, ~biasaey,

18y, 8y, £33 * 921832813 * 83 85385 - %31%2"13 “21‘12“33"11‘23“32

I all bz 533 +a21bj a13 + a31a2}b1 ~331b2313 'a21b1“33 - a11b3323
11 %22 233 81 327137 83183810 ~ ByyApptyy 85815853 ~885385,

T

iy 1182203 * 85783507 + 83;Bo815 = 8398550) ~ayiay by ~ 8y D8,

Detemi nte de orden 2,

3 B11 Bagfyy * Rppfiohyy ¥ ey 8yip — Byganatyy - By)8)p055 = Aayyey,
Ja deduccidén de estas férmulas y el tamafio de los sistemas con-
siderados indiecan que las expresiones para determinar las incégnitas

se extienden ripidamente o medide que aumentamos el nfimero de incégnitas,
Para el sistema general de 4 ecuaciones con 4 inoégnitas, las f8rmulas
pars oada una de las inofgnitas son coclentes de sumas de 24.produot0l
cufdruples, Sin embargo, observando la estructura de las férmulas en
ocada uno de los sistemam, ese encuentran oaracteristicas comunes como

las siguientes: a) El denominador es el mismo para todas las inoég-
nitus de un sistema; b) El nlmerd de términos positivos es 1gﬁal al
niimero de términos negativos en cada uno de los numeradores y denomina—
‘dovesjetoétera. Estas observaciones sugieren la definicién del con-
ocepto de determinante,

Considersmos primeramente las definiciones particularss de los
determinantes de orden dos y tres, para aplicarlas a las férmulas

para los sistemas ouadrados de 2 y 3} inobgnitas,

B 6 ) s )
A +
De acuerdo oon esta definicibén, las férmulas para el

sistema cuadrado de 2 incégnitas, resultan:

b, app 811

by a5 851
891840 %13

851 822 Sy

Determinante g€ owden 3.

817 89p 833 F 8y 835 813 + 8y 84

8y = 8y) 855 813 = 8py 815 833~ 87 833 By

macién de los productos cuya suma define a los determinantes.
De acuerdo con la definicién del determinante de orden 3,
las férmulas para el sistema cuadrado de 3 inc6gnitas resultans
b) 812 813 UL e
o B2l 823 821 P2 %23
b3 832 233 831 P3 833
211%12 *13 #11%12 %13

a

. [B31232 B33 #31%32 233




et s £ |
P2l ™43

Baa-tiaindd

De estas férmulas para las incégnitas, se deduce la siguiente
regla préctica para resolver por determinantes, los sistemas cuadra-—
dos de 2 y 3 incognitas,

Regle. las incbgnitas son cocientes de determinantes con las si-
guientés caracieristicas:

a) FEl denominador es el mismo para todas las incégnitas e
igual al determinante del cuadro de coefigcientes.

b) E 1 numerador de cada inobgnita es el determinante que
resulta del determinante denominador comin, cambiando la columna
de coeficientes de la inobgnita en cuestién, por la columna de tér—
minos independientes.

Observaciones.

1. Es importante observar que las incégnitas deben estar
ordenadas en columna y si falta algune inocégnita en una ecuacidn,

gu coeficliente debe conslderarse como 08I0,

2, Esta regla para resolver por determinantes sistemas cus~
drados de 2 ¥ ;'incégnitas, os vAlida también para gistemas cuadra-

dos de cualquier n@mero de incbgnitas, segln se verd después.

Ejemplo. Resolver por determinantes el siguiente sistema de ecua-
olones lineales:

x_l+12+213-1

2xl - Xy + 313 FS—

Xy + 212 + 13 = 4

Solucién,.

Aplicando la regla establecida y evaluando los deter-
minantes de acuerdo con su definicidén, se obtienes

Denominador comfin de las inc6gnites = D '
-1 48 43 42 -2 6 = 4
1

12 + 12 48 43 —6 = 4

Numerador de x, = N
. x

2

1

-3 3 416 43 46 -2 -12 = 8
4

Numerador de x, = N
3 x
3
& 1l
» 2 1 <3| w4443 41 846 =4
3
2 4 ”

Sustituﬁendo los valores encontrados, se tienes
x
= 1




Entonces, la solucibén del sistema es:

Generalizacién del concepto de determinante. Conesideremos shors

la definicién del determinante general de orden n para aplicarla

8 le Jdeterminacién de la inversa de una matriz y a la soluoién ds
g#istemas de ecuadiones linsales con igual nfmero de eocuvaciones que
de inofgnitas, Debe entenderse y desde luego puede verificarse,
que la definloidn que daremos s ocontinuacién no contradice las

definiciones particulares de los determinantes de orden 2 y 3,

Determinante general de orden n, Es la suma algebraioca de todos

los productos que pueden formarse tomando como factores wnc y sbélo
un elemento de ocade hilera y de cade columna, oon signo positivo

o negativo de mouerdo con lo siguientet

El determinante general de orden n tiens la format

all 312 6eco s aln

ael &22 coovseson aen

% ssecsscsne 8
®n1 ®n2 . nn

Tomando en cuenta que los B, ;80N nimercs reales, podemos
“

cambiar el orden de los factores en cada uno de los sumandos de
la definicién general de manera que los primerce sub-Indic
ordenados 1, 2, 3y e<voy No Bntonces; cualquier t6rmino ¢
tiene la formas

&1_ a7 o
“Jl ’ L2 2 njn

i i 3 j : ién los niimeros ’
donde Jp dp seees J, s una permutacidén de lo

mbi 2 nfimen nonsacutives de una
eeop N Ahora, un intercambio de 2 numercs oo 3

permutacién se llama una trasposicién, Si el nlmerc de traspo

necesari
arias para que la permutacién Jl 32 essae Jn quede ordenada_

del 1 al n, es par, entonces el producto es positivo., 8i es impar,
el producto serf negativo,

Observacidn., Ia evaluacién de determinantes s partir de la defi-

nicién general es més laboriosa y complicada, a medida que aumenta
el orden del determinante. Sin embargo, los determinantes tienen
Propiedades de las que se deducen métodos para su evaluacién sin
necesidad de encontrar los n! productos de n factores cada uno que
establece la definicién. (El estudiante puede intentar evalusr
el determinante general de orden 4 a partir de la definicién).

" Consideremos las definicién de menor y cofactor de un ele-
mento de un determinante: |

Def. El menor ge un elemento 24 de un determinante es el deter-
minante que resulta eliminando la hilera y columna que contienen al
elemento en cuestién, es deoir, eliminando la hilera i y la.columﬁa

d del determinante original. Utilizaremos la siguiente notacién:

Menor de a, , = M

i3 ij

Def. El cofactor de 8y es igual a (--1)i+d por el menor de 8y e

En sfimbolos:

= [ 3 i+d
Cofactor de 844 013 (~1) M

i

12.2 Desarrollo de Laplace. El valor de un determinante es igual

al de la suma de los elementos de cualquier hilera © columna mule

tiplicados por sus respectivos cofactores. En simbolos:
alz LR N ald oo e e

322 so00oe 8.23 esesoe

&iz onoe 313 LR )

L] L
L L]
L

anz eos e ahj ceveos




atgonce ' 0 utili t =
' e -
tonces '] i zando matrices: 'A I I A' ' ° D acuerdo con es ta, pPro

piedad, lo que sea establecido para hileras, seri cierto también
para columnas,

im= 1, 2,-.-., n

NI, 25 voep m 2. 81 se intercambian 2 hileras (columnas) cualquiera, el

determinante cambia de signo. En sfmbolos:

Laplace demostrd que estas expresiones son equivalentes e %11 o eeaei 811 892

iguales precisamente al valor del determinante. Por otra parte,
ev00e % a a.
el desarrollo d Laplace proporoiona una alternativa para definir g
el determinante general de orden n. o .
Ejornlo. Evaluar el siguients determinante desarrolléndolo por _ . i1 %32

los cofactores de la primer columnat
2 1 -3

(-3)]3 5|1 41

&na vooeo a,na

“n2 (20 ~-6)+3(5+9)+1(2+ 12)

=28 + 42+ 14 = 84 3. Si se multiplioca una hilera (columna) cualguiera por

==t un niimero real diferente de cero, el determinante resulta mul-
Propiedades fundamentales de los determinantes. Para obiener tiplicado por ese nfinero,

me jores métodos de evaluacién, se demuesiran las propiedades de
lou determinantes que ahoi sintetigamos. Kstas propiedades se all Bip evove 810 84 L

deducen de la definicién del determinante general y las propiedades Bn) Bpp seese By ' ayy
de los nfimeros reales. El estudiante puede demostrarlas ocomo J

L] L °
ejercicio, A : : :

oca esen0B a
1. S5i en un determinante Be intercambian las hileras con i2 in il

L]
las correspondientes ocolumnas, el valor del determinants no =¢ : : s

° .

altera. Es decir: 8n1 ®n2 nn ®a1 #n2 nn

a a esece 8 all
11 12 in 4. Si dos determinantes difieren por los elementos de una

"1 2 T ‘ hilera, digemos la hilera i, entonces pueden sumarse de la &i-

: . : s guiente maneras

anl anz spoeee B.nn




all 512 TR 'a-ln

&21 822 ooo--aan

. il o
. . ot
. o ®

ail a12 eoese B in

. o
° -
. .

a'rll an2 .....&nn

all 312 seese aln

321 322 oo e azn

. . o
. ° o
° . ®

b, ®

anl anz LR R ann

all 312 assns 81n

321 a22 essce azn )

L
°
° e

81110y 240%0pe 00y, %0,

a,nl ana Pescoe B.nn

5o Si un determinante tiene 2 hileras (columnas) iguales, entonces

su valor es cero. Es decir:

&1

312 essven aln

322 sesnes

%n2

6 8i se suma a una hilera (oolumna) un miiltiplo cualquiera de

i tera.
otra hilera (columna), el valor del determinante no se alte

simboloss

all a12 se e

8-21 822 LR

o 5 R

831 %02

PECRCNC R N a
a11+bajl 812+b332 in

En

eeseeessoesonesn 8.1n

PR R R R L B azn

+ b ajn

°
°
.

snes 8,

seesseenasnsen Jn

a
nn

351,

12,3 Evaluacién de determinant

es.,
damentales de las determinantss Yy el

establecerse un proceso sistemftico p

Utiligando les bpropiedades fuh.
desarrolle de Laplace, puede
ara reduoir de orden un deter-
de orden 2 6 3 que se evalfia

rs Bl proocesc puede desoribirse

minante hasta obtener un determinan g

de aouerdo con su definloildén partiocula
de la siguiente manerss

l. Se looaliza un uno en el determinante. 8i no hay unos,

#e traneforma el daterminante, de acuerdo ocon sus proplededes, para
obtener un elemento igual a uno,

2, Se hacen ceros los elementos de la hilera ¢ la columna

que contenga al elemento uno seleccionado,

utiligando para esto la
propledad 6,

3. Se desarrolla por menores (desarrollo de Iaplace) de la

hilera o columna que contienc el no y en la que los demés elementos
86 han transformado en cercs.

4. El determinante de orden n - 1 obtenido, se transforma de
la misma manera que el determinante original miguiendo los pasos 1,
2 ¥ 3 v asi sucesivamente hasta obtener un determinante de orden 2 &

3 ouyo valor se encusntra aplicando directamente su definieidn par-
tiﬂul&rc

Ejemplo. Encontrar el velor del siguiente determinante, reduciéndolo
& un determinante de orden 2: '

1
-2
1
3




e

IR L e

=

s W

) (_1)3+2

= ~ (12 - 56) = 44

12,4 Método de Chib, En un prooceso de reduccién de orden para

evaluacién de determinantes. Este método, ideado recientemente
por Chid, es um simplificacién del snterior y consiste en lo
siguientes

l, BSe localiza un uno en el determinante. En oaso de que
no haya unos, se transgforma el determinante en otro equivalente
que contenga un elemento igual a uno. (Este primer paso es idén-
tico al del método anterior).

2. Se eliminan la hilera y oolumna que contienen al elemento
uno seleoccionsdo para formar un nuevo determinante de orden n - 1
en ol que ocada elemento es igual al elemento actual del determi-
nante, menos el producto de los elementos que estén sobre la
oolumna @ hilera eliminados y en la,hilera y columna del elemento

en cuestidn.

En simbolos, ses D el determinantie que contiene un elemento

uno en la hilera k y columna p., Es declr:
e setovee a
.11 312 oeccssce alp 1n

sevccsese 8,
‘21 522 sosnceonn azp zn

° e :
° °
) L]

8y Byo seceocas 1 cevssvece By

L]

o
° L] *
° L

L enves &
anl .n2 cevoscoo Bnp coee nn

Entonces, el determinante reducido y equivalente a D ess

b -]
—
-]

alz ol aka Blp $ oeveesasn aln - akn a1p~
] 322 - akz a2p te0to0oe azn - akn azp

dseasshTese E? E?
Qf

“sevscccensce
sccecensenny

‘hl _— anp s ahz ol akZ anp 9 ocvevnse .hn - akn ahp

3. Se repiten los pasos 1 y 2 en este determinante de orden
R~ 1y asf sucesivamente hasta obtener un determinante de orden 2
é 3 que me evalfia directamente de acuerdo con su definicidn,

Observecién. El método de Chid que acabamos de desoribir corres-
ponde al primer método de reducecién de orxrden que desoribimos antes,
81 se observan las operaciones efectuadas, se puede explicar el
nétodo de Chio de ls siguiente manera: Localizado el elemento uno
on la hilera k y columna p se hacen osros los dems elementos de la
oolumna p sumando & cada hilera Ai, la hilera Ak multiplicada por
('.19)’ Entonoes al hacer el desarrolle de Laplace por los menores
de la oolumna p se obtiene el determinante reducido. EI mismo
resuliado se obtiense si se sigus el camino de hacer ceros los

demfs elementos de la hilera k.

Ejemplo. Consideremos el determinante del ejemplo anterior y ese-

cojamos el elementoc uno de la primeré hilera y segunda columns para
hacer la reduccidn de oxden por el m&todo de Chfb:

1 (M)l N\ =2 «(1)(0)y 3 =(1)(0), 1 - (1)(0)
2 0 3 1= |1 _(1)(-2), <2 -(1) (1) ,-4=(2) ()

1

3

-1 2 -4 3 ~(1)(@), 4~ (1)(2), 5~ (1)(2)
1 4 5




2 - (~2)(-3), =1 < (3)(<3)
2 = («2)(4)y 3~ (3)(4)

- . (_1)1+3 Entonces:

b seees 7

1 1n

-4 8

(36 80) b. snee 52”
10 -9 A

12,5 Soluocién de sistemas de eouaciones lineales por determi- ™ G
nentes. los sistemas ouadrados de ecuaciones lineales, pueden
ser resueltos por determinantes de acuerdo con la regle de
Oramer que proporclona una férmula pars la solucidén del sistema.
la demostracién de la regla de Cramer puede deducirse ds la

férmula para resolver un Bistema cuadrado por mairices y la £fér-

a ®so0e
n2
mula que encontraremos adelante para determinar la inversa por
determinantes. Por ahora, nos limiteremos a establecer la regla
Ejemplo. Resolver por determinantes el siguiente sistema de
para aplicarla a la soluoién de sistemas lineales ocuadrados.

eouaciones lineales:
Regla de Cramer. Las inoSgnitas de un mistema lineal cuadrado /

b o
1
son coocientes de determinantes. El denominador es el mismo

2x, - 2%, +2x -3
para todas las incignitas e igual al determinante del ouadro de 1~ g 3

+ 212 3x3 + 14 1

4
coefiolontes de las inedgnitas. EL numerador de ocada incégnita x 4+ 312 - x3 + x4 2

es el determinante que se obtiene del cuadro de coefioclentes de e

g™ 9

31 - 4x2 + X
. gl 3

las inodgnitas, sustiituyendo la columna correspondiente a la
inoégnita que Be estl encontrando por la columna de términos Solueion. Para apliocar la regla de (ramer, encontremos el deno-

independientes. minador comGn de las inobgnitas y cada uno de los numeradores:

: 2 -3 4
i @ ‘

En simbolos, sea el sistema general ouadrados &) Denominador comfin = D = L "y B
= 1 31 /1
Bll Il + 312 xz + sees t alj IJ % oBeeeft Bln In bl

X X, 3 -4 1 =1
a + a + seee By, Xt eeeee tBy X 7 bz .
21 22 23 73 n

"

Aplicando el método de Chib, con el elemento en primer

eescsevo
aosesce

hilers y primer columna oo0mo pivotes
=5 AB8CO

D= 1 -4 0
~10 =8 -4

o’
=

L:?l 11 LJ ahz xz + seee t an IJ + Bebenlt &nn xh =

Ahora, desarrollando por los cofaotores de la tercer columnas:




-3 2
b) Numerador de x, = le o 1
5 -4 1
Aplicando el método de Chib, con el elemento en primer hilera ¥y
filtima columna como pivotes

No. de hilera del pivote + No. des columna = 1 + 4 = 5. En-

tonces, le corresponde signo negativo,

-5 -5 -8 <5 [o5( LR
o 1 = -4 1 1 &
6 =2 6 =2 1

Aplicando de nuevo el método de Chié, con el elemento en
2a. hilera y primer columna como pivote: (1e corresponde signo nega~

tivo)1

= 4 (-56) = - 224

- =224
Entonces, X, 12 2

o) Numerador de X, =
2

5 1
Por el método de Chia, oon pivote encerrado en circulos
-5 -8 0
Nxz 1 -4 0
2 -8

Nx
2

®
2
1
3

Desarrollando por la Giltima columnas

-5 -8

" o 20 -
P 4 (20 + 8) 112

Entonces: 12 - :L%%g

d) Numerador de x. = Nx

3

~5 =5

1 1

=-4(5+5) =0

Entongesy x, = 0.t 2 0

3 - 112

o) Bustituyendo Xy X ¥ X3 en la primera ecuaciént

2+24+0 4+ .
x4 1

o 14-—3

Entonces, la soluoifn est
xl e 23 x2 = ]

= I 03 Xy = -3

12,6 Inversa de una matriz por determinantes, Una aplicacidén

interesante de los determinantes al flgebra de matirices es la

determinecién de la inversa de multiplioacidn A—l de una matrig A,

Bl teorema fundemental de determinantes para obtener la

férmula de la inversa es el siguilentes




Teorema: Bl producto de los elementos de una hilera oualquiera La traspuesta de A est:

de un determinante, por los correspondientes cofactores de otra
hilera, es cero. ; 811 8pp ccceee 81

En limboloa, s8it al2 a22 covese &na

. .
L] e

I s 3

8 a eses A
in "2n °*° nn

Entonces, por definicibén, la matriz adjunta A* es:

; entonces: Cyq Cpp eoeee Co1

012 022 @eveo an

cln czn eesbea cnn

I En notacién compaocta:

I 84 Cpy ™ 0 para tode 1 ¥ k

E 81 A= ((ay)) 5 4" = ((ag9)) 5 & = ((cy,))

Dem., La expresién I ‘13 ij e8 8l desarrollo de laplace de un

Bjemplo. Encontrar la adjunta A* de la matriz cuadradas
determinante que tiene 2 hileras iguales. Entonoces, por una de

las propiedades fundamentales de los determinantes, su valor es
08X0.

Definamos shora lo que se llama la matriz adjunta A* de una

Soluoidns
matris cuadrada A.

A' =
Def. la adjunta A* de una matriz ousdrada A es la mairis de
cofactores del determinante de la traspuesta de la matriz 4.

En simbolos, seat
nlz saceee aln

522 ecensce an




-3 ) ¢ 13
14 ~6 -2
5 1 =1

Oonsideremos shora @l producto de una matrig ouadrads A
por su adjunta A%,

all ‘12 ecasas Eln 11 021 seveoe Cnl

TR R ] azn beosoee cnz

°
L]

un

alj 023’ sectsy

“23 023’ saccag

%3 1y a3 %3

3=1 3=1

Los elementos de la diagonal principal son todos iguales
. desarrollo de Laplamoe por oofao%ores de lam diferentes hileras
del determinante de A, mientras que todos los demée elementos son
desarrollos de determinantes que valen cero por el teorema funda-

mental que acabawos de demostrar. (Tienen 2 hileras iguales).

’ A\
mtono‘a‘ l 0 .«l'oo OQOOQI N \'

1 eawee O]
AN = lf‘ . ~|al : /‘

0 seeee|d

-‘A\I

361,

Suponiendo que lA Ies diferente de cerc, podemos dividir ambos
lados entre|A|\para obtener:

A_a*
|41

Asociando convenientementa:

- I

A (T%T £%) = I

Entonces por definicidn de la ianversa A"l de uwna matrig A, se
tienes

Y '!%F{ A¥
Entonces, la inversa de una matriz puede ser determinada, en-

contrando el valor del determinante de la matiriaz ‘A |y 1os valores

de loe determinantes cofactores de la matris traspuesta que propor-
cionan la adjunta A*. Este es un método préotico para encontrar A-l
cuando A es uns matriz de pequefio orden ya que el céloulo de los
doterminantes cofactores se complica répidamente cusndo el orden de
|Al aumenta.

Corolsriot Uns condicién necesaris para que & tenga inversa, es

gue lAl sen diferente de cero,

Ejemplo. Consideremos le matiriz A del ejemplo enteriors

] 3 +

-l
2

13
-2

Encontramoss

3 )L
T 2
-1l =6

+ 42 + 2 = + 44




De acuerdo con la férmulas

\

3 1‘\ L3/84 11/44  13/4\ A
-1 4 (14/a4  -6/44  2/4s) = ko 1
2 5/ \5/aa. 1/aa <1/se/ \o o

Comprobacidng

At d

12,7 Demostracién de le regla de Cramer. La regla de Cramer puede

shora ser deducida de la férmula para resolver un sistema lineal
cusdrado y la f6rmula que acabanos de obitener para la inversa de la
matrig del ocuadro de ceeficientea.

El sistema lineal cusdrado tiene la forma matricigl: Ax = B.

La solucién general x esti dada por: X = A’l B. Sustituyendo A'l -

1

TIT A¥, se tiene: x = T%T A%B
i

Donde A* = ((C = Cofaotor de ayy -

sal) 5

®
b

Consideremos el producto A* B 3

cll 021 ses00 Cnl

Cis Chn seses
A* B - 12 22 cnz

cln czn oceno cnn

Oada una de las sumatorias son desarrollos de Laplace de
determinantes que se obtienen de A cambiando cada una de sus
columnas por la matris columna B. Ahora, en el enuncisdo de la

regla de Cramer, estos determinantes son los numeradores de las

inobgnitas, que hemos designado por Nx ? N_ 5 eeeny Nx o
1 B n
N
x.

Es deoir: 1

b b 4
A'B = 2

- 1 *
o Sustituyendo en x TKT (a*B),

N
X
n

se tiene la regla de Cramexs

12,8 Inverss por transformaciones elemeniales, ILa inversa de

ung matriz A puede ser determinada tambidn utilizando transformae

olones elementales en hileras. Empscsmos con la aiguienta'definioiGnt

Def, Las matrices elementales en hileras son las que 86 obtisnen

‘s la identidad por medio de una operacién elemental en hileras,




Ejemplo., Para la identidad 3 x 3@

Matrices elementaless a) \

J

0
0
b ¥

etoétera.

Abora, de ests definlcidng; pueden verificarse los casos

posibles del siguiente lema:

Lema. Bl sfecto que produce una tyansformacibn elemental en hi-
leras en una meirig ovedrads A, es el mismo que le produce la
multiplicacién por la isquierda por la correspondiente matriz ele-

mental en hileras.

i

Aplicacién del lena pars 1s determinscidn de la inversa A™ . Su-

pongamos que la matriz A tiene 1nVérna. Entonces, por transformacio-
nes elementales en hileras; enconiramos BU forma reducids sn escalén
que debe ser uns maitriz identidad I para que A”l exista segln se
verh enseguida. AL mismo tiempo, =6 Van encontrando lae matrices
e¢lementales en hileras correspondientes a las transformaciones

g

elementales efectuadas. Sean EJr EZ’ eveumy Eri las matrices clew

mentales encontradas. Batonces, de aousrdo con el lema:l
T A]] -J K
Er { 3 [2 ( 1 ) I

IUI ]‘a lEy agooj'a""i ai
(E E‘ ] deec s E‘ E2 El) A“I

Entoncess

- br Er-l 133 E2 El

Ahora, multiplicando por I smbos ladom:

A-l Il= (E B

r r'—l eses 00 E3 E2E1) I

De nuevo, por la ley ssociativas

L a=l .
A -Er esoececconon E3 Egz (El Ij}

Es deoir A_l se obtiene aplicando a la matrigz ldentidad, las
trapsformaoionos elementales en hileras que se necesitan para trans-
formar la matriz A en la matriz identidad I.

Entonces, el ofiloulo de A"l por transformaciones elementales

puede hacerse de la sigulente maneras

1. Se empiega .con la matriz A y la matris I separadas por una
14nes vertical. (A lI).

2., Se aplican trsnsformaciones elementales en hileras a eata
matriz doble tendiendo a encontrar la forma reducida en escalén de
A hasta transformar A en I, lo oual siempre es poeible ouando Afl

exlste.

3, La inversa A_l ge encuentra en el lugar de la matrig I

der, ‘68 de haber ocumplido la condicién anterioxr.

Es deocir: _
(| D~ |2
Ejemplo. Encontrar la inversa A-l de 3
132013
A= 0 -1
0 4

0




Entonoes A'l

Comprobaocidn:

h i\ = 2l ll]]2)L
1

el ||| sl

Ejemplo 2, Resolver el siguiente wistome de ecuaciones lineales:

[,xl + Ty + xz - 5
4 Bl 1
a—-.‘[z + L.l.} 4

%y + 4x$~ -l
Bolugién. En notaoién matricial, ol problema es resolver la

eocuaoidns \
1 AR Al\ 5
0 —-1

2 ( 3 l 4
1 0 4 \‘3.3/ «.a/

Multiplicande por la izguierds por la inversa de la matris

de coeficientess

x fi 1 1\ vk

X, |= {0 Sl 2 \
x, \1 0 4/

Ahora, hemos enconirado en el ejemple anterior ques

/ 4 4 -3\
- wll <3 2 |
N uJh

Sustituyendo:

Comprobagidn.

la. ecuacidn 3 Xy +x, + 13 -5

42-26—11"5
2 9

2a. eouaocidn 1@ 4

3a. @socuacidn 3

12,9 Problemas de optimizacifn. In las aplicar-iones de la derivada

paroial (Capitulo VII), hemos oonsiderado el problema de la deter—
minacidn de miximos y minimos de funociones de variss variables suje-
tas a ocondiciones laterales, Bl método de los multiplicadores de
Lagrange nos permite encontrar, por lo menos tedricamente, los
posibles méximos y minimos de la funeién. Cuando la naturaleza del
problema implica la existencia de un mAximo y las ecuaciones de
Lagrange se satisfacen en un solo punto, ontonces se deduce légica-
mente gne ese punto es el méximo buscados Si el sistems ds eocuaciones
de Lagrange puede ser resuelfo y tiene un nfmexo finito de soluciones,

entonces se pueden probar las soluociones encontradas para determinar




el miximo o el minimo de la funoién, segin el ocaso. Abora, cuande

Bn simbolos matemfticos, dos formas tipicas de problemas
ol nlmero de pomibles méximos y minimos es infinito, como sucede

. de progremacién linenl son las siguientess
en los problemas de progremeoifén lineal, generalmente no es posible

determinar el méximo o el minimo de la funoidn por medio del céloulo (:) Maximisar: s = 9] ¥ YOy Eisuech °n %o
infinitesimal, Entonoes, ha sido necesario idear nuevas t8cnioas .

para resolver el problema. El Algebra Linsal he sido utilizada Bujeta at /'11 o s 810 Xp * eon # ®1n *n ‘E hl
oon 6xito para resolver olertos tipoe de problemas de miximos o + % + ®
a e
minimos de funciones de varias variables sujetas a condioiones , o] Ty ¥ 8 X3 ¢ 2n *n <€ 2
° ] L ]

’
laterales. Por ahora, nos limitaremos a establecer definioiones y p

L] L4 °
& considerar algunos ejemplos de programaoidén lineal para ilustrar L B TR Y *oee t %n *n € bn
la organizecién de los datos el planteo matemdtico del problema. 5

8 y P b 1120 $ 12>0 §} ecscsn |&n> 0,
El tema meré estudiado con detalle en un curso posterior de matemf-
tioas aplicadas & economia.

Utilisando notacién matrioial, seas

Def, 1. Problema general de optimizacidn: Maximizer o minimigar

Cm (01' 02, soss On) $ =
una funocién de varias varisblos sujetas a condiciones laterales.

En simbolos matemdtiocoss

Maximigar o minimigars s = £ (z, ¥, «.sy W) 81 las variables estén W P
sujetas a las condiciones lateralss:

¢1 (X3 ¥y eoep W)= 0 By 8go ccce By

L s e
L4 Ld o

¢2 (%) 75 seey W) =0 ‘ : . >

. ° ° ’ ‘.1 3.2 scen ‘“

. .

! . blena ess
ém (Zy ¥y oees W) =0 Bntonces el pro

Maximigar:s s = OX
Def, 2, Modelo lineal. Maximizar o minimizar una funcién lineal

\ : ' ) X320
de varias variables sujetas a condiociones laterales lineales. Sujeta a ¢ A4 14§ ] ;;

Note., las condicionss laterales lineales en un medelo lineal

@ Minimigar:s o = o x + o9 :2‘+ ses * o 5,

pueden ser eocuscionss, desigualdades, ecuaciones diferenciales

ordinarias o parciales, ecuaciones de diferencia, etc.

/
Bujeta at 511114‘.12!2#...‘4'.1 &)bl
' + soe * ®
Def., 3. Programacién lineal. Maximizar o minimizar una funcibn . 0 X + 8y X5 Son ¥ 2%

lineal de varias verisbles sujetas a un sistems de ecuaclones ¥y (o)

°
. °
- L
o

desigualdades lineales,

182 %1 * %2 T2 ¥ eo ¢ %y Xy 2By
Xy }O; 1’22.0’...5-’ x,‘)O.




o utilipando la misma notacién matricial que antes:

12,10 Problems de la dieta. Supongamos que se desea obtener una

diets semanal para slimentar & un grupo de estudianties en un inter.
Sujeta a 't AKX >2b 3 X >0 nado de manera que el costo mea minimo y al mismo tiempo se Propor=
olonen los nuirientes necesarios (oelorfas, vitaminas, eto.

que sea una dieta saludable.
Breve historia. Las nuevas tdcniocas de optimizaocién son relati- abie

Minimizar 2= CX

) para

vamente recientes. En 1929, el matemfitico alemdn J, Von Newman

Consideremos un grupo de alimentos bésicos que llamaremos

A1, A2, seoy Ano Denotemos por Nl, Na, seey Nm’ los componentes

publicd su primer ensayo soure Teoria de Juegos, sugiriendo que

sus ideas podian ser utilizadas para resolver problemas de econo- prinoipal de 1 :
‘ rinolipales de los alimentos n ;
mfa. Sin embargo, el ensayn fus tan absiracto que solamente unas vitamin % ) 8 P (0910?138, pratetisky
ningg, eto.). BSea a,, ol nfimero d
ouantas personas pudieron entsnderlo. BEsio provoed inguietud , = i

i
entre los economistaa de la’8época que empezaron a Preocuparse contenidas en el alimento ‘dc (1=1,2 seomy gmi, 2, seig B)s

seriamente por el uso de las matemiticas en economia y de 1930 Llanaremos 03 el costo por unidad del alimento Aj ¥y denotaremos pox

a 1940 se observa wna influencia notable de las msiemiticas en *y al nfmero de unidades del alimento A, que dsbe contener la dieta

4 el nfimero minimo de unidades del nutri-
1944, | nabiendo-euigrate e Eatados Uniddsy J. Vo Mewmen y O %ol ente Ni que proporcionan una dieta saludable

problemas de %ipo econdémico y en la tceria scondaica misma. BFa éptima. Por Gltimo, sea b

al grupo de estudiantes.
gerstern publicaron su libro titulado "The Theoxy of Cames and Organizacién de los datos. En los problemas de programacién lineal

o8 muy conveniente organizar los datos en una tabla para facilitar

Eoonomic Behavior". Bate libro atrajo la atencifén de gran cantidad

de investigadoroes economistas y matemiticos qua reconocieron la el planteo del problema. Para el problema de la dieta, y, en general,
importancia de las ideas dr Von Newman. Seo ha demosirado que los para cualguier problema gue tenga una estructura semejante, una pre-

problemas de optimizacidén que hemos definido como problemas de sentacidn tebular conveniente es la siguiente:

programacién lineal tieunen la misma esiructura natemidtica que

los inegos de dos pexsonas, En 1947, el profesor Dsntzig inventd

Costo porx
un proceso numérico para resolver el problema gensral de progra- Unidad de

» X4 m w ‘
maoién lineal que se conoce como el mstodo Simplex., El profesor J

: ’ . Fueraa SOT 1 Estados
Dantzig trabajeba entonces para ls fusrza aérea de los Beid Alimentos ¥o. minimo de wnida-
des de Ni '
optimizaoién de tdonicas militeres. 4 partdr de 1950 se han Nhtripaged

Unidos y el métode Simplex fue utilizado primeraments para la

v & B ptim & i‘n &Ctu&l-
desarrollado notablements nuevas téonloan de optimizacion y 3

5 —_— N
mente se trabajo en pioblemas rno—llineales de cpilmizacion.

N

jem; T linsal para
Coneideremos algunos ejomplos ds programacidén linsal para

0} B
4lustrar la organizacidén de los dutos nededarios y el planteo

matemdtioco del problemas asi como las limitaciones que resultan de

las oconsideraciones tedricas establecidass

No. de unidades
de Ajen dieta
éptima




i

J

|
-

Planteo del problema. E 1 problema es encontrar las cantidades

de los distintos alimentos de la dieta, (xl, Xyy esey xn), que

satisfagan las oondiciones establecidas. Es deoir:

M ~=
inimigar: o °1 11 + e, 12 + deso 8, xn

Sujeta at 8 % + Bio Xo + seea. # &0 & bl
85 % tos, Xp t eseae t 80 Xy b

(] .
b °
. L]

a1 1 N B2 %2 Jrisqees iy ®on xn) bn

2

Nota: Las inodgnitfas Xy Xpg eeey X deben ser no-negativos pox
la naturaleza del problema. Entonces se tiene la ocondicidén adi-
JZO J-l, 2, seay n,.

En notacién matricial, el planiteo se reduce at

cional: .x

Minimigar ¢t o = C X
Sujeta a 3 AX >
x>0

Obsérvess que el problema de le dieta tlene una esiructura
geme jante a la forma (?) congiderada en la definicién del pro-
blema general de programﬁcién lineal. A la funcién lineal; que
se va a minimigar en este ocaso, se le llama funcién gbjetiva u
objetivo del problems y al conjunto de relaciones entre las inclg-
nitas, que son desigualdades en el problems de la dieta, se le

llama conjunio de restricciones,

Ls solucidn del problema no merd discutida por ahora, pero
se pueden deducir slgunas obsarvaciones sobre la funoidn objetivo

(funcién de costo total de la dieta) y sobre los resultados de un

problema especifico. Por ejemplo, los costos de los alimentos do-

penden, en cierta forma, de las cantidades que 88 vayan a oomprar

para proporoionar la dieta. Kl resultedo puede contener alimentos

que no- proporcionen una dieta apeteoible, etoc. Estos son aspeotos

préoticos del problema que o deben ser sub-estimados en los pro-

blemas de optimigaoibn.

12,11 Problemsn de produccién. Ung fibrida dlepons de m méquinas

M M ®oo0 3
10 Mo ’ Mm’ para la produccidn de n artfcules Ays Ayp weey A

Sea “ij el nfimero de horas de la mquing M

- 3 4 Rhecesarias para fabricar i

& un art

P, ad del ariicule Aj' Supongamos que el nfimers de hores-amfiquing
sponibles por semans os limitado de manera que bi es el nfinmexro

miximo de horas que puade trabajar la mfquina Mi por semena. Si Pd

®8 el precie d del artiocule Aj’ inoluyendo utilidad, determinar la
producodén semanal que proporcione el méximo ingreso totsl,

Tabulaoidn.

-

Denctemos por %, ol nlmere de unidades del artfoulo Ad que
deberd fabricarss pave obtener méximo ingreso total. En uug tabla,

los datoe dsl problems Pueden presentarse de la siguients meneras

No. de Unidg-

dOB d.‘ A_z }V 12“0"0009017..

Artioulos No, de horas-
W eosevoronoOnO - mﬁqmu‘ dism

MBquinas . nibles

eonodse OO DRD

Seoscocnocse

Roe%r0n000000

S i11s s e s sl T g RerT e
LIS S T TS <

Precio por
unldad ds croeseesnes
A

J

Planteo. De souerdo con el enunciado, el planteo matemailco del pro-

blene es el sigulentss




375.

traneporte rea minimo y qus aw satisfagan las demandas de las tiendas,

lllimilarl I = Pl Il + P2 Ia + esee + Pn

Tabulagién.

Ademis do la tabla de costos unitarios, podemes reuniy

- los demés datos del Problema en la siguiente tablas

Bujetas 81 % + 81 Xy + eee # %0 B bl

‘21x1+“22x2+"'+"2n In< b2 Endu\}

1 : i Cantidad dispo-
. < . Almacenes ¢, ; nibls on Ai

B P A Mg To B ase BAR Xy <€ ’n . 12 . ] 20

\

Puento que los xJ deben ser no-negativos, se tiene la con-

40

dicién sdicional: 40

x, 203 j=1,2, scuy n, Ca.tidad deman-

dada poyr T
Bn notacidén matricial, sl problema se reduos &t j

Maximigart I = PX

LxgD Iij = No. de unidades que debersn transportarse de 4, a 7

i 3
X220 de manera que ¢l costs da tranzports sea minimo,

Bujeta a 3

12,12 Problems de trensporte. Una compaiifa que fabrioa refrige-
radores tiene 3 alnacenss Al, Ay, A3, distribuidos en oierta mona
geogrhfioa., Bupongamos que las existencias en los almacenes son

20, 40 y 40 unidades respectivamenie, ouando sus ocinco tiendas los considerados mon indivieidles, es decir los x, . deben ser nimeros

1j
Tl’ Tg' T3v T4 ¥ T5, solicitan 20, 10, 15, 30 y 25 unidades respeo- entercs no-negativwoa, FRatonces sl problema es 8l aiguiente:

Planteot La estructura de este problens es diferente a la de los an-
teriores y su sslucién o8, en general, mis oomplicada debido ul nlmero
de incdgnitas que intervienen, 8in embargo, obsbrvese ques los sriiou-

transporte por unided de los almacenes & -
tivamente. los costos de transpo Minimigar: ¢ « 100 A 30 'x, + 60 xlj + 45 x14
oeda una de las tlendas son los siguientes:

. + 3] 3 Ty 30 Xpo * 40 )

/ + 50 o4 125 + 95 V] + 60 x
Costos >
Unidad + 30 %34

32

+ 40 x

35

Sujeta as

Ty Y Eo ¥ Xy VX Xy

X | To1tXaot X 34 Xo 4t o0

0¥ e A Y B ¥ s 11

El problema es determinar oufnias unidades deberdn transpor-

i 8 Iﬁl-i-eloe
- 1‘ 5 i
J
.




Solucibn por tanteos. E1l problema puede resolverse por tanteom,

en ente caso partiocular, si se observa que la suma de las existcn—.

olas en los almpoenes €9 igual a la suma de laz ocsntidades deman

R S ————
e el e,

dadas por las tiendes. Rntonoces, podemor intentar una solucién que
satisfage lae lgualdades en el sisteme de restricclones para las
inobgnitas. B4 empegamos por satisfacer las demendas mayores el
menor costo de transporte posible, encontramos la Blguiente solu
0i8n en la que se hen tomando en suenta las existercias en almece-

nee y los oostos de transportet

e i

— e —

iendas Pxistencia en
almacones

-

Almacenes

20

40

=1

De:iﬁi;a:n - o . “ v 2, Resolver los sigulentes sistemas de eguzoicnes lineales
por determinantes. (Regla de Uraner).

/

Bl ocuerpo de la tabla conticne loe valores de los xij' .De la 2.1 z A :, 3 13 .3 e
18n de este menville problems de transporte se deduce que no ;
¢ deduccidn léglca para ocualquier e B Xy = 1 311 e, - 3 o a -9

la sstructura del problema puede com~ 3z, - 2x, b 1 %) + x, 4 2, ¢ 2x4- 2

plicarse demasiado. i -y = Xy + X, + x, = 4

BoJluc
giemprs sord posible aplicar sdmpl

problema de transporte porque
. : / f \
La generaliszacién del problsma de trensporte para m slmacenes ‘ 211 oy - - - 2x4 =5 %2.4 f’xl + 2, + %, 42, b 215 - 3
Al A2, » Am y n tiendas Tl’ Tz, dolay Tu’ es inmediats del e jemplo . 8 3 4
y sose = - 4 e + L +61~ 2 - 2 o 4 o= :
considerado y puede hecerse 0Omo @jercicio. i 3 4 E K . 314 4x5 ey
| o o Rl Tl TR ﬁ"l*‘z”‘s"ﬂ‘z‘s'“’
3 ..3 "'21 o X, ™ Ky ow L o >
S Mt g e 1 St Mg Ay Pl S Pups Gt
L) =Xy + Xy - x, * 2x,. = W)

Ejerclcio 46.

Temas Determinantes.

Aplicecién a sistemas de ecuaoiones ilinzalef,

\

1 valor de los sigulentes doterminantess 3. Resolver los sistemas del problema anterior (2.1 a 2.4) vor

1. Encontrar e
el método de Gauss y ol método de Uauss-Jordén,




318,

!1.191019 4 ] °

Temat Inversa de una matris por determinantes.

1. Verifioar, por comprobaoién direota que A A' es una
matris simétrioas

N .BERE-% 1.2
2 0 i
3 1 =2

2, Demostrar que la adjunta de ia adjunta de una matris

2 X2 es igusl a la matriz dada,

3. Verifioar el resultado del problema 2 para las matricest

“ey o rE

4. Verificar que la matris sdjunts de la siguiente matrig

3X3 et igual & la matris dada.
' L 443
Aw 1 0 1
4 4 3

5. BEncontrar 1a inversa de las siguientes matrices por

deterningntest

5 A= [3 =B 5.2 i
b~ & e

543
A=

Ejercicio 48.

T.ma. I!‘v B " ' maclones 81 n’e]lt 163. 801[1 1 n a
ersa por tranﬂ.or a 1 e a c 6 d

!1 ¢

1, i
\ Encontrar la inversa A 1 de las sigulentes matrices por
rwgformaoionea elementales en hilerast e

1.1 ‘- (-21 3) 1.2 (5
1 A= -1

1,3 3 1
A= 1 ¢
1 4

1.4

1.5
A=

1
3
-d

1.7 1
A 2
=1

1

2, Resolver los piguientes sistemas de ecuaciones por la
inversa de la mitris de coeficientess

2.1 211—313-0 | 202 11+212--1
4:1 4+ 913 = 2:1 -% =

( xl + z, 4 13 = 3
Xy - Xy = 13 s o]

i211 +2x2 + x3 - 5

/’xl 4 2:2 4 13 + 14 - ]

{ Y FIEC?
211 + Ky o x3 - x4 = 2

4xl+2:2+3x3~314-3

\




RESPUESTAS A 1LOS EJERCICIOS

NOTA: Se han omitido intencionalmente las respuestas a algunos de los
problemas,

Ejercicio 1 (Pég. 15)

1 d=531.2d4=31231.3d=531.4dm=331,5d=3\F

2.1 1B e} 2.2 IF = VI3 2.3
W W - 4%
Gk =5 0k = V2B

iB = Y13 3,248 = 7

B = 25 B = V25
P =3
TR = Y25
iC = 5Y2
B=5V2

4.1 AB « BC = CA = 10

5,1 81365.2 8136, 4, CyD

71 M(-%,4) 5 7.2 (0, ~1) 3 7.3 H(-1,1)

8. n,-m|m2'5lch'm

Ejercicio 2 (Pég. 17)
21 eyl -ax-8y+4s031.23°+5% +6x-6y+14=0

2 .2 -
1.3 4x2 +4y° +Bx+24y +31 =0 §1.4x° +3y° -8x+T=0




1.5
s
3.
4.
b
6.1

6.9
1.

36x° + 36y° - 36x - 24y - 1283 = O.

x2 + y2 -2x =« 17 = 0,

12 + y2 18 ™ a.

4x2 + 4y2 - 24x ~ 16y + 27 = 0,

x° % y2 - 2x ~ 8y = O,

C (1, ~2) 3 v=4362C(-4,0),7T =4,

C (3,5, V=436.4C(=1,3), V=1

¢ (=1,2), ¥ =3YT; 6.6C (6,3),V 2.

Frontera: Circulo con centro en C(266.7,0) y radio Y = 113.3,
Zonas de distridbuciént El exterior del circulc para una fébri
ca y el interior para la otra. (Considérando a la primera fé

brica situada en el origen de un sistema de coordenadas rectan

gulares).

Frontera: Linea reota vertical x = 100. Zonas de distribuciéns
Semi-plano x < 100 para la primera fibrica y semi-planc x>100

para la segunda.

Ejercioio 3 (Pdg. 18)

Lad
1.4
3.1

4.1

5.

-
-
.
N
=)

L)

$ 1.3 0 = ==

- 3 1.,6m = <~ 3

Wi~ <= ropn
- . "
R
0N
=1
f

;3.3m-7;3.dm~‘3

6.1
6.3
6.5
T.1
7.3
T.5
8.1
8.3
9.1
9.3

Jy-2x - 12 =0 35 6,252 +2y - 4 =0,
Jy-4x-4=04346.4y-4x+37=0,
y-2=20,
X+5y-22=03T7.2y~3x=-5= 0;
52y = 4x = 25 =0 § 7.4y - 3x = O,

4y = 5x =« T=0 3 7.6 5y - 31.+ 2 =0,
5Xx+4y -25=0382Tx+y=-5=0,
Jy-5x-7=0,

P(11,-6) 3 9.2 P(7,=5)-

Son paralelas; 9.4 P( gi ’ %%).

Ejercicio 4 (pég. 32)

£(0) « 2 3 £( =1) =75 £(2) = =2 5 £ ( =Y2) = 4 + 4(2.

£(1+h)eh®-2h-2j3f(hal1)=b?-6n+7y¢ (x+h))

2

= x° - 4x + 2xh - 4h + b€ + 2,

g(0)=21eg(1)=038(-2)-m 6 (a?) =

g(x)-g(1) _ z%1
x -1 x + 2

x=03xm= %'; 3.2x = :,VI-

Dominio = i Nos. reales‘ § Co-dominio = { Nos. realos.}
Dominio = {Zﬁoa. reales x 2 3] 4 Co-dominio e ( Nos., reales y;zO}
Dominio (Nos. reales - 24€x % 2} § Co-dominio =

ﬁu.uuu09y$2}




— e

R

D e
—‘ = g = —
= -
e —

383

4.4 Dominio = {Nol. reales x ,( 2} } Co~dominio -{Ros. reales y{O)

4.5 Dominio = { Nos. realos}; Co-dominio = {Hos. reales yz 1}‘

Ejercicio 5 ( Pag. 33)

4.1 No se intersectan,

42 p(3+15,2-3v5)40(5-35

Ejercicio 6 (Pdg. 34)

1. Miximo ingreso total para x = 4.4

4. a= 9,000 ; b= T,500 4y Precio del boleto que llenard el teatro ==

$ 0.86.

Ejercicio 7. (Pdg. 54)

1, ,~% ,'% .'% Y, LY 8
570 17, 20,730, ssessecceee
a2 i P T a6
_ Y, B, <27, 64y 125, osdeenncee

SRR &% 25 2%
26
2,%, '1'% ,'-i%', Eg, esecso0ssce

2 (1
"9"’%7 ’f.’ ,%1 ’ 25 § cceopnsrcee
2 43.2 493 3.3=333.400 3

10;3.6-50

Ejercicio 8 ( Pég. 55)

1.1
1.6
2.1

2.5

2.9

3.

04120 41,313 1.40 3 1.5 No existe,
2

1
2.2 - & .
2 3 2 3;23

1
2

2x 3 2,101 3 2,11 -

2x

Ejercicio 9 (Pag. 57)

'3 31.24x 5 1.3 2x -3

312-2 3} 1.5 312 -2x 3 1.6 _=4x
(f2)*

2x - <

$ 1.8  =—=——s— 3§ 1.9
(1-12)2 (12+1)2 eV x+2

e S 1101 293 +b g 102 - _

3 2
Zf-x-x+1 i

-1

2
t - 1,14 2 x +2 3 1.15
3 ( 4)° 2(x~8)%
m-8;2.2m-1;2.3n--2;2.4l-1
P(2 -2)
P(1,2) 3Q(=-1,0)
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5. y—51+2-00
Ejercicio 10 (P4g. 85)

4x3 §1.2 6x° =61 +2
8x (x°-2)3 ;1,4 ~2

; l -2 x!

5:4 - 8x3 4 312 +2x -2 § 1,6

, %)

Y I +2zx

2x+2

¢12+4x+4
;) 1.8
(12 + a)z 3

-X 4+ 2

1
- s 1,10 ( 513 - 10,5 %) (12 -3x) 2

™ - x)‘%

2
( 2524 - 4) ©3

5 x4 6x + 6 31 - 2 2
- 3 1.12 (16x-12) (2x° = 3x +1)

2? L 6x3.3%° - Bx - 12

3V2x +5 3 1.14

5 y 1,16
2(x2)3 (x-3)3

JI0D QI N2
2V 3 (%)%
413 + 198 12 + 2176x - 66 ; 2.4

(x3 - 4)°

2 (x+4)%

x° - 2x.- 1
A -
213 + 612 - 8

2
x

2.t 42 } 2,6 ~15 (52 +4)7° = Ao

-9 (2x - 4 )

(5% + 4)°

- 4x

$ 2
(2% - 4x) (<*

-3)°

d
£ oo

3.5 12£(2) =170

Ejercicio 11 (Pég. 86)

1

-9y2+2y+2

1

2y (1-5y) (1-25)°

1

(y° + 3y - 5)2

R

-iz + 6y + 4

2o P-2y + 3

S VL

- T

(25 + 1)3( 12 y2 - 38y - 4)

-'% $ 2.2 m = ¢O
- | 1 2.5 m =3
3 u2 -,2
v21+!
16 (2x -1)3
(w+1)2
-6x = 31
2(2x -5)2Y3x +4

45

(u - 4)2%x - 5)°

y 3.8

| 2,3 m - - 2

-8u + 8
3

b 4

12u (u2-2)%(-x2-x+2)

o4 =
§ 3 dx (12 £ +2)2

2 w
\E3
(w2 _ 1) (2x -3)
4 Yu(l-1) (2% - 3x +5)

iy .
} 3.6 -




ix _ ay |
i1 O.S;dt 31D

Ejercicio 12 (P4g. 87)

74 f'(x) =2x -8 £" (x) =2 5 £" (x) = O,

132 f'(x) = 8x3 - 6x'+6 ; 2" (x) = 24:2 -6 3 £"™x) = 48x

1.4 £'(x) = 42> - 3x° + 16x - 11 § £7(x) = 12x°- 6x + 16 § £"(x)

= 24 x - 6,

£(x) =4 (x - 4)2 5 £"(x) = 12 (x - 4)% 5 £™x) = 24 (x - 4)

=24

£' (x) = -%3 3 £"(x) = -5-4 3 £"(x) = 5

b &

g'(x) =18 x2 (3 -1)% g"(x) = (306 = - 36x) (23 - 5)*

g" =10 ' . .
'I'—""j- - ——— g"(x)
i (x +5) : = (x +5)° . (x+5)%

£'(x) = 0 j £"(x) = 6 § £"(x) =6 3 TW(x) = O para™ = 5,

£'(x) = 0 ;f(“)(x) no exiete para = 2,

£'(x) = = 7 3 £"(x) = 12 3 £ (x) = - 243 £™x) = 24

f(“)(x) = 0 paraw = fa

- 4xy
gl = E ’ 3 A 2 gl =
dx 4y dx 3y2 - 2x2

2x -1

2y +2

: 18 y2 - 26 x° - 261y
(6y - x)°

5.2 m=<-6 3§ 5.4 ...-%

Ejerededa 1) (Pég. 88)

bemthis {1) 4 Ge-A0HIRlS = {Nen. Resles) § Gréfise
Regta x = 1 .

i . 3 RUCER -
i .

-éité
6 05%) | ng) - 30

%g -f‘# gss =25+
* (x =1) (& + 85 = 1)

EUCES =

4o e e j £1(2) & =——
X Jugx - 214

O T iyt L
%,% ; _g!@g};%

; ) i B2
@) » @) (=== + =5 "

£ » @ (% + L=+ =5

L)

ﬁyeif@
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Ejercicio 14 (Pég. 90)

2.1 d 5x d
== 5¢ p 235 .

2.5 (x +3)°

a3 (x+3)%

£f'(x) = 122 Tia

-],
£'(t) » ==
£

P (% n2, 2)

1‘4-00

oF § £"(x) = ¥

Ox(lux) %) § £(x) = or (-2- - l-z- + 1l4x)
£ 2

6.5\ 1 3 £"(x) =0,

2 2 2
6.7 2xe™

x X = o3x

- e H(x) o -2 2
6.9 g'(x) pwc (x) )

7.1 E=2x+13T.3Ew= xi2_

2x
705 E = + 2
(2x + 3) 1w (2243

8. ’[--g

m1l«1hxj 2"(x) = 4x%% + 2 & -T’;-'-

Ejercicio 15. (Pdg. 113)

1.1

1.5

Puntos criticos P (1,3)

Puntos de Inflexién: No hay.

Puntos orfticos: Tangente vertical en x = - 2
Puntos de inflexién: No hay.

Puntos oritioos\ P (-1, f%,

Puntos de inflexién: Q (_2,122
e

Puntos oriticos: P (0,-3)

* Puntos deiinflexiéns No h&y:

Tangente: y + 2x = 4 = O3 Normal t 2y - x - 8 = O,
Tangente: y = O § Normals x = O
Tangente: 2y « x « 8 = 05 Normal: y +2x + 1 = 0

Tangentes y « x +1 = 0 § Normalt y +x =1 = 0,

Ll
Puntos de inflexién: P( - J» 3%% ) Cénoava haocia arriba

para todo x > - -§- § Céncava hacia abajo para todo xé-%

Ejercicio 16 (Pég. 114)

1.1

1.6

1.8

1 1
Miximo relativo: P( 6 12)

Maximo relativo: P(0,6)
Minimo relativo: Q(2,2)

Punto estacionarios P( % y 0)

Miximo relativo: P(0,1)

Mi{nimo relativo: Q(2, - 3)




Ejercicio 19 (Pdg. 146)

Méximo relativo: P ( -2,0)

Minimo relativo Q( u% g = 264244 1.3
3,125 '

W dv _ L "
T ™ 6x + 2y 3y 2x - 2y

Punto estacionario: R(1,0)

1.3 = 10y (2xy-3)4s-f-§- =10x (2x y - 3)*
Minimo relativo: P(1, -2)

Miximo relativos P( -2, 12) 1.5 _.2x +2y : §w 2x - 3

2 | S 2NN T 3
Minimo relativo: Q( %T— = 3%._?_) x + 2xy - 3y x xy y

.s_g.--xZ 1-912
Ejercicio 17 (P4g. 115) g

1.9 ¥ 3 Sv . _ et
1., Ancho = 11.2 oms. § largo = 41.2 cms. § altura = 4.4 cms, LY -

2. No. de pasajeros = 500 2,1
3. Renta optima = § 110,00 2.3

3 3
5 Y=5Y2 3 h=l0oyZ

2.4
6. Ancho = 200 Mts,j largo = 400 Mts, (Paralelo al rio).

Ejercicio 18 (Pdg. 116) 3.1

3.3
1.2 p— 1 Sy I, = 60 (Méximo) |
x + 10 X300

60 3.5

(x + 10)2

Ejercicio 20 (P4g. 147)
‘2. P-l%]&~56,x- l—?-l~14.7

2 §
du o,
-21;-—6\1-2!3 =2 25

1,1 - §
4.2 I, = 800x - 2x j Img. = 800 - 612 I § x & X

Su
61

43 E(x) =q=-2 yE () --%




du 2 §u du
— = + 2 S= e 2X - 2y L1
5% v b 55 ¥ 52 10 x2

2 2
d_u 043 S u
$xby

Direccidén x : Decreciente y cénoava haocia abajo.,

Direccién y: Recta creciente.

Direccidén x: Decoreciente y céncava hacia arriba.

Direpcién y: Creciente y oéncava hacia abajo.

Direccién x: Decreciente y céncava hacia arriba.

Direccién y: Creciente y océncava hacia arriba,

Ejeroicio 21 (Pdg. 148)

..0.4}‘\3"-0o392

2 c:2t

1 dy . .
t ! 2.3 dx

342 - 2

3D4) ax # (£ % 9% ¥°) 4y

(21 y+ 3y
4xt + 6x + b6yt = 4y

a-f' 4621 + 6633'

n4x+22—2y+4ty

du

dt

10y + x -%% -
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Ejeroicio 22 (P4g. 149)

1.1

4.3

5.1

6.

Sz 3. sz © X - 4y
Tt QWA g T

z 2Z y -12 ;) 42

$
= ~212-21y-62(221+y sy

_.Y2 + 2Xy - 2E&X
2
—2x° -~ 2xy - 62 (22x + y°)°

§2

X

i a3
i

6xy - Jx’

8y3 « 3x

$7Z Y
§y oy

= 1 3 5,3 {%ﬁ% - = 2

Tangente:s 2y « x + 1 = 0 ; Normal & y + 2x

Ejercicio 23 (Pig.

2.2

1

- -yl

fx > 1l
2

(81 ol a1 12

* f! Yy f’ -f (X,y)

3.1

m-2;3.3m.3,3.4m.2

Ejercicio 24 (P&g. 186)

1.1

3.3

Minimo relativo: P ( - 1, 0, = 1)

5 i d
No hay. p( I - -g.D _gl ) méximo en la direceidén Y ¥
minimo en la direccién x.

Py, = 12, Py = 26.5 3 xy = 99 3 2, = 143.5

P (2,2,6)

P(4,3,5,33)

Ejercicio 25 (P4g. 187)

1.1

1.3

E () =35 E () =2

2
2x - xy E_(u) =
1 (x%=xy + 3%) 1u (x°-xy + ¥°)

2y2 - XY

(x%-zy + y°) 1u (x°=xy + y°)

Al y A2 son sustitutos 3 Al y A3 son sustitutosg

Al Y A, son complementarios} A2y A3 son complementariosg

4

A2 Yy A4

son sustitutos; A3 y A4 son sustitutos.
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3. EP]. (xl) - -2 EP2(II) =3 Epl(xa) -2 EPZ(IZ) - -1

Ay 'y A2 son sustitutos,

Ejeroicio 26 (Pdg. 189)

1,200
zme--41+388-“-—‘;—’2m8-—81+388

- =1
A=1,5 jo = 5

Costo minimo para x = 20 § y = 5

Ejercicio 28 (P&g.213)

2
4 4 Cs 1.3 3x3+4C 4 1.5 13 +C

2x '+ C 3 1.92:3_%12+2x+c; 1.11

L (3x +4)3+C $ 1.15 %(x3+2)3+c

- -g
(2 - 2) . t¢
0 a3 )2

; 4
% (13 12)% +C3; 1,21 - % (1- 12) J *¢C

lux+C 3 1.25 % lu (12 +4) +C

2

% “+lu(x+1)+¢C

Ejercicio 29 (Pig. 214)

2 1 .2
% (2 1) +C 3 133

2x 2x
%c +C 3 1] &¥——— sc

21u 3l

*2 40 4 102 2eV* 4 ¢

X
_J_a_g)_*c

lu2 +1

3
e +c 4 2.3 w(e¥-1) +¢

6x
3 €

+21lu(x+1) +C
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Ejercicio 33 (Pdg. 249)
Ejercicio 30 (P4g. 216)

il 1‘31 § 131, §1.5 @ =1 =~ 1,72

2x 2x
*%xe -%e +C

1 Y 6 -2Y7T 3 1.911.75 3 1,11 -

2 1
1.5 x4+ riux—= z- x2 «x+ C 3.1 233.321 3 3.6 1

———

1.9
Ejercicio 34 (Pég. 250)

D e e e H ) P

2.1

" 8% + 8
1, S* = 7,5 § Sy = 5 3 A= 6,253 A= --;;—‘-

- )
s =

2.5
2 8* = 3,375 § B, = 2,125 3 A = 2,67

S s, |

2.9

 —

S* « S, =A=15

Ejercicio 31 (Pég. 216)

5.1 = 18 ; 5.3%— § 5.5€ 2 = 1 6.39

1
151 %1u x+1 +% lu(x-l) +1u0-1uch+1)§ 5.1 i

(=- 12 6.1 -}6- § 6.3 2.5
(x +2) 1

1.5 lu + Ejercicio 35 (Pég. 251)
(x =1 3 (x-1)

) 1.1 No existe j§ 1.2 No existe; 1.5 No existe
s 2 (x%-1) 1.7 No existe § 1.91 P 113 %

¢c (x+ 1)%6( xe1) %Z

(x + 6)%% Ejercicio 36 (P&g. 252)
20

- ' 1000
x -3 I,==-15x+ 50 - —F+ 4

1
2 X 2 +6x+241luf(x=3) =~

Ejercicio 33 (P&g. 249)




2
Ct =x + 13x 3 Gmd = x + 13

(a) c, = 100,000 (1.1)* ; 0y = 259,380

Dy =D+ 503000,000 (€ e _ 1)

‘Ejercicio 37. (P&g. 297).

11 Divergente 3 1,3 Convergente; 1.5 Divergente

1
= “ -
2.1 An= 2"Divergente; 2.3 Aw W Convergente.

2.5 Av = l%;;:%— Convergente.

Bleid % y ¢ %7., éT s sesoss Convergente

1

5
1 7 % \ cas+s0s Convergente,

] L ’ ) L 9 cesseve Convel‘gente °
25 ‘ 625 3 4
X X

3 ] 4 9 L B

Ejercicio 38 (Pdg. 299)

1.1 Convergente & @ = %-; 1.3 Divergente.

1.5 Convergente S oo = 16

21 85 125 _199 _ 21,379
55~ b 2:3 7555 § 2:5 7550 3 2-T 759,500

;mg2e5

4, &-0.75;m=4

5.1 0353 0 555 - o0
Ejercicio 39 (P4g. 300)

1.1 imAv =1 3513 1im An =% 3 1.4 lin Au = 1
=y \ —> 0o “—3 oo

2.1 Divergente § 2.3 Convergente § 2,5 Convergente
2.7 Divergente § 2,9 Convergente ; 2,11 Divergente

2.13 Divergente j; 2,15 Divergente.

Ejercicio 40 (P4g. 301)

Convergente (Condicionalmente)
Divergente.

Divergente.

0.63212

-1Lxdl 3 4.3 -l x L o
4.5 oLiRNA2l; 44 -V4€xfL

Ejercicio 41 (P4g. 303)

1L AN "
h (75 | lu(l-x) -—1-21 -"3'1 = s00c¢00s0 Ty b &

Intervalo de convergencia 1 - 1£Lx < 1

W




Ejercicio 43 (P&g. 337)

1 1

- + - - X - 3 +

G\Y% L2 1(34) UDNI)* 4 iin canis
4

Intervalo de convergencia: 0 < x & 6.

3. lu 0,98 = 0,020204

Ejercioio 42 (Pég. 336)

Wi Wi W

1-2 1 0
1

2
4 4a
N 5

3

Cualquier ntmero real.

Ejercicio 44 (P4g. 338)




No tiene sentido

Ejercicio 46 (Pag. >v)

3 243

$ 3.5 No tiene sentido.

16 15
29 34

Ejercicio 45 (P&g. 339)

3 4. Periodicidad =




; Ejercicio 48 (P4g. 379)

No existe.

Ao Mofis

.g.‘b—‘ -?-:-g'."‘







