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p r ó l o g o 

El uso de las matemáticas se ha generalizado en los 

últimos a ñ o s , no sólo como herramienta de aná l i s i s de proble 

mas de economía, sino como auxil iar en e l estudio de la 

teor ía económica misma y de sus materias re lac ionadas , e s p e 

c ia lmente la e s t a d í s t i c a . El propósito de e s t o s apuntes es 

proporcionar a los. es tudiantes de economía el material bás i co 

de m a t e m á t i c a s , incluyendo algunas de sus apl i cac iones a 

economía en cada tema . 

El texto requiere conocimientos e lementales de álgebra, 

trigonometría y geometría a n a l í t i c a . Su contenido comprende 

fundamentalmente c á l c u l o di ferencia l e integral y álgebra de 

m a t r i c e s . El primer capítulo presenta un breve repaso de los 

c o n c e p t o s más importantes de geometría anal í t i ca para el estudio 

del c á l c u l o . La parte correspondiente al cá lculo diferencial 

inc luye e l estudio de funciones de varias var iables y sus 

a p l i c a c i o n e s a economía . El c á l c u l o integral s e reduce a fun 

c l o n e s de una var iab le , para continuar con un capítulo de 

s e r i e s que const i tuye un complemento importante para e l estudio 

de f u n c i o n e s . El estudio del á l g e b r a de matrices y su re lac ión 

con la d i scus ión y solución de s i s temas de ecuac iones , l i n e a l e s 

aparece en los últimos dos c a p í t u l o s , terminado con una breve 

introducción a programación l i n e a l , a manera de propaganda 

para e l t ema . En e l desarrol lo de todos los temas , s é dedi*' 

c a e s p e c i a l atención a la utilidad de las matemáticas para el 

entendimiento de algunos conceptos de la teoría económica y 



al análisis de problemas e s p e c í f i c o s en las ap l i cac iones . 

El material del t ex to , incluyendo la solución completa 

de los e j e r c i c i o s , fue cubierto totalmente en un curso anual 

con 3 horas de teoría y 6 de e j e r c i c i o s por semana. 

L a real ización de e s t o s apuntes se debe en gran parte 

a l as personas que me animaron y me recomendaron para lograr 

exper iencias que estimo de manera e s p e c i a l . Durante el año 

e s c o l a r 1 9 6 1 - 1 9 6 2 r e a l i c é estudios de matemáticas , economía 

y e s t a d í s t i c a en la Universidad de Cali fornia, en Berkeley, 

grac ias a una beca gestionada por la Sr i ta . Consuelo Meyer, 

a quien expreso principalmente mi gratitud. Pasé dos veranos 

en la Ciudad de M é x i c o , estudiando matemáticas en la Facul 

tad de C i e n c i a s de la Universidad Nacional Autónoma, enviado 

por e l Ing . Roberto Treviño y e l Ing . Rafael Serna. Por último, 

participé como Profesor en el IV Curso Intensivo de Capaci ta 

ción en Problemas de Desarrollo Económico y Evaluación de Pro 

y e c t o s , recomendado por e l L ic . Víctor L. Urquidi. Reciban es. 

t a s personas el mérito, s i es que t iene alguno, de e s t e modes. 

to es fuerzo . En e s t a segunda edición se han corregido errores 

de la primera edic ión . Se incluye al f inal las respuestas de al 

gunos de los problemas de los e j e r c i c i o s . Los problemas que 

pueden ser eliminados por ser especialmente dif íci les ó elabora 

dos , han sido indicados con un as te r i sco ( * ) . 

Monterrey, N. L . , noviembre de 1 9 6 5 . 

Eladio Sáenz Quiroga 
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CAPITULO I 
CONCEPTOS FUNDAMENTALES DS GEOMETRIA ANALITTP.A 

Introduccióno La geometría analítica relaciona el álgebra con la geo-
metría, resolviendo problemas geométricos por métodos algebraicos y ' 
utilizando la geometría para resolver ó facilitar la solución de pro-
blemas algebraicos. 

Desde antes de la era cristiana, los griegos que eran esencial-
mente geómetras y los árabes que eran algebristas, intercambiaban 
problemas iniciando de manera informal las relaciones entre el álgebra 
y la geometría que dieron lugar a la geometría analítica., Sin embargo, 
hasta el siglo XVII no había sido escrito un tratado formal de la 
geometría analítica y fué René Descartes el primero que lo hizo, incor-
porando efe esta manera una nueva rama de las matemáticas a las/ciencias 
exactas„ / 

La relación entre conceptos geométricos y conceptos algebraicos 
permite identificar unos con otros dando lugar a una serie de metáforas 
que encontraremos desde el principio,. 

Empezaremos Por identificar los números rea-
les con los puntos de una línea recta. Consideremos una recta infinita 
en ambas direcciones y seleccionemos un punto arbitrario que llamaremos 
origen y le haremos corresponder el número cero. A la derecha y a inteiw 
valos iguales hacemos corresponde pantos a números enteros positivos. 
De la misma manera, hacemos corresponder puntos a la izquierda del 
origen con números enteros negativos, como indica la figura 1.1. 

o + 

..,.-8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8.... 

»•• - i • i J 1 1 1 I — I — i » » . I » t , 

Figo 1.1 

Ahora, cualquier número real, racional ó irracional puede hacer-
se corresponder a uno y sólo un punto de la recta y visceversa logrando^ 
de esta manera una correspondencia uno a uno entre los números reales 
y los puntos de una recta. 



1.1 Coordenadas rectangulares. Hemos identificado cada punto de una 
recta infinita con un número real» Veamos ahora como René Descartes 
ideó un sistema de referencia para identificar cada punto de un plano 
infinito con una pareja de números reales ¿ viceversa. 

Se trazan dos ejes perpendiculares, uno horizontal y el otro 
vertical, que llamaremos eje de las X y eje de las Y respectivamente. 
A la intersección de éstos dos ejes le llamaremos origen y correspon-
derá al cero de las escalas numéricas sobre cada uno de los ejes como 

se indica en la figura 1.2. 

Figo 1.2 

Consideraremos un punto arbitrario P, en el plano. El punto 
será identificado por una pareja p e n a d a de números reales (x , 
en la que x es el número correspondiente al pié de la perpendicu-
lar trazada^de P W eje de las X / 7 0 - * correspondiente 
al pié de la perpendicular trazada de P al eje de las Y. 

inversamente, dada una pare,a ordenada de números reales 
( I y ,f el punto c o r r e s p o n d i e n t e se localiza levantando perpen-
1 untos x y y sobre el eje X y el eje Y respeoti-
diculares en los puntos x Q j j q 

vamente hasta encontrar BU intersección. 

E 1 sistema de referencia estarcido divide el plano infi-

d o en cuatro cuadrantes ,ue 1 1 — X. ti. ^ * ^ 
• »„Ta figura 1.2. Asi. e l Punt0 P (lo' V 0Bt& 

00.0 se indica en la figo. ^ dfi n ú m e r 0 B reales se les 
e l primer cuadrante A la P _ d e l 0 B ndffiero8 reales 
llama coordenadas del punto y pax 
q Ue formal la pareja ordenada usaremos la silente notaoi6n, 

* Abscisa del punto P 

yQ « Ordenada del Punto P 

Observacióno Cualquier punto del primer cuadrante tiene sus 2 
coordenadas positivas« En el stgundo cuadrante, la absoisa es 
negativa y la ordenada es positiva,, En el .tercer cuadrante, las 
dos coordenadas son negativas y en el cuarto cuadrante la absoisa 
es positiva y la ordenada es negativa« 

1 02 Distancia entre- 2 juntos0 Consideremos 2 puntos arbitrarios 
P y Q que para comodidad situaremos en el primer cuadrante. 

T 

1, T 
-L 

— i 
Fig0 1,3 

S® trazan las perpend icualres de los puntos P y Q a los 
@jea9 determinando las abscisas y ordenadas de los puntos que, de 
acuerdo con la definición, corresponden a las distancias marcadas 
en la figurao Segün la construcción geométrica, P Q E es un 
triángulo rectángulo cuyos catetos son PR « Xg - x^ y QR • yg - y^ 
Entonces la hipotenusa puede ser encontrada por el teorema de 
Fitágoras obteniendo de ésta manera una fórmula para la distancia 
entre dos puntoss 

d - \/ (xg - x1)2 + (y2 - yx)2 

empjLo 8 Encontrar la distancia entre loe puntos P (l, -2) y 
Q (4 , 3) 

Solución; Sn problemas de geometría analítioa es siempre conve-
niente dibujar una figura esquemática» 
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Fig. 1.4 

De acuerdo con la fórmula de la distancia, es indiferente 
la selección del punto correspondiente a las coordenadas de sub-
índice uno, ya que las diferencias aparecen al cuadrado! 

Sea P (xlf - P 0 , -2) y Q (x2, y 2) - Q (4, 3) 

Entonces x, • 1 x2 ^ 

Sustituyendo en! 

d - |/ (x2 - x 1) 2 + (y2 - y 1) 2 

d « |/ (*-l)2 + (3+2)2 - \/9 • 25 

D ^ J Z Z J T 

Gráficas de ecuaciones. Consideremos ahora la relación entre una 
ecuación indeterminada con 2 incógnitas y una gráfica en el plano. 

Defo La gráfica de una ecuación en £ y £ es el conjunto de todos los 
puntos (x, y) en el plano cuyas coordenadas satisfacen la ecuación. 

EjemplOo Sea la ecuación indeterminada siguiente! 

, 2 y - 4x 

Esta ecuación tiene una infinidad de soluciones reales poique 
para cada valor que le demos a x encontramos un correspondiente 

valor de y. para formar una solución. Tabulemos algunas de las so-

luciones! 

Dando valores enteros a x encontramos para 
x « o9 y * o„ En decir, el origen es solu-
ción de la ecuación. Después para valores 
a derecha é izquierda encontramos simetría 
en los valores de £ y observamos que crecen 
a medida que aumentamos x. Oraficando los 
puntos y trazando una curva suave a través 
de ellos obtenemos la gráfica ó curva corres-
pondiente a la ecuación? 

Figo 1„5 
A u n cuando la ecuación propuesta y « 4x2 tiene una 

infinidad de soluciones, éstas sirguen cierta ley de formación 
porque p&ra cada valor de x$, el valor de £ es precisamente cuatro 
ve@os el cuadrado de x obteniéndose una curva que contiene una 
infinidad de puntos ligados por cierta ley de formación, que es 
la ecuación misma0 

Ahora, si se tiene un conjunto de puntos en el plano con 
ciertas características comunes, es posible encontrar la ecuación 
de la curva que determinan. Consideremos por ejemplo el círculos 

1.4 Def. ,;<,r. Círculo o Es una curva cerrada en el plano cuyos pun-
tos están situados a igual distancia de un punto fijo llamado 
centroa (A la distancia de los puncos al centro se le llama radio) 

Puntos X y 
0 0 o 

A 1 4 

B 2 16 

C -1 4 

D -2 16 

En nuestro sistema de referencia, la expresión geométrica 
de un círculo arbitrario es la siguientes 



y 

Llamemos C al centro y supongamos que sus coordenadas son 
(h, k). Sea r el radio del círculo y P (x, y) un punto arbitra-
rio del circulo. 

De acuerdo con la definición, la distanoia del oentro C 
a cualquier punto debe ser igual a r. 

CP « r 

Con la fórmula de la distancia: 

d " l/(l2 - ^ + <72 - yi>2 

Sea r - d ¡ C (h, k) ¡ P (x, y). Sustituyendo i 

r -|/(x - h)2 + (y - k)2 

Elevando al cuadrado* 

r 2 - (x - h)2 + (y - k)2 

Hem. s encontrado así una expresión algebraica para el 
círculo, que es una figura geométrica. La ecuación del círculo 
es entonces» 

(x - h)2 + (y - k)2 - r 2 

Ejemplo» Encontrar la ecuación del círoulo oon centro en C (l, 3) 
y radio r « 2 . (fig. 1 . 7 ) 

h k 

Problemao Una compañía tiene dos centros de producción para un 
artículo cuyo precio en ambas fábricas es de $3,000. La distan-
cia entre los dos centros de producción es de 100 kilómetros y 
los oostos de transporte aéreo por artículo y por kilómetro son 
$5 Para una fábrica y $10 para la otra. Determinar lat áreas 
de distribución para cada fábrica de manera que los precio», 
incluyendo costos de transporte, sean lo más bajo posibles para 
cualquier lugar. 

Solución. Situemos al primer oentro de producción F. en el ori-r 
X 

gen de un sistema de coordenadas rectangulares y al otro oentro 
de producción F 2 sobre el eje de las x a la derecha de F. (fig. 1.8) 



Entonces F^ tiene coordenadas (0, 0) y P 2 tiene coordenadas 
(100, 0), tomando un kilómetro como unidad de coordenadas. 

Encontremos el límite ó frontera de las 2 zonas cuyos pun-
tos estén situados a u' a distancia de los centros de producción, 
tal que.el precio del artículo resulte el mismo al llevarlo de 
cualquiera de las fábricas. Sea P (x, y) uno de los puntos de la 
frontera de las 2 zonas de distribución, entonces £ debe satisfacer 
la siguiente condición» 

3 000 * 5 P1 P - 3 000 + 10 P ^ T 

donde! P, P • distancia de F. a P 

Entonces, por la fórmula de la distancia! 

Í T - P . 

De la misma manera! 

[ / ( X - 100)2 • y 2 

Sustituyendo en la condición establecida! 

5 Y X2 + - 10 V (x - 100)2 + y 2 

Elevando al cuadrados 

25 (x2 * y 2) - 100 (x2 - 200x • 10 000 + y 2) 

Dividiendo entre 3» 

x
2 + y 2 . 800 x + 40 000 - 0 

3 3 

Agrupando los términos en x y oompletando el trinomio cua-
drado perfecto 

(x2 - 800 x + 160 000) + y 2 + 40 000 - 160 000 Q 
" T " 3 9 

(x - 400,)2 + y 2 - 40 000 .(220)2 

3 9 \ / 

Esta es la eouación de un círculo con centro ent 

C ( 4 2 0 , 0 ) , 

Entonces, la zona de distribución para P 2 es el interior 
del círculo porque en cualquier punto fuera del oírculo, el precio 
del artículo, incluyendo costo de transporte, es menor si se lleva 
de P^o Los puntos sobre el círculo son "neutrales", es deoir, el 
precio del artículo incluyendo transporte, es el mismo si se lleva 

. de cualquiera de las 2 fábricas. 

/ 1.6 Línea Recta0 La línea recta es un concepto geométrico de gran 
utilidad en cálculo diferencial, por lo que estudiaremos algunos 
conceptos relacionados con ella. 

Defo Inclinación de una recta es el ángulo que se forma trazando 
una horizontal a la derecha a partir de un punto cualquiera de 
la recta y girándola en sentido contrario al giro normal de las 
manecillas de un reloj hasta encontrar a la reota, como se ilus-
tra en la figura 1.9* 

Y 

Inclinación de la recta L^ « 
•» « •• Ig = ¿<2<n 

Defo Pendiente de una recta es la tangente trigométrioa de su 
inclinación. 

Llamaremos m a la pendiente de una recta. En la gráfica 



1 0 . 

anterior« 

&J> 0 

Pendiente de L^ «• m^ • tanC^; 

Pendiente de ® m 2 « tanú¿2 

Observación» La inclinación de una recta es un ángulo entre 0 y 
180 grados. Ahora, la pendiente es la tangente trigométrica de 
la inolinación y por lo tanto puede tener un valor entre -o* y 
+ oo que es la variación de la tangente trigométrica cuando el 
ángulo toma valores de 0° a 180°. Recordemos la gráfica de tan-
gente de un ángulo estudiada en trigonometría. 

Fig. 1.10 o o 
Es deoir, si ¿¿(inclinación) está entre O y 90 , enton-

ces la pendiente es positiva y tiende a oo cuando ̂  se acerca 
a 90°. Si la inclinación está entre 90° y 180°, la pendiente es 
negativa. Si la recta es horizontal, su inclinación es cero y 
su pendiente es cerfr» también. Si la recta es vertical, su in-
olinación es 90° 7 ** pendiente es infinito. 

iM-rmni a. la pendiente. Consideremos la recta L determinada por 

los puntos P ( V y,) y Q X2> C o m° 8 6 i n d i ° a e n l a ^ ^ 1 # 1 1 # 

y 2 - yl 
x 2 - x ^ 

Nota» En la fórmula de la pendiente, igual que on la fórmula de la 
distancia. es indiferente considerar cualquiera de los puntos 

L 
Fig. 1,11 

El ángulo oi es la inolinación de la reota y por defi-
nición de pendiente tenemos» 

Pendiente do 1 « ni « tan c< 

Ejemplo » Encontrar la pendiente de la recta que pasa por P (4, 2) 
y <4 (-1, 5). (Fig. 1.12), 

Solución. 

Fig. 1.12 
y* - y, xrvi xü t2 ¿2 «n x 1 c. ¿ Sustituyendo en la fórmula» m « — - j p (4, 2) j Q ( - 1 , 5) 

*2 ~ X 1 

... „ . 4 . 

di » 



P ó Q como el punto (x^, y^) porque un Intercambio de los sub—íín-
dices, cambia signo a ambos numerador y denominador de la frao-
oión lo cual no altera su valor» 

1.7 Rectas paralelas» Dos rectaB son paralelas si y solo si sus 
pendientes son iguales* 

En símbolos i L^ || si y solo si n^ - m2 

Demostración. Un teorema de geometría nos dice que si dos reotas 
son paralelas, entonces tienen ángulos correspondientes iguales 
al 8Br cortadas por una transversal. 

Supongamos que las dos rectas L̂  y L2 son paralelas. En-
tonces tienen ángulos correspondientes iguales oon una transver-
sal horizontal como indica la figura 1.13. 

Entonces tienen la misma inclinación y por lo tanto sus 
pendientes son iguales, es decir» m^ - m2. 

Inversamente, si n^ - m2, sus inclinaciones son iguales 
y las rectas son paralelas. 
Rectas perpendiculares. Dos rectas y son perpendiculares 
si y sólo si la pendiente de una es la reciproca y de signo con-
trario de la pendiente de la otra. 

Demostración. Sean las rectas perpendiculares y como in-
dica la figura 1.14* 

Fig. 1.14 

Pendiente de L^ « m^ = Tan ¿C^ 

Pendiente de L, m2 « Tan cC2 

ahora «C2 - 90° + (por trigonometría). 
o 

. éé n¡2 - Tan (90° ) » - Cotan^ (por trigonoa.) 

" TanoC" triSonora*) 
L.C .D.D, 

O- ¿e *v\ o s V o\cv\ SLW <¿ Sev\\i¿o '»w^evio e ̂  \ *-" m « a. Q 
1.8 Ecuación de una recta. Confcidoraremos dos casos fundamenta-
les! 

I. Dada su pendiente m .v la ordenada al origen "h (tia. 

Fig. 1.15 



Sea P (xj y) un punto cualquiera sobre L 

Por definición de pendientes 

Si la recta pasa por el origen, b • o y la ecuación se 
reduce as y « m x 

Si la recta es paralela al eje x, entonces m * o y la 
ecuación resultas y b 

Si la recta es paralela al eje entonces ja no existe. 
En este caso, la recta es un conjunto de puntos situados a 
igual distancia, digamos a, del eje Yo Entonces, su ecuación 
ess 

x « a 

II« Dados un punto por donde pasa, digamos P (x^ y1) y 
la pendiente m* (figo 

Fig0 1,16 

Sea Q (x, y) un punto cualquiera de L, Entonces, por de-
finición de pendiente» 

m « 
x - x. 

Multiplicando por (x - x^)» 

y » y1 ~ m (* ™ -i 

Si se conocen dos puntos por donde pasa la recta, pode-
mos reducir al caso anterior, encontrando primeramente la pen-
diente m y con un punto cualquiera de los dos, se determina la 
ecuación. 

Ejemplo» Encontrar la ecuación de la recta que pasa por los 
puntos» 
P (-3, 5) y Q (5, -1) (figo 1.17) T 

Solución 

Encontremos la pendientes 

m 
5 + 3 

-6 
I T 1 

4 
X 1 y 1 

Entonces, tenemos pendiente m « — 3/4 y pasando por P (—3,5)* 

Sustituyendo en la fórmulas 

y - y1 » m (x - x1 ) 
y - 5 - ~ l ( x + 3) 

4 

4y - 20 «-3x -9 

4y • 3x - 11 - o 

Ejerolcio 1 

Tema» Distancia entre dos puntoso Punto medio. 



16. ' 

1o Enooiatrar la distancia entre loa siguientes paraa da puntos« 
(.situar loa puntea en oada caso). 

1.1 A (1, 3) 5 B (4, T) 
1.2 A (-2,-3)? B (1, 0) 
1.3 A (0,-4) 5 B (3, 0) 
1.4 A (3,-2) 5 B (3,-5) 
1.5 A (2, 7) 5 B (-1,4) 

2. Dibujar ios triángulos con loa vértices dados y encontrar las 
longitudes de sua lados« 

2.1 A (1,-1) % B (4,-1) } C (4, 3) 
2*2 A (0, 0) ? 3 (2,-3) J G (-2,5) 
2.3 A (-1,1) 5 B (2, 3) | C (0,-4) 

3. Dibujar el cuadrilátero A B C D, encontrar las longitudes ds 
sus ladoa y de sus diagonales. 

3.1 A (4, 1) | B (1, 3) | C (-3,1) | D (-2, -1) 
3.2 A (4, 2) | 3 (-3,2) , C (-1-3) ) D ( 2, -3) 

4. Dibujar las siguientes figuras y demostrar que son del tipo 
indicado. 

4.1 A (-4,3) I 3 (4, -3) | C(3 I T T 4 Triángulo equilátero 
4.2 A (3, 1) I B (5, 5) I C >\9, -2)i Triángulo rectángulo 
4 i A (2, 3) | B (6, 8 ) ) C (7, -1)« Triángulo rectángulo isósceles 
4*4 A (43,1) , B (0, 4) » C (6, -2) , D (3, -5) « Rectán^lo 
4.5 A (2, 1) | B (3, -2) , C (6, -1) , D (5, 2) , Cuadrado 

5, Investigar si los siguientes tres puntos están en línea recta, 
(usar la fórmula de la distancia)* 

5.1 A (2, 1) J B (-1,2) J C (5, 0) 
5.2 A (-1,1) | B (1, 5) I C (3, 9) 

6, Cuáles de los siguientes puntos pertenecen a una circunferencia 

con centro en C (0, 1) y radio 3» 
A (3, 1) i B (2, 4) 
C (0,-2) , D ( V C 2 ) 

17 
7. Deducir fórmulas para las coordenadas del punto medio de! seg-
mento de recta determinado por P (x^, y1) y Q (x2, y2). 

Situar los siguientes puntos y encontMft* las coordenadas del 
punto mediot 

(*m - *i + x 2 . - h I h ) m 2 m 2 

7.1 A (2, 6) , B (-3, 2) 
7.2 A (2, 1) , B (-2,-3) 
7.3 A (-3,-4)| B ( 1, 2) 

8.- Encontrar las longitudes de las medianas del triángulo ABC,, 

A (2, 4) | B (2, -2) , C (-4, 0) 

9.- Demostrar que las diagonales del paralelogTama A B G" D se 
biseotan mutuamente« 

A (0, 0) , B (3, 0), C (2, 4) r » ( % 4) 

v Ejercicio 2 

Tema» Ecuación del círculo. Una aplicación a economía. 

1o Er. éoatrar la ecuación del oíroulo con las siguientes 
oaracteríeticas* Hacer una gráfica esquemática ea oada casos 

1.1 C (2, 4) I r - 4 ' 
1.2 C (-3,3) | r « 2 ' 
1.3 C (-í,-3)| r - 3/2 v 
1.4 C (4, 0 ) | r - 3 
1*5 C (1/2, 1/3)| r - 6 

2. El diámetro de un círculo es el segmento que une los pun-
tos A (-2, 3) y B (4, -3)o Encontrar su ecuaeiÓn jr dibujar» 

3. Encontrar la ecuación del oíroulo con centro en el ori-
f én y radio igual a la diagonal de un cuadrado de lado tres. 

4« Encontrar la eouación del círculo inscrito en un cuadrado 
de lado 5 y oon centro en C (3, 2) 



5« Encontrar la ecuación del oíroulo oon centro en C (1, 4) 
y que pasa por el origen» 

6« Enoontrar el oentro y el radio de oada uno de loo siguien-
tes círculos, dibujar. 

6.1 x2 • y 2 - 2x • 4y - 11 - 0 
6*2 x2 • y 2 + 8x - 0 
6o3 x 2 + y2 - 61 - 10y • 18 • 0 
6.4 x2 + y 2 - 6y + 2x • 9 - 0 
6.5 3x2 • 3y2 + 6x - 9y • 15 - 0 
6„6 x2 • y2 • 5y - 12x - 0 

7«, Una compañía tiene dos oentros d? produooión para un ar-
ticulo cuyo preoio es igual a $ 1,000 en ambas fábricas. La dis-
tancia entre los dos oentros de producción es de 200 kilómetros y 
los oostos de transporte por artículo y por kilómetro son de 18 
para una fábrioa y $16 para la otra, Enoontrar la frontera («ona 
de igual preoio total llevando el artículo de cualquiera de las 
dos fábricas) y determinar las áreas de distribuoión del mercado 
para cada una de las fábricas. 

80 Supongamos que en el problema anterior el oosto de trans-
porte es de $2 por artfoulo y por kilómetro para ambas fábrica». 
Determinar la frontera y las áreas de distribución del mercado. 

Ejercicio } 

Tema« Línea recta 

^0 Encontrar la pendiente de la reota que pasa por los pun-
tos« 

^1o1 A (3, 4 ) j B ( 5 , 9) 
1o2 A ( 2, 5)§ B (4,-2) 
1.3 A (-3,2) | B (2, -4) 
1.4 A (-5,-4)| B (2, -3) 

/ 1.5 A (-4, 4)} B (2, 2) 
+A.6 A (3*2,1.6) , B (-5.3,4.6) 

Dibujar el cuadrilátero cuyos vórtices soni 

A (2, 4) J B (1, 5) J C (-2, 2) , D (-1, 1) y verificar 
quá es rectángulo calculando las pendientes de sus lados. 

3. Encontrar las pendientes de la línea perpendicular a la 
línea que pasa por los siguientes puntost i 

3.1 A (3, 4) ) B (2, 1) 3.3 A(3, -2) , B (-4,-1) ' 
3.2 A (6,-6) , B (2, 2) 3.4 A (-2,8) , B (3, 6) * 

4. Determinar si los siguientes tres puntos están en línea 
reota utilizando la fórmula de la pendiente! 

4.1 A (0, 3) 5 B (2, 6) 5 C (-2, 0) 
^4«2 A (-1,2) 5 B (1, 4) | C ( 3, 5) 

í 5. Encontrar x de manera que loe puntos A (-1, 7)1 B (3,-5) j 
C (-4, x), estén en línea recta. 

6. Encontrar la ecuación de la recta oon las siguientes 
características! 1 

6.1 pasando por P (-3, 2) oon pendiente m - 2/3 
6.2 pasando por P (-2, 7) oon pendiente b - - 5/2 
603 pasando por P ( 2, 4) oon pendiente a - 4/3 
6.4 pasando por P (7, - 9 ) oon pendiente m - 4 
6.5 pasando por P (-2, 2) con pendiente ra - 0 

7. Encontrar la eouaoión de la reota determinada por los si-i 
guíentes puntos3 ^ \ V* .V 

7.1 A (2, 4) J B (-3, 5) 7.4 A (0, O) I B (-1, -3) 
7.2 A (0, 5) J B (-2,-1) 7.5 A (-3,-2)1 B ( 1, 3) 

7 . 3 A ( H ) ' B ( H ) 7 - 6 m h ) ' b ( V i ) 

8 . Enoontrar la ecuación de la recta oon las siguientes 001»-
Aicionest 

801 Pasando por P (1, 5) y perpendicular a la línea que 
pasa pér A (-2, -6) y B (8, 2) 

8.2 Pasando por P (1, -2) y paralela a la línea que 
pasa por A (1, 3) y B (2, -4) 



20. 
8.3 Pasando por el punto aedio del segmnto A (-7, 2) f 

B (3, -4) y perpendicular al mismo segaento IB. 

9. Encontrar el punto de intersección de 1 m siguiente« 
re o tas. Dibujar sn cada casoi 

9.1 x + y » 5 l 2x • 3y • 4 
9»2 x - 6 - 1 | x • y - 2 
9.3 2x - y - -5| 4x - 2y - 7 
9.4 7x • 0y- 12f 2x - 4y - -3 

CAPITULO 2 
0 

PUffCIONÉS T SUS GRAFICAS. 

2.1 Funciones de una variable* Es comdn encontrar, por observa-
ción directa, cosas que varían produciendo cambios en otras si-
guiendo en algunos casos una ley determinada» 

Por ejemplo, la presión atmosférica de un lugar oambia ds 
acuerdo con su posición respecto al nivel del mar» Espeoífioa-
mente la presión atmosférica P disminuye al aumentar la altura 
sobre el nivel del mar h» Entonceí3, se dice que la presión at-
mosférica de un lugar es función de su altura sobre el nivel dsl 
mar y en lenguaje matemático lo expresamos de la siguiente maneras 

P - f(h) 

En economía, la cantidad demandada por un articulo dismi-
nuye cuando el precio del artículo aumenta. Esto es lo que Buoedt 
en el caso "normal"* En general,so observa una relaoión entre 
los cambios del precio y los de la cantidad demandada. Entonces, 
decimos que la cantidad demandada x os función del precio P y 
lo expresamos de la siguiente maneras 

x - f(P) 

Llamaremos a P la variable independiente y a x la variable 
dependiente de la función f. 

Los ejemplos anteriores dan una idea clara<b lo que es 
una función. Sin embargo, es conveniente formalisar las defi-
niciones de los conceptos envueltos© 

Defo Una variable es un símbolo que representa una canti-
dad que puede cambiar* Al conjunto de valores que puede tomar la 
variable, le llamaremos dominio de definición de la variable. 



20. 
8.3 Pasando por el punto aedio del segmento A (-7, 2) | 

B (3, -4) y perpendicular al mismo segaento AB. 

9. Encontrar el punto de interaeooiftn de las siguiente» 
re o tas. Dibujar en oada casoi 

9.1 x + y - 5 í 2 x + 3 y - 4 
9.2 x - 6 - 1 | x • jr - 2 
9.3 2x - y • -5| 4x - 2y - 7 
9.4 7x • 8y- 12$ 2x - 4y - -3 

CAPITULO 2 
(z) 

PUffCXONÉS T SUS 0BAFICA3. 

2»1 Punciones de una variable. Es comdn encontrar, por observa-
ción directa, cosas que varían produciendo cambios en otras si-
guiendo en algunos casos una ley determinada» 

Por ejemplo, la presión atmosférica de un lugar oambia de 
acuerdo con su posición respecto al nivel del mar. Específica-
mente la presión atmosférica P disminuye al aumentar la altura 
sobre el nivel del mar h» Entonceí3, se dice que la presión at-
mosférica de un lugar es función de su altura sobre el nivel del 
mar y en lenguaje matemático lo expresamos de la siguiente maneras 

P - f(h) 

En economía, la cantidad demandada por un artículo dismi-
nuye cuando el precio del artículo aumenta. Esto es lo que Buoede 
en el caso "normal"» En general,so observa una relación entre 
los cambios del precio y los de la cantidad demandada. Entonces, 
decimos que la cantidad demandada x os función del precio P y 
lo expresamos de la siguiente maneras 

x - f(p) 

Llamaremos a P la variable independiente y a x la variable 
dependiente de la función f. 

Los ejemplos anteriores dan una idea clara<b lo que es 
una función. Sin embargo, es conveniente formalisar las defi-
niciones de los conceptos envueltos. 

Def o Una variable es un símbolo que representa una canti-
dad que puede cambiar» Al conjunto de valores que puede tomar la 
variable, le llamaremos dominio de definición de la variable. 



Def, Una constante es una cantidad que permanece fija en un 
problema determinado. 

Def. Una función es una relación que asigna uno o más valo-
res a una variable dependiente, cuando la variable independiente 
toma un determinado valor de su dominio de definición. Al dominio 
de definición de la variable independiente se le llama dominio de la 
función y al conjunto de valores que toma la variable dependiente al 
dar a la variable independiente los valores del dominio, se le llama 
co-dominio de la función* 

El concepto efe función puede Bar interpretado como una trans-
formación de los elementos de un conjunto llamado dominio en los 
elementos de otro conjunto llamado co-dominio. La figura 2.1 ilus-
tra esquemáticamente esta interpretación. 

Fig. 2.1 

Si el dominio y el co-dominio de una función están contenidos 
en el conjunto de los números reales, entonces se dice que la fun-
ción es de variable real. Limita-amos este curso al estudio *de 
funciones de variable real. 

Ejemplos. Determinar el dominio y el co-dominio de las siguientes 

funciones de variables reales8 

1, f (x) " 3 sen x 

Soluclfin; Dominio. Todos los «Omeros reales (valores que puede t<» 
mar al ángulo i, en radianes). 
Co-dominio. el oonjunto de los números reales comprendidos entre 
_ tres y mas tres. (Valores que toma la funoi6n al asignar a 

x los valores del dominio)^ 
2o f (x) « x 2 * 

4 x=1 

Solución« Dominios Todos los números reales excepto el porque 

J VáJÍr „ , 
Cc^iMiucc ir^JM^atr 

para x «• 1 la función no está definida. 

Co-dominios Todos loa números reales. • 

3o f (x) - x' 
Dominios Todos los números reales. ¡AvS . 
Condominios Los números reales no negativos0 

Función inversa0 En la función y «• f (x), decimos que x es la 
variable independiente mientras que jr es la variable dependien» 
teQ Ahora, cuando sea posible despejar x con ayuda de trans-
formaciones matemáticas9 entonces encontraremos lo que se llama 
la función inversa £ de fj 

x ® g (y) 

En la función inversa^ £ es la variable independiente y x se 
transforma en la variable dependiente« 

Ejemplos Sea la funcióm y * 2x + 4„ Despejando x encontramos la 
función inversas x?ep 

2x s y - 4 
x » Oo5 y - 2 

2 o 2 Funciones deivariasivariables0 El número de variables indepen-
dientes que determinan el valor d la variable dependiente puede 
ser mayor que unoj, en cuyo caso se tiene una función de varias va-
riableso Por ejemplo^ el capital acumulado de una inversi ón a 
interés simple anual depende del capital inicial Co9 de la tasa de 
interés r̂  y del tiempo transcurrido desde el momento de hacer la 
inversión t 
se tiene8 

Ct « f (Co9 r9 t) 

Variable dependiente ® C^ 
Variables independiente®s 1o Co 

Si llamamos C»̂  al capital acumulado después de t̂  anos, 

Observación« No siempre es posible obtener una expresión matemá-
tica exacta que describa ltrelación entre ciertas variables» En 



algunos casoo, e3 necesario «¿bular explícitamente loa valor«» 
de la variable independiente con loa corxeapondientea valorea da 
la variable dependiente» En ¿atoo caaos, que aon comunea en est*-
dística, la expresión que representa a la función es una tabla da 
valores. Siempre ee deseable obtener una ley matemática a la tabla 
de valorua aunque sea de manera aproximada, reduciendo Ion error«« 
al mínimo. Una de lae finalidades de la estadística ea preciaamanta 
encontrar funciones aproximadas para un oonjunto de datoa «mpírioo* 
con el propósito de hacer proyecciones futuras y i-oilitor al an¿-
liaia matemático de la relación «ntre las variablea conaidaradaa. 

2.j Clasificación de las funcionea. Una de laa finalidad«* fundan 
mentalea del cálculo infinitesimal, ee el eatudio de la« función««. 
Para facilitar dicho estudio, es muy conveniente clasificar la« fux>-
oionea de acuerdo con au expreaión matemática. En la eiguient« 
tabla so presenta la clasificación de la« funciones de una variable 
en JWiones algebraicas y funoiones trascendentes, oon alguno« 
ejemplos. Las funciones algebraicas son las que tisnsn una «x-
presión puramente algebraica, es decir, contienen a la variabl« 
envuelta en operaciones algebraicas, (suma, resta, multiplicación, 
división, potencias y raíces). Las funciones trascendente* «on 
todas las que no son algebraicas„ 

Funciones de una variable yf(xj. 

Algebraicas. 

1. Constante» f(x) - c n 
2. Polinomiali f (x) - P.q + a1 x -f ... • »n * 

a) Lineal » f(x) - aQ + a1 x 
2 

b) Cuadrática» f(x) - aQ + a.x • agx 

3. Racional» f(x) -
P(x), Q(x)« Polinomios 

Trascendentes. — — Ejemplos 

1. Trigonométricas bM " x 

2. Exponenciales ...» " ^ 
3. Logarítmicas B M " l n 1 

etcétera. 

2.4 Gráficas de funciones. Una función de una variable y» f(x) 
puede ser considerada como una ecuación indeterminada en x y 
es decir, una ecuación con una infinidad de soluciones. Entonces, 
la gráfica de una función es la curva de la ecuación correspondiente. 
Hemos visto en geometría analítica un método para grafioar ecuacio-
nes que corresponde al siguiente proceso sistemático« 

1. Hacer una tabla de valores dando a la variable independiente 
valores de su dominio, de la siguiente manerai 

a) Primero se le da el valor cero y valores enteros positivos 
hasta que se defina el comportamiento de la variable de-
pendiente. 

b) Después se dan valores negativos enteros hasta que se 
defina la función a la izquierda del origen. 

c) Si hay duda del comportamiento de la función entre 2 en-
teros ,, se dan valores fraccionarios en ese intervalo a 
la variable independiente. 

Si alguno de los valores considerados no están en el domi-
nio de la funcións se excluyen de la tabulación. 

2. Se sitúan en un sistema de coordenadas los puntos correspoxH-
dientes a las parejas ordenadas de números reales que aparecen en 
la tabla0 

3. Se traza una curva suave a través de los puntos determinados 
para obtener la gráfica de la función. 

Ejemplo,, Hacer una gráfica esquemática de la funciónt 

f (x) « x 3 - x 2 4 4 

Soluoión» El dominio de la función es el conjunto de los números 
reales, es decir x puede tomar valores desde — 00 hasta + 0 0 . 

Empecemos con la tabulación. 



26. 

X f(x) 

0 4 
1 4 
2 8 
3 22 
4 42 

-1 2 
o — fc- -8 

-3 -32 
-4 -76 

9 " 

> 
"V 

A 

El comportamiento de la función es incierto (de la tabla) 
en el intervalo de x . -1 a x - + 1 o Consideremos valores de x 
en ese intervalos 

X L * fe) 
-1/2 29/8 «3c 6 

' 1/2 r }i/8 ~ ,3.9 

Ahora, situando los puntos correspondientes y trazando una 
curva suave a través de ellos se obtiene la gráfica de la función 

( f igo 2 0 2o) 

Be este ejemplo, se deduce que no es posible obtener una 
descripción gráfica exacta de la función por este procedimiento. 
En el intervalo :.o<x<1 no sabemos cual es el valor mínimo de 
f (x) y si seguimos dando valores a x entre o y posiblemente 
podríamos encontrar aproximadamente la posición del punto mínimo 
que está en el intervalo y que es importante en la gráfica de 
f (x)o Posteriormente veremos como el cálculo diferencial es de 
gran utilidad para graficar funciones» 
^ M n n a , «n Teoría Económica» En economía se estudian relacio-
nes entre cantidades variables como son precios, ingresos, cos-
tos, tasas de inte^s, etc. Cuando la relación entre un conjunto 
de variables económicas puede ser expresada por una ley matemá-
tica, se obtiene lo que se llama una relación funcional que 
facilita notablemente el análisis de los problemas económicos 

27. 
en los que intervienen las variables. Sin embargo, generalmente 
es prácticamente imposible obtener una ley matemática rígida que 
desoriba exactamente un fenómeno eoonómico, porque hay variables 
eoonómicas que son muy difíciles de medir y hay que conforaarse-
oon estimaciones que en muchos casos son disoutibles. Por otra 
parte, hay conceptos económicos que no pueden ser precisados de 
manera espeoífica como el ooncepto de "utilidad" o "satisfacción1*. 
Es entonces muy importante tener plena oonoienoia de las limita-
ciones que tienen las expresiones matemáticas de fenómenos econó-
micos. Sin embargo, la herramienta matemática ha demostrado ser 
un reourso magnífico no sólo para el análisis de problemas econó-
micos determinados, sino para la mejor comprensión de los concep-
tos fundamentales de la teoría económica. 

2.5 Funciones de demanda. Consideremos un artículo en un meroado 
de competencia pura. En general, la cantidad demandada por el 
artíoulo depende de varias variables como son el precio del ar-
tículo, el precio de los demás artículos en el meroado, los 
gustos de los consumidores, etc. Si tomamos en cuenta todas las 
variables que determinan la cantidad demandada, obtenemos una 
función muy complicada en la que intervienen variables indepen-
dientes que influyen muy poco en el valor de la cantidad deman-
dada. Entonces, despreciamos las variables que podríamos llamar 
secundarias para obtener una función simplificada de demanda, r A \ + (j* 
considerando que la cantidad demandada depende tínicamente del 
precio del artículo. Para justificar la eliminación de las de 
más variables, limitaremos la función a un instante dado o a un 
intervalo de tiempo tal que las variables pueden ser considera-
das constantes. De esta manera obtenemos lo que se llama una fun-
ción de demanda estática, x » f (p). 

Una de las leyes básicas de economía dice que la cantidad de-
mandada disminuye cuando el precio aumenta. Entonces, las posibles 
formas funcionales entre estas 2 variables deben satisfacer ésta ley. 
Consideremos algunos ejemplos de formas posibles de funciones de 
demanda estática. Las gráficas se linitan al primer cuadrante, es 
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deoir para valores no negativos de las variables x y P. 

seas P - 50 - 2x. (normalmente se trabaja en eoonomía con la 
función inversa. En este caso la función original sería, despe-
jando 1 s x - 25 - 1/2 P, que expresa la cantidad demandada x oomo 
una función del precio 

Qraficando la función para verificar la ley fundamental 
que debe satisfacer una función de demanda, se obtienes 

Puesto que es una ecuación lineal, su gráfica es una recta. 
Además x y P toman dnioamente valores positivos. Encontremos sus 
intersecciones con los ejess (figo 2.3) 

X P 
0 50 
25 0 

P 
5o J 

50 - 2x 

10 20 30 

Figo 2.3 

X 

De la gráfica se deduce que la cantidad demandada x dis-
minuye cuando el precio P aumenta. 

12. Seas P - _ á 2 ° - 10 o b t e n i d a d e l a f U n° Í 6 n ^ d e m a n á a , 
x + 4 ~ 

x - JLQQ - . A p + 10 

Tabulando para valores no-negativos de la cantidad demar. 
dada x y el precio P, se obtiene la Fig. 2.4« 

édf J T - ( H ^ 

0 0 5 

3. Sea x - ^ aoo^P da donde sa obtim la simulante funoita das-
pejando P. 2 

P - 800 - 2x2 

Tabulandos 

800-2xf 

Fig. 2.5 

4« Seas P « 2tog 1QQQ 
£ 

Tabulando! 
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P i o n e s de costo. De la "»«»» manera que en las funciones d. 

demanda, pueden considerarse formas posibles para funciones de costo 
totalj que satisfagan las condiciones "normales»del costo total de 

. producción a diferentes niveles de cantidad producida. El costo 
total es igual al costo fijo más los costos variables. Se supone 
que los factores variables son fijos para cada nivel de producción 
y tales que proporcionan costo total mínimo. Naturalmente, ésto 
depende del tiempo por la evolución de la tecnología empleada en 
la producción. Entonces, es necesario considerar funciones de cos-
to estático como en el caso de las funciones de demanda. 

Si llamamos C al costo total y x a la cantidad producida, 
la curva «no^al» de costo debe tener aproximadamente la forma de 

la fig. 2.7. 

b . Costos fijos que corresponden al costo total al nivel 
cero de producción. 

Formas aproximadas de funciones de costo pueden ser línea, 
rectas de pendiente y ordenada al origen positivas, parábola o 

Ai-áticas en x con coeficientes pos^vos, etc. 
s e a funciones cuadrát cas n i c o n d i o i o nes « n o r m a d en 
Fatas formas funcionales satisiacen x 

económicamente importante como se verá después. 

t t a l s i e l precio de un articulo es P y la cantidad 
" I c i o es x, entonces se llama i n g r e s ^ demandada a ese nivel de precio i > e 

ni v^val de precio considerado, ai pr°uu 
tal obtenible al nivel de p ingreBO total, en-
"Tic por la cantidad demandada si llamamos I, al m g 

tonces, *or definición! 

It « P . x 

Para una función de demanda determinada x - f <P>, ee obtien. 

la función inversa p « g (x) de donde se deduce la función del in-
greso total It multiplicando por x ambos miembros de la ecuación 
P - g (x)s A 

¿ i ° cf ^ 

It - x.g(x)^ I t « PoX 

Ejemplo 1o Consideremos el ejemplo 1 de las funciones de demanda 
graficadas8 

1 •• » 

p - 5 < W 2X OíO I T . 5QR - 2x2 

Tabulando para valores no-negativos de x y graficando se 
obtiene la figura 2080 

X 
0 0 

168 
t 272 
12 312 
13 
17 272 

TótT~ 
25 0 

>fc& — 

/ 
T "> 
1 1 
1 
( 

-H — 
! 
1 
1 
1 

Á 
/ i 

/ 1 / 
/ b_ 

T "> 
1 1 
1 
( 

-H — 
! 
1 
1 
1 1 

I 

\ 

5 10 15 20 25 

Fig„ 2o8 

De acuerdo con la tabla y la curva, el ingreso total al-
canza su máximo entre x * 12 y x * 13. En cálculo diferencial es-
tudiaremos con más detalle la curva del ingreso total. 

Ejemplo f^ Consideremos el ejemplo 2 de las funciones de demandai 

P 400 
X 4 - 10 

Multiplicando por la cantidad demandada x, obtenemos la 
funoión del ingreso total8 

[ t - -i - i o . 

Tabulando para valores no-negativos de x, se obtiene la 
curva del ingreso total en la figura 2.9. 



Tena. Funcionea 

1. Si f (i) - x 2 " 4* • 2» encontrar» 

1.1 f (o) , t (-1) » * (2) » ' ("1/2") 
1 .2 f ¡ t a ) | í ( t - ' ) l f ( * + » ) 

1 . 3 j J í + J i ) • - M * 1 

1 . 4 í J L * J - = - § - L 2 - l z - 2 

2. Si g (x) - ¿ = _ 1 . encontrar. 
1 + 2 

2.1 g (o) , 8 (D » « <"2> » g ( f } 

2 . 2 g ( * • h) S h) - fí 1*1 

2 . 3 X - 1 

.3. Si f (x) - x2 - x - x + 6, para que valoree de x es. 

3.1 t (x) - t (2x) 
3.2 2f (x) - f (2x) 

4. Graficar y encontrar el dominio ? el o<.do»inio de la 
función« 

- / y 
Ejercicio 4 

F i g o 2 . 9 

4.1 f (x) « x3 - 1 
4o2 g (x) . + |/x - 3 
4.3 f (x) - + - x* 

4 o 4 

4 o 5 

y 
y x-2 

2 2x ¿ + 1 

5o Graficar y comparar los dominios y co-dominios de las 
siguientes dos funciones? 

1) f (x) - x • 2 2) f (x) -

Supongamos que cuesta 20 centavos, por onza o fracción, 
enviar por correo ordinario un paquete que no exceda de 
100 onzas. Si x es el peso del paquete en onzas, enton-
ces el costo de enviarlo por correo es dado port 
f (x) • 20n, si n « 1 < z < n donde n - 1, 2, 3, ...., 
100. Graficar la función y determinar su dominio y 
co^dominioo ^ 

k 

Ejercicio p 

Temas Gráficas. 

1o Hacer uaa gráfica esquemática le las siguientes tablas de datos 
empíricoso 

1.1 Exportación de trigo del país x. en millones de sacos desde 
1940 hasta 1950« 

Año 1940 1941 1942 1943 1944 1945 1946 
* 

1947 1948 1949 1950 j 
Exportaoión 8.2 13o9 15« 5 13o8 10.2 8O9 10 11.2 11.6 16.1 

u i 
1o2 Profundidades de un río a diferentes distancias normales al 

margen desde un banoo fijo sobre la orilla. 

Distancia 
(metros) 0 8 16 24 32 40 48 56 

Profundidad 
(metros) 0 3 2 30 26 6 11 2 



1.3 Producción de algodón en miles de pacas del país x y p r e c 
promedio en pesos por kilo desde 1940 a 1950. 

1940 1941 1942 1943 ,1944 1945 1946 1?47 1948 1949 1950 MIO 
Producción 

i y 
11.5 15-5 13.5 14 16 11 11.5 11.5 12 11.5 13.5 

Precio 2 1.60 1.80 1.90 1.10 1.50 2.20 3.60 3.60 4.40 2.20 

2. El valor de un automóvil es dado por, V - 50,000 - 1500t donde T 
es el valor en pesos y t el tiempo en anos después de su fabricación, 

* utilizando intervalos de cinco 
Dibujar la funoión de t « 0 a x 
años en la tabulación. 

3. Oraficar las siguientes funciones» 

3.1 y 
3o2 y 

X 2 - 2 

x • 5 
o 2 

3o4 y - X 4 - 5X2 • 4 

6x - 16 

3.5 y » 2 eos x 
3 .6 y « 4 log x 

4„ I L I las «xmoas , o — el ^nto de interseco^ de lo. 

siguientes pares de curvasi 

1 - 0 * 0 

Tí- - ' 

4.1 

4.2 

y s X + 2 
2 

y + x -

o 

V - -X * 3 7
 4 2 

y - 4 - * 

V tt-jeroioio 6 j 
3 M 
tj'Ci 

•i 

- 0 ' b 

Temas 
ionómica ^ 

la curva de demanda. Dibujar la grá-
Dibujar la g r á - ^ d e p r o d u c c ión es 

fica del ingreso total y determinar q 
náxieo el ingreso total» 

2. Un fabricante investiga la demanda por su producto variando el 
precio y colecciona los siguientes datosi 

Precio 9 12 15 18 

Demanda. 1030 900 795 715 
l) I 

Dibujar la gráfica del ingreso total y verificar que aproxi-
madamente el ingreso total es una función lineal de la cantidad de-bujar " ' T ^ - ^ J T T - ^ 
ü S S f e e el ingreso total es una funcién lineal de la cantidad de-

3» El número de personas x que viajan en un tren está relacionado 
al precio del pasaje P de acuerdo con la siguiente leys a. o i o7ia.de • 

P - (3 f 
40 

V ( 3 ) 
Dibujar la curva de demanda y la curva de ingreso total. 

-j: ̂t-.r. v la curva de ingreso tova!. 
4. Para una función de teatro se sabe que la asistencia x depende 

a del precio del boleto P de acuerdo con la leys x • ~ - b. El 40 Tara una Tunco.on o» * P 
teatro tiene 3000 asientos y se ha encontrado que cuando el 
precio del boleto es un peso se venden la mitad de las localida-
des, pero cuando el precio se reduce a 90 centavos sólo queda la precio del P.CJ 
sexta parte de los asientos vacíos. Encontrar a y b• Dibujar la 
des, pero ©u<in< 1 
curva de demanda y encontrar el precio del boleto que llenará el 
sexta* e * - - • • • 
teatro. curva de d̂ mancia y - -n- — • 
5. Una planta produce x unidades de un cierto artículo a un costo 

. P-.; , ar>i5>rto artículo a un costo total des 5«, uns pi 
total 

proi 

C « 2 1/ 40x - 175 + 90 

Dibujar la curva del costo total. Expresar el costo medio 
como una función de x y dibujar la curva del costo medio. Dibujan xa o«*.* ue* ^ -

& • x a t dibuiar ía curva del costo medio'. 6. La siguiente tabla muestra los resultados de una investigación de 
mrastigación de demanda por un cierto artículos usa 

, 
Precio 
s s) 

imanda 
(unidades) 

10 

300 

15 

270 

20 

260 

25 

230 

30 

200 

35 

168 

40 

15 
Demanda 260 54 



Representar estas demandas grá&oamente y verifioar que la 
curva de demanda es aproximadamente de la forma lineal Q • 350 - 5?« 
Orafioar también el pseéo^o total oomo una funoi6n de la cantidad 
producida» div - oa • KCa S 

LDUTÜÜ.DtóHIVABA CE UKA «TOCIO« 

I nt roduc ci ¿n, £l concepto de líwit« de un* f une i 6« ouAnd< la va-
riable irdependiente tiende a un valoi determinado, «» de furnlaas»» 
tal importancia para el <n.tudio del cálculo diferencial é int«gnl» 
Antes de formalizar el concepto de lfnite, definiremos las atcu*a> 
cius ilustrando con algunos ejestplen. 

3.1 Secuencias. Una Becuanoia ea una función definida sobre 
enteros no-negativos. Es decir, es una función de una variable «agre 
dominio de definición está contenido en el oonjunto de loa enteros 
nc-negativos. Consideremos algunos ejenploss 

, 1. f (i.) » 2 • n - 1, 2, 3» .... 
El dominio de esta función sen les sttaexvs enteros positivo«. 

Para graficarla ae acostumbra escalonar los puntos aislados que co-
bres ponden realmente a la gráfica do !«• fumi4&. «ote ©«caloña*len-
to es completamente convencional y lo harenes de la siguiente 
manera» (Fig. 3.1) 

CAPITULO 3 



Representar estas demandas grá&oamente y verifioar que la 
curva de demanda es aproximadamente de la forma lineal Q • 350 - 5?« 
Orafioar también el pseéo^o total oomo una funoi6n de la cantidad 
producida» div - oa • KCa S 

LLWITisIS» DhJHIVAÜA CE UKA FVMCiO« 

Introducci¿n, £l concepto de límite de un* función ouand. 1* va-
riable irdependiente ti«rule a un valoi determinado, ee de fúndame»-
tal importancia para el <n.tudio del cálculo diferencial é integaal» 
Antes úf. formalizar el concepto de límite, definiremos laa aeouo»» 
ciua ilustrando con alguno» ejestplen. 

3.1 Secuencias. Un* Becuanoia ea un* funoión definida sobre 
enteros no-negativos. Es decir, es una función do una variable suyo 
dominio de definición está contenido en e l oonjunto do loo enteroe 
no-negativos. Consideremos algunos ejemploot 

, 1. f (i.) » 2 • n - 1, 2, 3» .... 
El dominio de esta función sen Ico sttaex-os enteroe positivo«* 

Para graficarla ne acostumbra escalonar los puntos aislados que co-
-'responden realmente a la gráfica do 1* función. «oto oocalonamion-
to ee completamente convencional y lo haremos ds la siguiente 
manera» (Fig. 3.1) 

CAPITULO 3 



Be la tabla ee deduce que f (n) aumenta Indefinidamente al 
aumentar n haciéndolo tender a infinito» En lenguaje matemático 
se dice que f (n) tiende a infinito ouando n tiende a infinito y 
en símbolos lo expresaremos de la siguiente manera! 

lim f (n) - oo. En este caso, se dice que la 
n oo 

secuencia es divergente» 

2 . f (n) - 1/n ; n 

Tabulando? 
n f(n) 
1 1 
2 1/2 
3 1 / 3 
4 \TT— 

1/5 
0 
0 
0 
0 

0 
0 
0 « 

1f 2 , 3» o•• 

Î H 

•/_ -

o r 

Figo 3.2 

N . 

tri 

De la tabla, se deduce que f (n) se acerca a cero cuando 
hace niás grande tendiendo a infinido. En nuetítra notación» 

'lira »f'(»)"• O 1 finteé te'xwso, se idice Kjae^la 

seduetidia ̂ s 'convergente o V(Figo '3<>2) 

3. T h ^ A i f a aritmética, <f' (4) -
constantes o Consideremos como caso païtioiilaT» -a - ttjf tt. 

f ( «> - 3 • < « - O 
f (n) - 2 

Esta secuencia es la qtw Aiscutiisas «a «1 1-

Límite de una función. Consideremos la taoifcn f <(x) - x • 

Tabulando para graficar, obtenemos» 

39. 

Suponganos que no® interaaa saber que le sucede a la fu»-
oi6n f (x) cuando x ee aoorca a 2. Hagamos una tabla dando valorea 
a £ que tiendan al val or * - 2. 

1 1.5 1.8 1.9 1.95 1.9? 1.999 f (xj 1 2.25 3.24 3.61 'Tisis 3.9̂ 01 lisife-
De la tabla as deduce que f (x) tiende a 4 ouando £ tiende a 2, 

Observando la gráfica a« obtiene el miseo resultada. Bn símbolos» 

lia f (a) » 4 
X • 2 

para ledo £ > o exists una 4 > s 

Formalmente definiremos el limite de una función de la si-
guiente maneraí 

Bff. lin f (x) » A 
x — 

tal que» |f (x) - A j <£se satiafaoo p*m todo ¿ en el intervalo | 

O^aer/ación. \x - aj<6 es una. vecindad alrededor de ¿ de longitud 2 6 . 
fis dacir ea un conjunto de valorea de & eomprendidoa entre (a -A) 
y (a ) que determinan un intervalo alrededor de ¿ de longitud 2 6 . 
Para demoatrar esto, se descompone la desigualdad |*-a|<é en un 
sistema de 2 desigualdades! 

Do © i x - «< I | x < 6 + a 
De (2) s -x + a < é ¡ x > a - 6 

I-x + a < é 0 
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Gráficamente, el conj. de soluciones de la desigualdad es el inter-
valo indicado en la figura 3.4 

K 2 6 

a-6 a a+6 
k a - 6 ) ^ I<(a+Ó>>| 

Fig. 3.4 

Con la ayuda de la interpretación geométrica de una desigualdad 
de la forma |x - a|<6, la definición de límite de una funoión puede 
hacerse objetivas (fig. 3-5) 

De acuerdo con la definición, para cualquier o debe existir 
6 > o tal que para todos los valores de x en la veoindad marcada en 
el eje x de longitud 2 fí , los valores correspondientes de la función 
f (x) están contenidos en la veoindad de longitud 2 £ marcada sobre 
el eje de f (x). El significado de todo esto es la noción natural de 
límite poique si hacemos £ suficientemente pequeña haoiéndola tender 
a cero, entonces 6 tiene que tender a cero también y por lo tanto al 
acercar x al valor a, f (x) Be aoeroará al valor A. Es deciri 

lim f (x) - A 
x ++ a 

¿ >o o y-o 
41. 

3.3 Continuidad de una función, SI concepto de continuidad es, en 
general, un concepto que se entiende intuitivamente diciendo que una 
función es continua en un intervalo de valores de la variable inde-
pendiente si no tiene interrupciones en su gráfica. Sin embargo, es 
necesario formalizar el concepto de continuidad con propósitos de 
análisis matemático. 

Def. Una función f (x) es continua en x - a si el límite de f (x) 
cuando x tiende a a^ existe y es igual al valor de la función en 
x « a. En símbolos? 

f (x) es continua en x ® a Si» 
lim f (x) « f (a) 
i a 

IA funoión f (x) es continua en el intervalo a < x < b si el 
intervalo completo está contenido en el dominio de la función y el 
limite de í (x) cuando tiende a £ es igual a f (c) para todo c 
contenido en el intervalo. En símbolos» 

t (x) es continua en el intervalo a ̂  x < b, si f (x) es 
continua en todo punto £ tal que a < c < b. 

Ejemplos» 
1. La función f (x) « x~ - 3 es continua en todo su dominio, es 
decir, es continua para todo x porgues 

lim f (x) «• f (a) para todo a j de acuerdo con 
x a 

las propiedades de límites que veremos enseguida, 

2. La función f (x) « 1 es discontinua en x » 1 poique f (i) 
no existe. x ~ 1 

3.4 Propiedades fundamentales de los limites. Los siguientes teo-
remas fundamentales sobre límites serán establecidos sin demostración. 
La importancia de los teoremas de límites es inmediata poique serán 
utilizados en la evaluación de límites y la de ciertas formas matemá-
ticas indeterminadas. Además, constituyen la base matemática esen-
cial para el cálculo diferencial, como veremos después. 



Teorema 1. SI limite de una constante <* cuando x tiende a un 
valor & es igual a la constante misma. 

Teorema 2>/ El limite de una constante por una variarle ee igual 
! a la constante por el limite de la variarle» 

lim ex » e li» x » ca 
— ~~ 7' x —* a x a u / , 

/Teorema 3./ El limite de una euma de funoionee es igual a la suma 
/ d e los limites de las funciones* 

lim [f (x) + g (x) ± h (x) 1 ...J - li» f (x) ± 
x a * —* a 

lim g (x) + lim h (x) * 
x a 

Teoria 4./ B1 limite de un produet© de funciones es igeai al 
-- producto de los limite« de laff funciones» 

lim [f (x) . g <x>] - ¡li» f <*)j [il» « 
x «=» a ~ x a x a 

3 .... _ n «*• 
Corolarios / lim |f (*)]« - f-**®' * W j 
— x a x • 
Teorema 5./ «1 limite de un eocieot» de fmei<mes ee igual al 

_ 7 cociente de lo» limites die» las funciones siempre y 
cuando el limite del denominador sea diferente de 

cero. 
lim f (x)1 

g W 
X «ya 

• ffi líffl g (x) / 0 
lim g Xx) 
* —a» a x « 

»ota* H corolario del teorema ouatto es válida par» expone»*«» 
racionales. En partiouiEarí 

lia. |f C 4 ¡ » - » ¡f » 
X « * > » x a 

K 43-
3.5 Evaluación de límites. Para encontrar el valor del límite de 
una función algebraica es conveniente demostrar primeramente las 
siguientes reglas» 

Regle. 1. El límite de una función polinomial es igual al valor 
del polinomio para el valor hacia el cual tiende la variable x. 

Demostración t 
Sea P (x) ® a^ + a.j x + a^ x + + a R x11 

2 n 
lim P (x) » lim (aQ + a^ x + a2 x • + a ^ x ) 
x <"**£> a x — a 

« lim a + lim a4 x + ..... + lim a x o i n 
n 

x a x —> a a 

(Teorema 3) 

«a a + a., lim x + .o... + a lim x n 
o 1 n 

x a x —* a 

(Teorema 1 y 2) 

« a + a, (a) + «o«... + a (a11) o 1 ' n ' 

(Cor0 del teorema 4) 
Ahora, el valor de P (x) en x ® a esi 

P (a) - a Q + a1 (a) + • aR (a11) 
lim P (x) » P (a) 
x —¥ a 

L. C. B. D. 

Regla 2o El límite de un cociente de polinomios es igual al cocien-
te de los valores numéricos de los polinomios siempre y cuando el 
valor del denominador sea diferente de cero. 

Demostración « 
Sea f (x) « P (xj 

Q (x, 
P (x) 
Q (x) 

a • a. x + o 1 
b • b„ x + o 1 

... + a n x 

... + b n x 

n 
n 
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lim f (x) - lim X l i l 
x a x a Q \x) 

«y 1— 

cuando lim Q (x) / O 
" lim Q U l 1 

(Teorema 5) 

n\ 
lim (aQ + a1 x + o.». + a n

 1 * 

o o 
x a 

J. —y q. ,_ — — — n 

lim (bQ + b1 x + o... + b n x ) 
x —> a 

-zii^iL 
b^ + (a) 4 ooooo > b n (a ) 

(Regla 1) 

, , ^ 4 4 . 4 4 4 3 a W / 0 
1 Í B "TtSr X T a ) 

L. C. D. D. 

Ejem^s Evaluara - 3x + 4) 

lim ( X 2 ^ . 4 ) - 2 2 - 3 ( 2 ) * 4 
x 2 . 4 - 6 + 4 - .L 

„ „ . ¡ » „ . o » » . i » « » — " " 
x 2 + 2 _ 

Sea f (x) - _ 4 

deseamos encontrar F (2) t Supongamos que desearon 
v 4 - 6 + 2 0_ 

f (2 ) - 0 

x ó n J L puede^ser cualquier ndmero real C porque, 
La expresión Pu«u 
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~ * G implica , O * C O 
O = 0,1o cual es una identidad* 

Esta forma indeterminada y otras que resultan al evaluar fun-
ciones algebraicas, pueden ser en algunos casos, interpretadas como 
el límite de la función cuando la variable tiende al valor conside-
rado» Veamos como puede intentarse la eliminación de la indetermi-
nación en tres casos de formas indeterminadas que corresponden a 
valores numéricos de funciones algebraicas, 

Caso 1 o Forma indeterminada en un oooiente de polinomios. 

Consideremos el ejemplo anterior, 

„ , \ x 2 - 3x + 2 F (x) -

Para x » 2, encontramos» 

F {2) - -f" 

Ahora» 

,,, „ ( \ i • x 2 - 3x + 2 lim f (x) - lim r¿—* 

x 2 x ->2 x" - 4 

Factorizan&o numerador y de nominado rt 
1 Í 1 . F W - lim f* r / ] ) ^ I l\ 1 
x — ' 2 x — * 2 

* - 1 -2 - 1 1 

Regla» Para eliminar la indetermimacaSa Jj en un cociente de {poli-
nomios en x* se factorizan numerador .y denominador y se elimi-nan 
los factores comunes en el límite de la función. f&L aplácar lí-
mite a la función, los factores eliminados son diferentes de cero)). 

•O 

Caso 2. ¡Forma ünde'ternrina&a — en una fftraoc&$n <©*>n Tadriicafleŝ  

•Sea « 2-zJL lifx — 4 -



El valor de g (x) en X - 7 ©et 

a (7) 7 ~ 7 (indeterminado) 
g u ; f T - f T 0 

Aplicando límites»« 
, v . xr — 7/ lira g (x) - Di» ' — 

j x — W xr._»7< /x — 45 — K 3 

Multiplicando numerador y denominador poxr (( K 1 " ^ * if3~)* é 
para racionaliza®! 

Dirn * W - - T ^ ^ f ^ ^ k r 
„ ( / F ^ T - > (' i f i M f ' * /3 ).« 

x X —»>7 

x —>7 x - 4 - 3 

- lim (T - 7Y) í í / M + j (x - 7) / 0 
1 7 U - 7 ) 

- lim ( /x-4 * I(D) 
x — 7 

- ^ r + / r - g Í/T 

R e g l a. Para eliminar la indeterminada f * * función I a ^ 

el numerador o el denominador contiene radical**, Be racionaliza 
la parte irracional en el limito de la tm*** * ** simplifica el 
. resultado» 

Caso 3. For** ta*.««*»* •» • 

Sea, t (x) - x 3 _ 2 i + s 

El va*or de F (x) en x » oo no existe. El de f (x> 

cuando tiende x a infinito esr 

lim f (x) - (indeterminado) 
x — 0 0 

Dividiendo entre x el numerador y denominador» 
1 

lim f (x) « lim 
co aov'1" 

- - J L 
x 3 

Regla» Para eliminar la indeterminación 00 
00 en el límite de una 

función algebraica racional, se divide entre la mayor potencia de 
la variable x que esté en numerador o denominador y se evalúa el 
resultado« 

Las formas indeterminadas que acabamos de discutir son de 
gran utilidad para el cálculo de derivadas y reglas de derivación 
que veremos en el cálculo diferencial* Formas indeterminadas mas 
complicadas pueden ser evaluadas por la regla de LfHospital cuya 
demostración se basa en conceptos avanzados de cálculo y será 
considerada después» 

3.7 u m función o 

Introducei;6m El objetivo principal del cálculo diferencial es 
el estudio de la variación de una función f__(x¿ al variar la va-
riable independiente x. El cálculo diferencial establece técni-
cas para encontrar una medida de variación de una función» Esta 
medida de variación, que llamaremc.j la derivada de la función, es 
de gran utilidad en las aplicaciones como veremos mas adelante. 

Los inventores del cálculo infinitesimal fueron Isaac 
Newton y Gottfried tío Leibnitz en el siglo XVII. Newton desa-
rrolló el cálculo diferencial bajo el nombre de teoría de las 
fluxiones y publicó su primera obra sobre cálculo en 1687. Por 
otra parte, Leibnitz publicó sus descubrimientos del cálculo in-
finitesimal en 1684* 

Incrementos. El incremento de una variable x es el cambio que 
experimenta x al pasar de un valor x^ a otro valor x^ de su domi-
nio de definición. Lamaremos A x (delta x) al incremento de x. 
De acuerdo con la definición? 

A x « x 2 - x.j 
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B. valor de x puede ser positivo o negativo de acuerdo con 
los valores de x1 y x^ 

Ejemplos3 

1. Cuando x cambia da x - 3 a x - 8, entonces! 

x . 3 j i • 8, entonces» 

. U x - 8 - 3 - J L 

20 Cuando x cambia de x « 1 a x - -2, entonces» 

x 1 - 1 y * 2 " " 2 

,Ax - x - x - - 2 -1 

Incremento de upa función fjxl. Si a la variable independiente 
aplica, un incremento A x, ent onces la función f (x) recibe 

también un incremento A f (x) que es igual a f (x •ax) - f (x) 
siendo x el valor inicial a partir del cual se aplica el inore-
mento a"la variable independiente. La siguiente gráfica ilustra 
el incremento de una f u n c i ó n correspondiente a un incremento de 
la variable independientes (Fig» 

A f (x) I 
f (X4AX) 

X x + A 1 > X 

Fig. 3.6 

De la gráfica se deduce inmediatamente» 

49. 
HemoB encontrado una fórmula general para encontrar el in-

cremento de la función para un incremento dado de la variable in-
dependiente. Desde luego,A f (x) puede Ber positivo o negativo 
de acuerdo con el valor de A x y la forma de lá curva de la fun-
ción en el intervalo considerado. 

2 
Ejemplo» Sea f (x) » x — 3x + 4* Encontrar la expresión general 
para A f (x) y calcular su valor cuando x cambia de x - 1 a 
x « 3. 

Solución» 

a) Expresión general para A f (x) 

A f (i) • f (x + A x ) - f (x) 

Ahora» f (x + A x ) - (x + A x ) 2 - 3 ( x + A x ) + 4 

- x ¿ + 2x A x + AX2 - 3x - 3Ax + 4 

o", f (x • A x ) - X 2 - 3x • &. + 2x A x - 3 A x + Á X 2 

- f (x) = - x2 + 3x -4 

. U f ( x ) - f ( x + A x ) - f (x) - 2x A x — 3 A x + g x 2 

b) Si x cambia de x » 1 a x « 3» 

x 1 - 1 j x 2 « 3 

A x - 3 - 1 - 2 

Sustituyendo en A f (x)» 

A f (x) - 2 (1) (2) - 3 (2) • (2)2 

- 4 - 6 + 4 

Derivada. La derivada de una función con respecto a la variable 
independiente es la razón de cambio instantánea de la función con 
respecto a la variable independiente. En otras palabras, la deri-
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vada es el límite del cociente de los incrementos de la función y 
la variable independiente cuando el incremento de la variable in-
dependiente tiende a cero. 

En símbolos, sea y - f (*). Entonces la derivada de Z <">n 
respecto a x ess 

„ <L* - V (x) - f (x) - lim A j 
x x i ^ o A 1 d 

(diferentes notaciones para denotar la derivada de 

£ con respecto a x) 

Hemos encontrado que« 

A f (i) -A y - f (x + A x) - f (i) entonces! 
d y „ f U * A-ti - f (x) 

La derivada asi definida es una medida de variación ins-
tantánea de la variable dependiente i oon respecto a la variable 
independiente *, Bs importante enervar *ue la existencia del 
limite envuelto, en todo caso, es una propiedad local de la fun-
ción en el valor considerado de la variable independiente 
i a derivada existe en un ^nto x - V ee dice ,ue la función es 

• «™to Si una función es derivable en todos derivable en este punto, ox una x 
, tflW«in a ¿- x ¿ b, entonces se dice que la los puntos de un intervalo a £ x _ , 

función es derivable en el intervalo. 

^ o HA Ta derivada. De acuerdo con su defi-
InterPretación_geomjtrioa de la,,aeiiva_ ••• f • — — • Xv, r (t) es otra función f'vx;* nición, la derivada de una función f W es oxra 
^ minio es el conjunto de valores de £ para los cuales la 
derivada existe. Para entender el signifioado «eomótrr o del 

d e la derivada en un punto de la curva de la función f (x), 
recordemos la definición de tangente a una curva en un ^ o lado. 
Def • Supongamos „ue la curva de la función y - f W es la de la 

figura 3*7« 

7 T ' / . Fig. 3.7 
— > x 

Consideremos la línea secante ,S que pasa por los puntos 
p (*> y) y Q (* + Ai, y + Ay). Si mantenemos fijo el punto P y 
giramos sobre él la secante ¿ de manera que el punto Q tienda al 
punto P, entonces la posición límite de la recta secante S es 
la tangente a la curva en el punto P. 

Examinemos ahora el significado geométrico de la -deriva-
da* El cociente de los incrementos Ay es la tangente trigono-
métrica de la inclinación de la seoaií̂ e j3, es decir, es la pen-
diente efe la recta S. De la figuras 

A "O" « tan © a m A x s 

Ahora, la derivada f' (x) de la función f (x) es el límite 
del cociente de los incrementos cuando A x tiende a ceros-

f- (x) - lim 
A x —> o 

Cuando A x tiende a cero, el punto Q tiende al punto P y 
por lo tanto A y tiende a la tangente trigonométrica de la in-
clinación de la tangente T, es decir, a la pendiente de la recta 
tangente en el punto P. De la figurai 

A v 
f * (x) - lim - tan«*- m_ 

A i o 1 

Entonces, la derivada de una función es la pendiente de la 
tangente a la curvc an cualquier punto donde la función sea derivable. 

1020123495 
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La pendiente de la tangente a la curva es una medida de 
la inclinación de la curva, por lo que la llamaremos simplemente 
pendiente de la curva* 

En resumen, hemos establecido el siguiente! 

Teorema, La derivada f1 (x) de una funoión f (x) es igual a la 
pendiente de la curva en cualquier punto. 

Ejemplos» 1. A partir de la definición, enoontrar la derivada de 
la funciónt 

f (x) - x2 4 8x 4 2 

Solución! Por definición, tenemos! 

f, ( x ) . U m
 f (x + A x) - f (x) 

A i o A X 

Ahora! 

f (x 4 Ax) - (x + A I ) 2 4 8 (I 4 A I ) 4 2 
f (x 4 A I ) - * + 2x A x 4 £ L 2 4 8 A x 4 8x + 2 

-f (*) - -x2 -a» ~ 2 

f (x 4- A * ) - f W " ' í x A 1 + í 2 + 8 A l 

Dividiendo esta ecuación entre A xi 

f (x 4 A x ) - f (x) „ gx + A x + 8 
A x 

Aplicando límites! 

1 Í B ( x + A x ) - lim (2x 4 A x 4 8) - 2x 4 8 
A i - f o A * A x 0 

Entonces! 
ft ( x) • 2x • 6_ 

Ejemplo 2» Enoontrar la pendiente de la curva de la función si-
guiente en el punto P (4, 3)i 

f (x) - / 2x + 1 

Solución. La pendiente de la curva en el punto P es la derivada 
f' (x) en ese punto* Encontremos la expresión general de f* (x) 
por el proceso sistemático que seguimos en el ejemplo anterior!. 

f (x + A x ) - /2 (x + A X ) 4 1 i' 

- f (x) « - |/2x 4 1 

f (x 4 A x ) - f (x) - /2x 4 2 A x + 1 — ^2x + 1 

Dividiendo entre A x ! 

f (x 4 A x ) - f (x) )/2x • 2 Al -.+ 1 - ^2x. + 1 
A X A X 

Aplicando límites! 

lim t (x 4. Ax) - f (x) _ lim 2 Ax +~T- i/aTTT 
A * — • o A x Ax—••o ^ x 

= /2x H - /ax 4 1 0 
0 " Ó 

(indeterminado). 

Para eliminar la indeterminación, racionalizamos el ndme-
rador, multiplicando numerador y c! mominador pon ^2x + 2 A i + 1 + 

)/2x + 1 8 lim f (x 4 A x) - f (x) D lim( /2x42a£T T- l/2x + 1) 
Ax —* o ^ x A i —• o 

( /2x 4 2A x + 1 4 t/2i -f r ) w l l m 2 ¿ 4 2 A x 4 1- - /¿x + \ 
A x ( y2x -h 2Ax + 1 + /2x 4 1) Ax * o AX ( /2x • 2 ax 4 1 4 ^2x 4 í ) 

__ 2 A ^ t „ 2 m lim ' r , . , / ; 
AL —» o ( /2x 4 2 A x 4 1 4 /2x 4 1 ) ^ i • /2x 4 1 + / 2X"T T 

• • lim F ( I F A I ) - P (x) £ 
2 /2x 4- 1 A i - > o A i /2x +1 

i 
Entonces f' (x) - 1 x t e ^ T 

/2x -f 1 
; 1 1 En el punto P (4, 3) tenemos! f* (4) - ~4r 

/8 + 1 J 

+c 
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Es deoir, la pendiente a la curva en el punto P (4, 3) es 

igual a o 

Observacióno Este último ejemplo da una idea de lo laborioso y-en 
muchos casos complicado que resulta encontrar la derivada aplicando 
directamente la definición. Para simplificar lo más posible este 
trabajo, aprovecharemos la clasificación de las funciones para es-
tablecer reglas gmerales de derivación que serán de gran utilidad 
para el cálculo de derivadas. 

Ejercicio 7o 7 

Tema» Secuencias, Límites y Continuidad. 

1. Encontrar los primeros cinco términos de las secuencias dadas Por 
3as siguientes funciones definidas sobre enteros positivos. Descri-
bir el comportamiento efe los términos de la secuencia. 

, 1o1 f (n) - ¿ 

1.2 f (n) - n (n + 1) 

1 . 3 f (n) » 2n - 3 

1.4 f (n) « -n3 

• / x n + 1 ; 1.5 t (n) - ~ -

1.6 f (n) - 1 • - V n 

2. Consideremos la funoión y - ~ \ 4 > d ó n d e x " » • 1 
entero positivo. Encontrar ios primaros 5 tainos de Xa secuencia 

definida por 

a ifnrf tes evaluar las siguientes expre-3. Aplicando los teoremas de límites, evaiu 

sionesB 

3.1 lim (i2 - 3* • 4) 
i •> 2 

3.2 lis (x - 8)2 
x 1 

x - 3 3.3 lim 
i —t> 0 x - 4x + 1 

3.4 lim (3x - 2) 
X — • 00 

3.5 li» /i3 - 3x - 10 
5 

3.6 lim 
x-*-2 2 x + x - 5 

4. Orafioar y encontrar el dominio y co-dominio de las siguientes 
funciones. Determinar para que valore» de x la funoión es disoontím-Ai 

4.1 f (x) - 2x + 3 
4.2 f (x) - -V- 4-

x - 4 

4.3 f (x) 

4.4 f (*) -

x - 2 
x2*1 

V 'CP 

K, - t 

X + V 

. _ 1 
X + 1 " X - 1 

2 x2 9 -5. Orafi car la funoión f (x) « ~ ~ 3 — • Co®° 4*b* 4*fAni 

funoión en x » 3 paru. qué sea continua en todo x real. 

E.ieroioio 8. 

Tama» Límites y continuidad. 

1. Encontrar los limites de lae siguientes secuencias» (Enoontrar 
los primeroe A términos). 

a 
1.1 f (n) - 2 n • ) n - 1, 2, 3. ....... 
1.2 f (n) , n - 1, 2, 3, 

1.3 f (n) » £-£-2. | n - 1, 2, 3, ....... , ^ < 
OJO- fkoJLus moffw 

í^JtdiA 2 " r 



1.4 f (n) 

1.5 t (») 

1 4 n 
, n - 1, 2, 3, 

• % 
1, si n es impar 
2, si n es par n - 1, 2, 3, 

1o6 f (n) - 5 si » - 1> 2» 

Aplicando los teoremas de límites, encontrar« 

2o1 lim (2 + J 4 - 2 ) n n —i» co 

Jxl + 3* + 2 
i x^ 4 2x - 6 

202 lim 

20? ü m x2h 4 3xh2 • h3 

fe ~ 2xh 4 

2 o 4 lim 
x —t» 2 

x + x - 6 

2o1) lim 2x "» 3 
x oo x+5 

2.6 lim „J1-—-2X2 •» x - 6 

2o7 lim — 3 

X — c o • 3x 4 5 

, 2 o 

x o> x J - 3x 4 4 

2 o 8 lim 
»0 + a1 X + » 2 X * 1 an x 

x —» 0 b Q + x + b 2 x 4 

2.o9 11® 
h — 0 

2 o 1 0 lim 
b 0 

x 4 h 

n 

4>/k f 

U 

* > 

2 o 1 1 lim 
x —p 3 J_ -x 

Si f (x) « x2, encontrar« lim 
h —• 0 

* (T • h) - f (x) 

Ejercicio 9* 

Tenia? Derivada, a partir de la definición. 

1. Encontrar la derivada por el proceso deltai 

1.11 f (x) - ax2 4 bx 4 0 

1.12 f (t) - ^ 

1.13 f (t) - (t - 4)3 

1.14 f (x) ; fr M t 4) 

v 6 a r - - 2 * : * j.15 f íx) 

1o1 Y « 3x 
1 o2 y « 2x: 

1.3 y - 2 X 

1.4 y - x 3 

1.5 y * x 3 

3x 4 4 

x2 + 1 

2 
1.7 y « — — « 7 

<1 

y - 4 
1.8 y 

X 2 4. 1 

1-9 y - j/xT 2 

¿ 1 o 1 Q y « / x 2 - x + 1 

20 Encontrar la pendiente a la curva en el punto cuya abcása se 
indicas (Graficar). 

2d y - 2x2 - 1 $ x « 2 

2o2 y - | i 2 = 2i5 i - 3 

, x - 2 

2.4 y - /2x - 1, t x - 1 

4 ^ r 2 

3. Encontrar el punto de la curva ¿r j* X 3x en el ®ue la pea-
diente es igual a uno. Graficai». 
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4o Hall«r loe puntee «obre la curva y - x' • 1 donde la tangente 
a la curva es paralela a la recta y - 3*. Oraficar. 

5. Encontrar la ecuación de la recta tangente a la gráfica de la 
función f (x) - 2x 2 - 3x + 6 en el punto ouya aboisa es x - 2 . 

Oraficar. 

í ¿(.y- >(D 

r 

y 

-m * r y p(z<0 

/rcuuw* fktb^ ^ U-$ - -i) 

/-? - rx-ic, 

x U O i l 

< T fe' 

/ 

CAPITULO 4 

REGLAS PAHA DERIVAR. 
i 

^ - + Q(-¡,o) JZE4E2I X 

4o1 Reglas para Derivar Funciones Algebraicas. Del proceso general 
para obtener la derivada de una función a partir de la definición, 
deduciremos reglas para la derivación de formas funcionales que son 
importantes en las aplicaciones. Empezaremos con las funciones al-
gebraicas. Deberá entenderse siempre que se trata de funciones de 
una variable x . 

Kegla 1. La derivada de una constante es cero. 

Demostración; Sea f (x) - c. Aplicando el proceso deltai 

f (x + A x) « c 
- f (x) - -c 

f (x + A x) - f (x) - O 

f (x + A x) - f (x) - O 
A x 

lira f(x + A x) - f (x) - O 
A x —» o A x 

(*) • o 

Regla 2» La derivada de x con respecto a x es igual a 1, 
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4o Hall«r loe puntee eobre la ounra y - xJ • 1 donde la tangente 
a la curva es paralela a la recta y - 3x. Oraficar. 

5. Encontrar la ecuación de la recta tangente a la gráfica de la 
función f (x) - 2x 2 - 3x + 6 en el punto cuya aboisa es x - 2 . 

Oraficar. 

í ¿(.y- > ( D 

r 

y 

-m * r y p(z<0 

/rcuuw* fktb^ ^ U-$ - -i) 

/-? - rx-ic, 

x U O i l 

< T fe' 

/ 

CAPITULO 4 

REGLAS PAHA DERIVAR. 
i 

^ - + Q(-¡,o) JZE4E2I X 

4o1 Reglas para Derivar Funciones Algebraicas. Del proceso general 
para obtener la derivada de una función a partir de la definición, 
deduciremos reglas para la derivación de formas funcionales que son 
importantes en las aplicaciones. Empezaremos con las funciones al-
gebraicas. Deberá entenderse siempre que se trata de funciones de 
una variable x . 

Kegla 1. La derivada de una constante es cero. 

Demostración; Sea f (x) - c. Aplicando el proceso deltai 

f (x + A x) « c 
- f (x) - -c 

f (x + A x) - f (x) - O 

f (x + A x) - f (x) • O 
A x 

lira f(x + A x) - f (x) - O 
A x —» o A x 

(*) • o 

Regla 2. La derivada de x con respecto a x es igual a 1. 
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Demostración. Sea f (x) - x 

Aplicando el proceso general de derivaoións 

f (x + A x) - x • A x 
-f (x) - -X 

f (x • A x) - f (x) - A x 

f (x + A x ) - f (x) . 1 
A x 

* - f ( x ) - 1 
A x 

A x 

f (x) - 1_ 

R^la3o La derivada de una suma algebraica de funciones es 
I ^ n la suma algebraica de las derivadas de las funciones. 

Demostración« 

Sea f (x) - u ± v ¿ ..».o.o £ 

w son funciones de x donde8 U9 v, * BOU X̂ » — 

f ( I + 4 I ) . (u U ) ± ( V + 4 T ) t t + 

— j . * • 

(v X V o . . O O T 

x) - -u + 

f ( X * è x ) - Î M - A u l i A f 

f (x+ Ax) ̂ X j x j • ± ••• 1 H 
— A x A x 

lim ( 4 | ± 4 » i 
Ax 0 " A x X 

A E + lim-jr2 U * T í 

-, / x du . dv . dv 
f W " di ¿ di ¿ - di 

Regla 4* La derivada de una constante por una función es igual a 
la constante por la derivada de la función. 

PemoBtraoiÓn. Sea f (x) - o u donde u - g (x) 

f (x • A x) - o (u + A u) 

M OU • O A U 

- f (x) - -OU 

f (x + A x) - f (x) - c A u 

f (x + A x) - f (x) - o AJÍ 
A x 

A x 

f (x + A x) — f (x) ^ o U B A_u 
A x 0 A x A x O X 

Regla 5. La derivada de un producto de funciones es igual a la pri-
mera por la derivada de la segunda mas la segunda por la derivada de 
la primera. 

Demostración. Sea f (x) « uv donde u y v son funciones de x. 

f (x + A x) • (u + A u ) (v + A v) 

« u v + u Av + vA u + A u A v 
-f (x) - - uv 

f ( x + A x) - f (x) • u A v + v A u + A u A v 

f (x -l» A i) - f (x) - u _A v + v A u • A u A y 
n A x A x A x 
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J L Í ? 1 . . + A x ) - f (x) . , l i m AJL + vi? i 7 - 7 + l ü i u limAjr 
AX Í S T O A x A x A x Ax-»0Ax 

Ah>ra lim ü u - 0 

. v dv du 
f • (x) - » s + * 

Reglado La derivada de una potencia de una funoiín es igual al expo-
nente por la funoitfn al exponente menos uno por la derivada de la fun. 

cirtn. 

Demos tTaciÓng Seas f (x) - un $ u « g (x). 
NN N »-1 A « * n u1*"2 (A u)2 4 

f (x • A x) - (u • A u)n - u + n u 21 U V 

+ ( A u)n. 
/ \ n 

- f (x) - - U 

f (x • A x) - f (x) - » u^ 1 A u A U (suma de términos que tienen a A u 

le factor). 

f J x + J L * l ^ J L Í i l - n u»-1 - f é • H ( S u m a d 0 t é r a Í n 0 S q U e t Í e n 9 n 

A x 

a A u de factor) 

„ . n u 1 ^ 1 Un» 4 T + a ^ M lim 1 A x 0 A x - > 0 A x - » 0 A * 

lim A u (Suma de 000.) 
I 1 I 4 0 \ 

xv-1 du . du l i m A u (Suma de términos 
V (x) • n u E • ^ ¿ ^ 0 

/ v XV-1 du f» (x) - n u ¿x 

E& particular, si u • x, se. tiene el siguientes 

Corolario. Si f (x) « xn, entonces f ® (x) - n x1*"1 

Esta regla es especialmente útil cuando n es grande o frac-
cionario. 

Ejemplos8 Derivar 

5 

5x 

2. y - x 

1. y « x-

dx 4 

(100,000) 

- 100,000 dx * 

Con las reglas hasta ahora establecidas9 podemos derivar 
funciones polinomiales directamente poi aplicación sucesiva de 
varias reglas. Ejemplos 

Derivar8 f (x) • x 4 - 16 x 3 + 3x2 4 8x - 5 

Soluoións Aplicando la regla 38 

f• (x) - af (x4) - i (16x3) • J L (3X2) • ¿ (8x) - ¿ (5 ) 

Ahora, aplicando las reglas 19 4 y 6s 

f (x) - 4X3 - 16 (x3) + 3 ̂  •(*'-) + 8 ¿ (x) - 0 

Ahora, aplicando las reglas 2 y 6. 

fB (x) » 4x3 - 48x2 + 61 + 8 

Observad 6ns Con una poca de práctica, se puede obtener directa™ 
mente la derivada de un polinomio por aplicación simultánea de las 
diferentes reglas empleadas® 

Regla 7« ka derivada de un cociente de funciones es igual al de-
nominador por la derivada del numerador menos el numerador por la 
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derivada del denominador, todo sobre el denominador al ouadrado. 

Demostración» Sea f (x) « donde u y v s< n funciones de x. v 

Aplicando el proceso delta» 
U 4- A u f ( x + A x) - v + A V 

» _ / \ u + A u u 
f (x -f A x) - f (x) • " V T T T " * v 

uv 4 v A u — uv *** u A v 
v (v + A v) 

A u A • 
(T t & i) - í (x) _ 

A x v + v A v 

lim ^ u lia A v 

k
 lj-m Ax v

2
 + v lim A v 

A x 0 

f (x) -

du „ dv 
T di " U dx 

2 v 

E.iemplo » Derivar la siguiente función. 

2x 
f (x) -

x 2 * 1 
. . (~2 x 1) 2 - (2x1 (2x) 

Soluoióni F1 (x) - 2 (x + 1) 

2x2 + 2 - 4x2 2 - 2x2 

" ( x 2 , D f ~ " ( x 2 - ) 2 

Regla 8. La derivada de la raí, cuadrada de una función es igual 
a la derivada de la función sobrs si doble del radical. 

Demostración» Sea f (x) - \/ú" % u • g (x) 

Transformando el radical a exponente fraccionario» 

f (x) - u1/2 ^ 

Ahora, aplicando la regla $9 f* (x) - 1/2 u~1/2 ~ 

Eliminando el exponente negativo» f1 (x) 
du 
dx 

Qbaergaoióna La regla 8 es un caso particular del caso oonsiderado 
en la regla 6„ 

Beg3.a 9o (La ;*"egl& de cadena,)« Si z « f (y) j y - g (x), entonces 
la derivada de £ con respecto a x es igual a la derivada de z_ ooñ 
respecto a £ por la derivada de £ con respecto a x. 

^moatmoléna - . ~ -

Sea» as « f (y) § y «' g (x) 

Por definición« 

•*» lim ¿ A ' g - lim 

Entonces 8 ~ * fj - lim " V t l i m 4~"x 
** ¿ y ^ 0 A y Ax » > 0 x 

Ahora« cuando Ai O, también A y — O . 

dz o dy _ l i n _A z 

o o® lim 
A x O 

__ dz 
A x " dx 

_ dz dz dy Entonces8 ^ • ^ 
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4 - 2 Funciones inversas o Sea y - f (x). Supongamos que x puede ser 
despejada en términos de de manera que x - g y). Esta nueva fun-
fión g (y) se le llama la función inversa de f (x). Por ejemplo! 

Si! y - f (x) - 2x + 3 

Despejando xs 

x - ^ y - f - e ( y ) 

O - í>-r + \ V g (y) • r y " o" s o n mutuamente Las funciones f W • y « u/ 2 ' 2 
inversas. 

Regla 10. Si y - f (x), entonces la derivada de x oon respecto a X 

es igual a uno sobre la derivada de £ oon respecto a x. 

Demostración! 

Sea y - f W Y BU función inversa x - g (y). Por el prooeeo 

delta, se obtiene! 

A y . _f_j*Jt A ') * f W 
A x A x 

2 ü . 
A y A y 

Multiplicando las ecuaciones 1 y 2i 

A 1 A x A y 

__a_x i 
A y í i 

Aplicando limites! 

lim - l i m
n - j z 

A i — ^ O A O T T " 
Ahora, A y tiende a cero cuando A x tiende a cero y aplicando 

teoremas de límites se obtiene! & . 

do^ Funciones implícitas. Hasta ahora, hemos considerado que la va-
riable dependiente £ es una función ex. ícita de x , es decir, hemos 
discutido funciones de la forma y - f (x). Supongamos que £ no eotá 
despejada en términos de x, sino que se tiene lo que se llama una 
ve "i ac i 6v fu nci o nal entre xyjrj f (x9 y) » 0» En éste caso, si con-
sideramos a y como la variable dependiente, diremos que £ ea una fun-

• 2 
ol&ri implícita de x- . Por ejemplos 3*y - x + 4 * 0 

Para encontrar la derivada de una función implícita, se puede 
intentar primeramente obtener a £ como una función explícita de x 
para aplicar las reglas d* derivación. Sin embargo, esto puede re-
sultar muy complicado y en algunos casos es imposible* Una regla 
práctica para encontrar la derivada de una función implícita es la 
siguientes 

ñ y 
Regla ito JPara. .vaaoAtmv en ub& r e lac ión funcional de la forma 
crinsklici >uo-~rT~v¡».» ^ ^ X, 
f (xj, y) * 0 se deriva2 (con respeoto a x) término a término y se 

j3 v despeja después « 
La aplicación de esta regla práctica puede resultar compli-

cada en algunos caeos. Mám adelante veremos un método para derivar 
iarplíclííájnettte con l a ayuóa, da l a s diferenciales. 

1o Bnooüxtrex la derivada de x con respecto a jrp sis 

y ® x " - 8 

Aplicando la regla ée la función inversa (Regla 10)s 

& y - . 2 0 

r i • ~ £ 

Entonces8 
d x 1 d y 3x2 - 2 

Hemos obtenido como una función de x. Si se desea ob-d y -
tener esta, derivada como .función de tendríamos que despejar x en 
términos de £ de la funcién original. 



2. Encontrar ̂  de la siguiente rei >oiÓn funcional. 

3x2 y - 4y2 • 5x - 28 - 0 

Derivando término a término con respecto a xt 

H + 6 i y - 8 y H * 5 • 0 

íUL (3x2 - 8y) - -6xy - 5 d x 

. ¡jl , - 6 y - ^ 
" 4 * 3 x 2 - 8 y 

3. Un punto ee .nueve en un plano s i e n d o la trayectoria 
d 9 la curva . - x2 • 4 de tal .añera ,ue X oam,ia a través del 

tiempo siguiendo la ley« 

x » 3t + 2 

Encontrar (proyección vertical de la velocidad del 

móvil). 

Soluci Ón» 

d^ d^ dx ( R 0 g l a 9) 
dt . ** d t 

Ahora« * - x 2 + 4 I. x - 3t • 2 

Sustituyendo estas derivadas se tiene, 

ü „ ( 2 x ) 3 

¿5. . 6x dt 
como una función de t, debemos 

Si deseamos encontrar d t ow 

sustituir en el resultado x « 3t + 2 p â obteneri 

fe- ,6 (3t"• 2) - I8t • 12 

4.4 Derivadas sucesivas de una funoión. Hemos definido la deri-
vada de una funoión de una variable, de tal manera que podemos 
obtenerla por medio de un proceso sistemático. Si repetimos el 
proceso después de encontrar la derivada, encontramos lo que se 
llama la segunda derivada de la funoión, es deoir la derivada de 
la primera derivada de la función. Repitiendo el proceso, 3» 4» 
o más veces, obtenemos la tercera, cuarta, etcétera, derivadas 
de la funoión. Utilizaremos la siguiente notaoiÓni 

Sea y - f (x) 

y* - f1 (x). 1a. derivada de y con respecto a x. d x * . 7 

J L « á L z » y»« » f»! (x). 2a. derivada de y dx \d xj d x¿ o o n regpeoto a x. 

JLÍÓIL áii. y... 
dx^ 7 

( <¿A . á 
d x [cLx*J d 

d x oon respeoto a x. 

f * •1 (x). 3a. derivada de jr oon 
respeoto a x. 

1v 
-JL. « y 1 v - f 1 v (x). 4a. derivada de 
x £ oon respeoto a x. 

J*", ,Y, , . ¿ X « y(») = f(») (x). Enésima derivada de 
d x dx"" dxn £ o o n respecto a x. 

Ejemplos» 

1. Encontrar todas las derivadas sucesivas de la siguiente función» 

y »= x 2 - 3x + 4 

SoluoiÓnt 
Primera derivada» - 2x - 3 a x 
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Segunda derivada« •—"4 » 2 
d x ¿ 

3 
Teroera derivadas K •» 0 

d x 

Lae derivadas de orden mayor que 3 son iguale» a cero puesto 

3 
que K " 0. 

d x"3 

2. Encontrar la primera y segunda derivadas de la siguiente función. 

Soluoióní 

f (x) - \/x2 + 3 

f • (x) - ^ Ô) 
l T . 

t< (x) 
x* • 3 

n V g T 7 - ( * ) • ]/¿7 
f«l (x) « — — ~ 

x 2 • 3 
2 

7 7 Í - I F F 

,, _ _ — — i ^ L 
f " U ) - 2 %' + 3 

J Œ I 
x 2 • 3 

3 

(x2 * 3) 

AU 
Vtt 

(x2 + 3) 3 / 2 

Observación» Las derivadas suoesivas de una funoión polinomial 
son cada vea expresiones mas sencillas, como en el primer ejemplo* 
Por otra parte la derivada de una expresión radical se va compli-
cando a medida que aumenta el orden de la derivación« 

Fundones trascendentes. Hemos definido las funciones trascen-
dentes como todas aquellas que no son algebraicas. Estudiaremos 
únicamente las funciones trascendentes mas importantes en economía 
que Bon las funciones logarítmicas y las funciones exponenciales. 
Estas funciones han sido discutidas en cursos elementales de 
matemáticas por lo que sintetizaremos su definición y propiedades i 
fundamentales sin demostrarlas. 

4-.5 Funciones logarítmicas. 

Def. El logaritrao en base a de un raimero real x es el exponente 
que debe aplicarse al ndmero a para obtener x. 

En simbolos matemitioos, si llamamos £ al logaritmo en 
base a de x se tiene. 

log x « y tal que a^ « x# a 

donde log x « Logaritmo en base a_ de x. a 

Por ejemplo, si a « 10 se tiene el oonooido sistema de loga-
ritmos decimales o logaritmos comunes que es muy títil para haoer 
cálculos númÓrioos aproximados. De acuerdo con la definición, 
podemos citar los siguientes ejemplos. 

1. Log. 10 « 1 porque 101 « 10 

2. Log. 1000 - 3 porque 103 - 1000 

Hotag Cuando una expresión logarítmica está referida a la base 10, 
se acostumbra no indicar la base como sub—índice, en cuyo caso debe 



entenderse que so trata de logaritmos deoimaler El cálculo de 

tjor lo que se dispone de tablas ju*. 
r . i « ^ ^ a 4 <> 

consideres la función logarítmica general y su gráfica. 

c . . l o g x. De la definición se deducen inmedia-
Sea f (x) - Í 0 H d e l a funoifin 

támente las siguientes características generales A » 
logarítmica en cualquier tas»! Í 7 Í 
u E1 logaritmo de 1 en cualquier .ase es cero. 

L o g 1 - P PO^ue a° - 1 (cualquier n * » « elevado a 

la oero es igual a 1) 
+ r e o e r o y uno es negativo y au-4+m/s rt« un número entre oero j 2. 351 logaritmo de un B 0 a o e r 0a a cero. 

menta en valor absoluto a medida que 

En símbolos8 log x < 0 para todo 0 < x < 1 . 

es mayor que oero. 

: „ r r t . ::: n m . 
En símbolos» • 

log x > 0 para todo x > 1 . 
a 

* «f.ticas fundamentales, la fu»-
- acuerdo con estas ^ f ^ r o . ^ ^ ^ ' 

oi6n logarítmica tiene como domxn.o lo, « * ^ ^ ^ ^ ^ 
6 U oo-dominio son todos los ™ l a BÍguiente, 
oi6n logarítmica, cualquiera que sea 

las propiedades fundamentales de los logaritmos en cualquier 
base non las siguientes} 

(i) l0fgft (xj ¿2J - loga x1 + log& x 2 

(ii) logft (Xj/Xg) « loga X.X ~ loga XG 

(iii) log8 (x1Jl) « n 3.oga Xx 

JSstas propiedades son de gran utilidad para la simplificación 
de cálculos numéricos aproximados y para el método de derivaoión 
logarítmica que veremos mis adelante. 

Ejemplo. Shoontrar el logaritmo decimal de \fT" aproximado a 5 
decimales. 

Solución» Puesto que j/2" » se tienes 

log - log 2(1/3) 

* 1/3 log 2 (propiedad iii) 

De la tabla, se obtiene log 2 « 0.301030. 

log |PF - 1/3 (0.301030) 

- 0«100343 



Logaritmos nntuL-iles. (tase a) 

En o&loulo infinitesimal es conveniente utilizar un sistema 
logarítmico ouya Dase e definiremos de una manera especial, como 
el límite de una seouenoia infinita. Por el momento, el sistema de 
logaritmos naturales parecerá una complicación innecesaria, pero 
enseguida veremos el motivo do la definición del número irracional 
e y la justificación del empleo de este sistema logarítmico en el 

O&loulo infinitesimal. 

Deflnloióni e - lira (1 + V»)" 
n —*• oo 

E 1 desarrollo de esta expresión por la ley del binomio d* 
una serie infinita cuando n tiende a infinito. Investiguemos el 
valor numérico de la expresión, asignando valores a n cada vez 

grande9« 

s i n - i , ( i * i / n ) n - ( i * i / o ' . . o • O 1 - « 

U . . 2 , (1 + 1/n)2 - (1 - I/")2 - * 9/4 , 2.25 

8i n - 3 • (1 • 1/3)3 " U/3) 3 - 64/27 - 2.37, 

En general, para cualquier ni 

(l/n)n 

(ley del binomio para enteros n). 

Simplificando i (1+1/n) - 1 * 1
 2 | n 

a . — — . — r : r : r i 
a 3 decimales es» e « 2.719« 

El o&loulo de logaritmos naturales (o neperi&nos) ss muy 
laborioso por lo que han sido elaboradas . .blas ds logaritmos 
naturales por desarrollos en serie y aproximaciones numlrioas. 

Utilizaremos la siguiente notación, logaritmo natural de 
x • Inx. 

4»6 Derlvaoión de funciones logarítmicas. 

Consideremos primeramente la siguiente función logarít-
mica i f (x) • log x. 

Aplicando el prooa&O delta para encontrar la derivada de 
la función, se tienes 

f (x + A x) « log (x 4 A x) f» 

~F (x) » - LOG^ X 

£ (x + A x) ~ £ (x) « LO« (x + A x) - lo* X 
9> » 

Por la propiedad (ii) de loe logaritmos aplicada en sen-
tido inversos 

f ( x + A x ) - t (x) « iogft b ^ .f) 

* loga {1 + A x/x) 

Dividiendo entre A XS 

f ( x + A x ) - f (x) . / ) / a x \ l 0 ( , + A x / l ) 

A x 

Multiplicando y dividiendo por x el primer faotor del lado 
dersoho de la ecuación y sustituyendo A x/x • ^ en el segundo 
faotor, resultas 

f (x + A x ) - f (x) „ l / x ( x / A x ) ^ ( 1 + 

A x 



Allora, aplicando la propiedad (iii) de loa logaritmos i 
> 

' ( » • + A x ) - f (X) . 1 / X l 0 8 a ( 1 +
 1 

Sntcnoesi 
ì m f J x + A x ) - f (x) M l l B ( l / x ) l l n l o g A - i í 

A x A x A X H T O A X * p V ^ 7 
Ahora, un teorema de límites dioe que el limite del logaritmo 

de una variable es igual al logaritmo del límite de la variable. 

/A 

De acuerdo con este teoremaa 

lim -
A x 4 0 

. , (x). 1/X 

Si hacemos n - x/A x, entonces se tiene que^ltmx/Á x - oo . 
Eo decir, n tiende a infinito cuando A x tiende a 1 + cero. Sus- . 
tituyendo en la última igualdad! 

ft (x) - 1/x |loge lia (Hl/«n j 
Ahora, la expresión entre pa^ntestS ^ a n g u l a r es el número e, 

por definición. 

• f* (x) - 1/x loga • 

Hemos deducido la siguiente! 

W a , La derivada del logaritmo en base a de una variable, es 
igual a uno entre la variable por el logaritmo en base * del nume-

re e. 

Caso general. Consideremos a*ora la función logarítmica mas general. 

g (x) - loga t (x) 

Sustituyendo u • t (x) 

Por la regla de oadena, 

i g (x) - loga u 

es decir, la regla para la derivada de 

, , / \ d (g (x) ) du 
una función de una funcióni g' \x; - ¿ u • ^ 

Ahora, por la regla que acabamos de estableoeri 

... A Ifi (x) ) — „ x/u iog ( 

du v a 

Además» « f1 (x), puesto que u - f (x) 
Sustituyendo» g* (x) - l/u Xogn e V (x) 

Ahora, devolviendo la sustitución u - f (x) l 

( x) » -liJzL- . ioga e 
f (x) 

Este resultado se traduce on palabras por medio de la 
siguiente! 
Reglat La derivada del logaritmo en base a de una funoión de x, 
es igual a la derivada de la funoión sobre la funoión misma, por 
el logaritmo en base a , del numero je > 

Corolario. La derivada del logaritmo natural de una funoión es 
igual a la derivada de la función entre la funoión aisaa. la 
símboloss 

Si y - ln f (x) 
SL „ dx f ( x ) 

Ejemplos ! Encontrar la derivada de las siguientes fundones! 

1. y * log2 (2x + 3) 

Muoións g « l o g2 * 
í^ i 

¿ x . J ü & J L dx 2x -f 3 



2. f (i) - ln (x2 - 5)3 

Soluolóni 2 -\2 

' l l ) (x2 - 5)3 

.*. f • (x) - — t — 
x -5 

3 . f (x) « ln (x2 - 3x + 2) 

Boluolóni 

f (x) 
2 x - j 

xZ - 3x + 2 

1 ? logarítmica. Es un »«todo de diferenciación aue 
oonsiate en aplicar Xogarit.o. naturales ante, de derivar. Este 
B<todo .. ̂  dtil en algunos casos cuando la función ..tí compues-
ta por productos, facciones y (ó) potencia, d. funcione, expli-
cada.. Puesto que lo. logaritmo, transferí producto, en suma., 
fraooiones en restas y potencia, en multiplicaciones, la P -
aplioación de logaritmos para derivar, simplifica notábante 

la diferenoiaoióm 

Ejemplo» Derivar la siguiente furoión. 

y . (x3 - 4) (x2 • 8)2 

Aplicando logaritmos, l»y - 1» (x3 - 4) • 2 1» * 8> 

Derivandoi 

x3- 4 x 2
 + 8 

dx - x 2 + *J 

Sustituyendo y. (para tener y' en función de x) 

1 ? 

át - (x3 - 4) (x2 • 8)? / • 

- 3x2 (x2 + 8)2 + 4x (x3 - 4) (x2 + 8) 

. (x2 + 8) (3x4 + 24x2 • 4x4 ~ 16X) 

» (x2 + 8) (7x4 + 24x2 - 16 x) 

4.8 Funciones exponenciales. 

Consideren;©» la siguiente funoión exponencial y su gráficat 

f (x) - ax a > 1 ó o < a < 1 

El dominio de esta función es el conjunto de todos los 
números reales, mientras que el oo-dominio es el conjunto de los 
números reales no-negativos. En la figura 4*2 aparecen las for-
mas de las curvas correspondientes a funoiones exponenciales para 
los diferentes valores posibles del númesro a. 

Derivación de las funciones expon*• tidales • Consideremos primera*-
mente la funoióni f (x) « ax 

Aplicando el método de derivación logarítmica! 

ln f (x) « xln a 



su. 

Derivando* — " l*1 a 

Entonces» f» (x) * f (x) ln a - a* ln a. 

Hemos dedv.oido la siguiente» 

Haglu La deriva de una contante elevada a un exponente variar 
bi¡ ee igual a. la función misma multiplicada por el logaritmo «atu 

ral de la constante. 

E .1c ripio i Encontrar la derivada def (x) - 4* 

Solución» i» (x) - 41 4 

Kota» Si la base de la función'exponencial es el ndmero e, entonce. 
P r i v a d a es la^función misma. En sobóles, si f (x) - • , or>-

tonoes f* (x) - e . ? 

Caso general. Coneidere-nes ahora la funoiín *ae general, 

y - af ̂  Sustituyendo, u • f (x)i• 

u y - a 
u du 

Por la regla de cadena» y» - * l n a dx 

t M x y» - a f ( l ) ln a ff (x) Sustituyendo u - f \R.)T 7 

V ^ L a derivada de «na funoi6n exponenoial es igual a U to-
S r r a Í B , a por el logaritmo natural de la „ase por la derivada 

del exponente. 

4 64 v - entonces» Corolario. Si y • 9 
áX. - e f ( x ) • f' (x) (Parque ln e - 1). 
dx 

Notat En el caso de una función en la que tanto Xa b a s e oo»o el 
exponente son variaU.s, se pued, derivar por dife~noiaci6n 

logarítmica. 

[ f ( * ) 1 g ° 

ln y- g (x) ln f (x) 

Derivando» y«/y - S (x) 

y t - y jg (x) + 

Sustituyendo« y •» t (x) S (x) 

ln f (x) 

ln f (x) 

g(x) 

. g'(x) 

( x ) J 

.*. y« . ff (x) . f (x) g(x)-1 f1 (x) • [f (*] 
SITRRKRAAS^I-...^ - JS 

ln f(x) g® (x 

Regla» La derivada ds una función de x elevada a otra función de x 
es igual a la suma de las derivadas que se obtienen considerando prJL 
mero el exponante constante y despuás como variable, 

4.9 Elasticidad. En teoría económica se utiliza oon frecuencia un 
indicador del cambio de una variable oon respecto a otra, el cual es 
independiente de las unidades de las variables. A este indicador Ew 
le llama elasticidad y puede definirse en términos matemáticos. Con-
sideremos la siguiente interpretación de la derivada del logaritmo 
de una funciónt 

tienes 

Sea y « f (x). Entonces lny 

F - M -

ln f (x). Derivando, se 

Puesto que y' es la razón de cambio de £ oon respeoto a x, 
llamaremos a y8/y razón de cambio proporcional de £ oon respecto 
a

 ~ 

Def. Si £ es una función de x, la elasticidad de £ con respecto, 
a £ es igual al cociente de las razo* • 3 de cambio proporcionales 
de jr y x con respecto a y. 

En términos matemáticos usaremos la siguiente» 



Notación! 
J Ü B y) 

cu 

Simplificando! Er (y) • - (x/y)y' - (x/y) dy/dx 

Ex(y) - (VyMVdx 

Esta es una fórmula conveniente ca encontrar 1» elasti-
cidad de £ oonrespeoto a i. Gráficamente puede obtenerse Ex(/) 
dibujando la curva de ln y como función de lnx, es decir, utili-
sando escalas logarítmicas en lugar de eocalas naturales para £ 
y (Puede utilizarse papel doble-logarítmico). La pendiente 
de esta curva es la elastioidad puesto que corresponde a la de-
rivada de ln y con respecto a ln x y ósta so precisamente Ex(y)t 
por definición. 

Observación. El uso de la fórmula Ex(y) - (x/y) 
encontrar la derivada de a oon respecto a x para lo oual disp*-
nemes de una serie de reglas. De la definición de slastioidad 
y las reglas de diferenciación pueden deducirse reglas para la 
evaluación de elasticidades en funciones combinadas, como por 
ejemplo! 

uEx(v) + v Ex(v) 
(1) b x(U + T)-- 7 T 7 

(2) E x (uv) - Bx(u) -f Ex(v) -

(3) ®x ("/•) - \ M " Bx ®t0# 

Sin embargo, la utilización de reglas como éstas en general 
no es ventajoso y en particular la regla (i) es obviamente oonv-

niente. 

1 t 1n Elasticidad de demanda. Consideremos la ley de dema: la para 

un cierto artículo! 
P - f (x) j P - Precio | x - Cantidad demandada, 

Por definición de elasticidad* E^ (x) « (p/x) dx/dp 

Esto ee la elasticidad de la cantidad demandada oon respecto 
al precio y se llama simplemente elasticidad de demanda« Qoneral-
nente se representa por la letra griega eta ) y para funciones 
"normales" da demanda es negativa, puesto que la ourva "Normal" 
de demanda es decreciente hacia la dereoha lo cual haos que dp/dx 
sea negativa y por lo tan+o dx/dp es negativa, porque; 

dx/dp - 1/(dp/dx) , b • K 

Tradicionalmente se ha expresado la ley de demanda conside-
rando a P como una función explícita de x, pero ésto no su problema 
para el cálculo de ya que se puede despejar x para enoontrar 
dx/dP ó se encuentra dp/dx y se invierte para enoontrar dx/dP. Otra 
forma de calcular ̂  es utilizar la regla de la función inversa para 
elasticidades que en seguida demostraremos! 

Regla de la función inversa. Si y - f (x), la elastioidad de x 
oon respecto a £ es igual a uno sobre la elasticidad de £ con 
respecto a x. Ey(x) - - g — 

Dem. Sea y - f (x) Por definición! Ex U ) - (*/y) 

Consideremos la inversa de ^.(y)* 

" ^ f e r " ^ T d V T ^ r - w 

Ahorai dx/ty - l/f£ Sustituyendo! ^ | yj (y/x) dx/dy 

Por definición de elasticidad, el lado derecho es igual a la 
elastioidad de x oon respecto a ¿r. 

V * > • "Ex (y) 

L.C.D.I). 
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Do acuerdo con esta xe&la, Xa elasticidad de demanda es la 
inverna de multiplicación de la elasticidad del preoio. 

Ejemplo. Encontrar la elasticidad de demanda en la siguiente ley 
de denanda ouando la oantidad demandada es 15i 

P - /100 - 5* 

x - Cantidad demandada 

P - Treoio. 

Solución. Para no despejar x en función de P, enoontremos la elas-
ticidad del preoio para aplicar la regla de la funoiÓn inversa! 

Elasticidad del precio! Ex(P) « (x/V) 

Derivando la función de demanda! dP/dx - ^ 
2v/100 - 5* 

Sustituyendo en la ela3tioidad del preoioa 

EjP) - (j/r) — ^ 
' " ' ' 2 / 100 - 5x 

Sustituyendo P - ^100 - 5xi 

E (P) . - ^ — 
x 2 V ^ 0 - 5 1 5* 2-00 - 1Gx 

E (P) — x 40 - 2x 

Ahora, ouando la oantidad demandada x - 15* 

EX(P) - ^ 3 0 15/1° " " 3 / Z 

Entonces, la elasticidad de demanda es) 

V x ) - • e IP) " - " ^ k " 

E (x) - -2/3 P 

Ejercicio 10. 

Tema» Diferenciación de funciones algebraicas. 

1. Enoontrar la derivada de £ con respeoto a j» 

1.1 y - x 4 1.11 y - x5 - 3x2 4- 6x 

1.2 y - 2x3 - 3x2 4 2x - 1 1.12 y - (2x2 - 3 Í + 1)4 

1.3 y - (x2 - 2)4 1.13 y - (2x + 5)3/2 

1.4 y - /i - ¿x2 2 
1.14 y - - T ** 1 I. IH / « S 

1.5 y - (x -2x+i) (xJ+i) x «• 4 

1.6 y « (2x2 - 4) \ f W 2 T 1.15 y - | / H t Í 

1.7 y - - — 2 — / \ 5 

1.8 y - / x 2 + 2x - 4 

1 . 9 y • 

\J x + 4 

1 - x 

1.10 y « x 2 (x2 - 3 X ) 3 / 2 

2. Encontrar la derivada de cada una de las siguientes fun-
ciones» 

2.1 f (x) - / 3 T + ¡/2x2 2.3 f (x) - (x+33) (x¿ - 1) 

2.2 f (x) - 2.4 f (x) - ( X + 2 ) 3 

x + 1 

2.5 f (t) - t2 + 2t + 1 

2.6 f (a) - (5a • 4)~3 
2.8 f (x) l/(x2 - i r 

2.7 f (x) - — - f rr 
(x - 4*r 

3. Hallar la derivada, en el valor indicado de ri.i 

3.1 y --(x2 i. 1)3 e a x - 2 
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3.2 y - v T i T S T ©n x - 8 ' 
2 

y « — « n i » 1 Exiats la derivada an x - 2/3? . 

3 . 4 f (x) - (x2 - 4) (x + 2 ) 3 e n i - 0 

3.5 f (x) - 4x5 - 3x2 + 2x + 6 ar. x • 2 
* 

Ejeroioio 11. 

Tema» Función inversa» punción de una función. 

1. Encontrar la derivada da £ oon respecto a x_l 

1.1 x - y2 - 3y3 + 2y - 4 

1.2 x - . . X J I J 
y + 3y - 3 

1.3 x - y 2 (1 - 2y)3 

1.4 x - 2y + 3 

1.5 x - (y2 - 4y) (2y + O 4 

2. Encontrar la pendiente de cada una de laa aiguiants. curva. 

P (3, 0) 

P (0, 1) 

P (3, 2) 

P (1, D 

P (3, 4) 

3. Encontrar la derivada de y. con reapeoto a x ai. 

3.1 y - u 3 - 2u + 1 I » " \Z2T+'T~ r 

3.2 y - u2 - 2u, + 3 J u " 

en el punto indicado« 

2.1 x - y2 - 4y + 3 

2.2 x - (y - O 5 

2.3 x - ~ l 1 ] ' • 
w • • . .i . 

2.4 xy " 1 

2.5 x - /2y + 1 

3.3 y u + T 
3.4 y - (u - 2)' 

3.5 y • u - 5 

I u - (2x - 1)4 
2* + 1 
x • 2 

3.6 y - ii 

3.7 y 2u 4 1 
u - 4 

I u « 

I u -

I u -

| u -

iQxjt 2x 

2 • \J x 

x 
X - 5 

3.8 y - \/ u(u2 - 1) | u - |/x2 - 3x + 5 

4» tTn panto se mueve a lo largo de la ourvai y • x 3 - 4 ds 
tal manera que x • Jt + 4» donde t. es al tiempo. Cuando 
t «• 2, encontrara 

a) la velocidad de cambio de j, oon reapecto a jt. (Pro-
yección horizontal da velooidad del móvil. 

b) la velooidad de cambio de x. o o n reapeoto a t.. (Pro-
yección vertical da la velooidad dal móvil). 

Ejercicio 12. 

'Jema. Derivadas de alto orden. Derlv&ojón implfolta. 

1. Enoontrar las primeras 3 derivadas suoeaivas dei 

- 1.6 f(x) - (x - 4)4 

1.7 f(x) - (x2 - 5)* 

1.8 f(x) - Q 

1.4 f (x) » (x - 1) (x3 + 8x - 3) 1.9 g(x) - (x3 - 1)6 

1.1 f (x) - X 2 - 8x + 4 

1.2 f (r) - 2x4 - 3x2 • 6x - 1 
x - J 1.3 f (x) -

x* + 2x + 5 

1.5 f (x) « V Z x + 1 1.10 g(x) - x v 5 

2. Encontrar todas las derivadas sucesivas de las siguientes 
funciones en el punto indicado« 

2.1 ' f (x) - x 3 - 3-x * 2 | Para x - 1 
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2.2 f (i) » 3x .7/4 j para x »• 0 

2.3 f (x) • ^x2 - 3x + 2 | para x * 2 

2.4 * (x) - x 4 - 3* + 8 , para x - -1 

2.5 « (x) - (x - 3)3 , para x « -2 

3. Encontrar la derivada de £ coa respecto a x eu oada una 
de lae siguientes expresiones*. 

3.1. 3x2 - 4y2 - 5 

3.2 y 3 • 2x2y - 5 - 0 

3.3 2x2 * 3xy - y 2 - 4 

3»4 x 3 * x2 y 2 -2xy • y 3 

3.5 - 1 
X • J 

Encontrar la primera y segunda derivada de £ con ree-
peoto a £1 

4.4 - 5 4.1 * 2 + xx - 3jr2 10 
x - 3 

4 . 3 x (y > 2x) - ix • xjr -x jr' 
4.2 xjr + Zx » 5 

4.3 2x + 3jr « -6 

Encontrar la pe.4i.nt. le 1. ourv* .igul.nt.. fu«v 
olone. en .1 punto indicado! 

5.1 X a - 3X, + yZ - 5 í p (1. -1) 

5.2 X 3 - 2y + y 4 - 7 » r (2. <> 

5.3 V T ~ - \/5T - 0 > ? (4S 2) 

5.4 (2x+ i r ) 1 " « I f <1» 0 ) 

5.5 x - v ^ + y - 3 I f <'• 4 ) 

2 2 

Ejercicio 1? 

Tema, p^Man«. logarítmica». ^rjj^cijr^l^arítmioa. 

1. Orafi car la funolía . f (x) - » " U 

trar su domìnio y co-domiuio. 

2. Qrafioar la funoidna f (x) - log^x* 

2.1 Para a - 2 

2.2 Para a « 5 

2.3 Para a • 10 

3. Encontrar la derivada de lae siguientes funcione*} logarit-
mi cast Encontrar el valor de la derivada para x » 2 en 
cada casoi 

3.1 y - In (4x2 - 3x -f 2) 

3.2 y - log (3x - 2)3 

3.3 y - (in x 2 ) 3 . 

3.4 y - In \fz - x 2 

3.5 / - la 

3.5 y - In 

( x 3 I 2 x i T ) 

x + 2 

x 2 - 3 

3.7 f (x) - la (In 2x) 

3.8 f (x) - lo«5 (x2 - 4) 

3.9 t (x) - In (X 3-5) (X2+2) 

3.10 t (x) - - i a - i -
f ( i ) -

3.12 f (x) - 1 } 

4« Derivar las siguientes fuaciones por el método de deriva-
ción logaritmica! 

..1 r (x). J ¿ V - » ) fe-a)3 
x — 3x + 2 

4.2 f (t) -
>/ 2t + 5 

3) (t • 

4.3 f (x) - x 2 (2x- 5)4 (x- D 3 

- ' M / \ 1 / (x - 1) (x + 4) 
* 4 f ( x ) • 

4-5 g (x) - ¿LL=.JOJiüJ— 
(x3 + 8) (x2 - 9) 



5. Encontrar la pendiente de la tangente a la curva de la 
función« f (i) - ln (x-2)-* en al punto ouya&scisa aa -

x - 3. 

6. Enoontrar la ecuación da la reota que pasa por al origen 
y es paralela a la tangente a la curva da la funoiÓn« 

f (x) - y ̂  en el punto cuya abscisa 

e s i - 2 . 

Ejercido 14 

Tema« Funciones exponenciales. Elasticidad. 

1. Oraficar las riguientes funciones« 

1.1 f (x) - 1X 

1.2 f (x) - 3X 

1.3 f (x) - I01 

1.4 * (x) 

1.5 f (x) 

1.6 f (x) - 2"x 
• r 

2. Encontrar la derivada de cada un» do las siguientes fun-
doñeo! 

5x 
2.1 y - 6 

2.2 y - 3 X ^ J 
2.3 y - e^- 1 

2.4 y - « l n x 

2.9 t (x) - X 2 e x 

2x + 3 
2.10 f (x) - (x¿ - 1) e ^ 
2.11 f (x) - (2x + 1)4 eX 

, \ . 2x c12 g (x) - in e 

2.5 y 

'.6 y • 

(x + 3)3 

x + 5 

2.13 e M - 111 

• 1A rr (*) - X3 e~" 

1 - 9 
2 

x + 4 
- 2.7 y - e x - 4 2.15 t (t) - e1/* 

* * 

2.8 . . „ V ^ T T P - 2 > 1 6 m + ln (x r1) 
2x 

3. Encontrar el punto de la ourva de la función y - e 
donde la pendiente es igual a 4. 

4. Encontrar la pendiente de la ourva de la funoiÓn« 

f (x) - x 2 e*81 - ln (x - 1) en el punto cuya abscisa es« 

x - 0 

5. Enoontrar la ecuación de la reota que pasa por el punto 
P (2, 1) y es perpendicular a la tangente a la curva de« 

f (x) * e"*2 + 2x aX ©n el punto cuya absoisa es x - 0 

6. Enoontrar la primera y segunda derivada de cada una de 
las siguientes funciones« 

2 
6.1 f (x) « ex 6.7 « (x) - e x - x lnx 

6.2 f (x) - ln X 6.8 g (x) - x + e*"1 

6.3 f (x) « ex ln x C.9 « (*) 
1 - e 

6.10 f (t) - t¿ ln t + • 
6.4 f (x) « e l n X 

6.5 t (x) - 1» £ 

6.6 g (x)rex (x2 - ix + 2) 

7. Encontrar la elasticidad de £ con respecto a x en las 
siguientes funciones« 

2x • 
7.1 y - xe 

2 -3(x «• 10) 
7.2 y - x e 

1 - e 
2t 

7.3 y - 2x + 4 

7.4 y " x 2 - 3x + 2 

7.5 y - x 2 ln (2x + 3) 



8. Supongamoa que la ley de demanda por un ariioulo en Ae-
teiminado roarcado aa dada por la aiguiente leyi 

P • 4 P j p • Praoioj x • Cantidad demandada, 
x «f 2 

Orafioar la lay de demanda y encontrar la elaatioidad de la 
demanda cuando la cantidad desandada aa 8. 

CAPITULO 5 

APLICACIONES DE LA DERIVADA 

Aplioaoión da la Derivada a Gráficas da Fundones. Conside-
rando la función y • f (x)# Bemoa visto que, de acuerdo con la 
definición de derivada, la derivada de £ oon reapeoto a x aa la 
pendiente de la tangente a la curva de la funoión an cualquier 
punto* 

i l . l i m f ( x . A x ) - f (x) , n 
** A x o A x 

A la pendiente m da la tangente u la curva en cualquier 
punto, ae le llama también pendiente de la curva y ea una medida 
indicadora de la dirección de la curva en cualquier punto. Puesto 
que la pendiente ea la tangente trigonométrica de la inclinación 
de la raota tangente a la curva, puede tomar cualquier valor real 
entre infinito y menos infinite. Analicemos las diferentes posi. 
bilidadaa para al valor de la pendiente y sus correspondientes 
implicaciones, reapeoto a la dirección do la ourvai 

a) Bi f* (x) - B > 0 , entónese la tangente tiene una inclinación 
entre 0 o y 90°, ea deoir, la curva da la función eatá ascendiendo 
de iaquierda a derecha. 

En eata oaao, cuando la derivada ea poaitiva, aa dice qua 
la función ea oreoiente. 

b) Si f1 (x) - m<o, entonoea la tangente tiene una inclinación 



8» Supongamos que la ley de demanda por un artioulo en da-
te iminado roercado es dada por la siguiente leyi 

P - 4 P j p • Preoioj x • Cantidad demandada, 
x • 2 

Orafioar la ley de demanda y encontrar la elasticidad de la 
domanda cuando la cantidad desandada es 8* 

CAPITULO 5 

APLICACIONES DE LA DERIVADA 

Apiicaoión de la Derivada a Gráficas de Fundones» Conside-
rando la función y • f (x)# fiemos visto que, de acuerdo con la 
definición de derivada, la derivada de £ oon respeoto a x es la 
pendiente de la tangente a la curva de la funoión en cualquier 
punto* 

i l . l i m f ( x . A x ) - f (x) , n 
** A x + o A x 

A la pendiente m de la tangente u la curva en cualquier 
punto, se le llama también pendiente de la curva y es una medida 
indicadora de la dirección de la ovrva en cualquier punto» Puesto 
que la pendiente es la tangente trigonométrica de la inclinación 
de la recta tangente a la curva, puede tomar cualquier valor real 
entre infinito y menos infinite» Analicemos las diferentes posi. 
bilidades para el valor de la pendiente y sus correspondientes 
implicaciones, respeoto a la dirección de la ourvai 

a) Bi f* (x) - m>o, entonces la tangente tiene una inclinación 
entre 0 o y 90°, es deoir, la curva de la función está ascendiendo 
de iaquierda a derecha» 

En este oaso, cuando la derivada es positiva, se dice que 
la función es oreoiente» 

b) Si f1 (x) - m<o, entonces la tangente tien« una inclinación 
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entre 90° y 1 0 0 ° , os decir, U curva d. la funoiSn e.U d.» ,endi.«>-
d 0 de izquierda a derecha. En .st. oa.o, cuando la derivada 
gativa, ee dice que la función ob decr.ci.nt.. 

o) Si V (i) - » - 0. "«tono., la tang.nt. e. horizontal, pue.to 
que 3U inclinación se d. 0o. Lo. punto. d. la curva *ue .ati.fao.n 
esta condición (f (x) - o) .. llaaan z ^ ^ i o o ^ ^ S ^ 
horizontal. Katos puntos son d. ..P.oUl importancia par. La d.t.^ 

máximos y Ninfos relativo, y para la .oluoién d. , r -
hlemae de optimización a«« 3cr4n ..tudiados d.apuá.. 

S 1 ( X ) - » - co 6 - co, .«tone, la t u * » * . 
^ecto que cu inclinación es d. 90°. ^ r — . d. 1. 
satisfacen esta condición (f- (x) - • ) » 

t ^ e ^ i c a l y son ta.hi.n importan,« en la d.ter.inaoi«» 1. 

máximos y mínimos, 

E n resu.cn, Si 1. d.rivada .. po.itiva, la ourva .. eA la derirada aa negativa, la ciento de izquierda a dereoha. -i i» 
: es decreciente de izquierda a d.r.oha. Si la d . r i v - -

igual a cero, 1. curva ti.ne un punt. d. tang.nt. horizontal. 

C o n o a ^ . concepto, gástrico, d. ooncavidad hacia a r ^ a 
hacia aha3o son intuitiv...nt. trivial., i * 

y . qítl Atábame« aa conveniente fer-
eervación diraota da una ourv,. ^ ^ 4 l f t r. n o ial a. . 
malizar sus lefiniciones pai>a utiliaar al olí 
el análisis de sentido de oonoavidad da una ourva. 

« . Un aroo de ouzva es cóncavo hacia arriba ai ^ ^ 
"tangente a la ourva en cualquier punto dal aroo. Si. lar» n , 
T a l c o os oóncavo hacia aba.o ai e . U bajo la taranta a la 
curva en cualquier punto del arco. 

P o r medio del cálculo diferencial, podamos 
oonoopto de sentido de concavidad an un punt.de la ourva. » 
acuerde oon la definición da darivada, la segunda derivada 
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•adida del cambio efe la primera derivada con respeoto a la variable 
independiente x. Puesto que la primara darivada aa la pendíante da 
la ourva, obtenemos las aiguiantes conclusiones» 

a) Si la segunda derivada f,f (x) es positiva, quiera decir que 
la pendiente da la curva está aumentando y por lo tanto la ourva 
as cóncava hacia arriba. 

b) Si la segunda derivada es negativa (f11 (x)<o) quiera decir que 
la pendiente está disminuyendo y por lo tanto la curva ee cóncava 
hacia abajo. 

o) Si la segunda derivada es cero (f11 (x) - o) quiere deoir que 
la pendiente permanece fija en el punto para cambiar el sentido de 
oonoavidad. Los puntos que satisfacen esta condición sé llaman 
puntos de inflexión. CO 

Ilustremos con una gráfica la relaoión entre el crecimiento, 
o decrecimiento de una función y el signo de la priiñera derivada! 
(figura 5*1 )• 

S'U) 
f OO V 0 

T . » 
De la mioma manora podemos ilustrar con una gráfica la relación 

entro el sentido de concavidad y el signo de la segunda derivada! 

(figura 5.2) _ H * ) — H cf 

^ V * C 'I O'W Í CX\ -
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Tangentes v Dormales. La ecuación de la recia tangente a la 
cu iva de una función y - t (x) en un punto cualquiera P (Xq, yQ) 
de BU dominio, puede ser determinada a partir de la primera deri-

vada. ; ; /,.•. 
. « m (pendiente de la tangente a U curva . v ' dx T 

de f» (x) en cualquier punto). 

En el punto » (xQ> r, )l V f' <*•>• C°™ o i e n d° l a p e n" 
diente y un punto por donde paea la recta tangento, se encuentra 

BU .cuaciám y - 70 - f l ^ ~ 

ExoepcKnt Si «T - f (*0> - ® . •«*«»•• l a ' o u a 0 Í t o 

la taagonte esi x - x Q 

Similarmente, pódeme* encontrar la eouaci6n de la recta 
normal que ee define do la siguie.-te manera. 

Def. La recta no^al a la curra de f (x) en el punto 

y 0 ) e 
en cuestión. 

P (xo, y o) es la perpendicular a la tangente qua pasa per el purto 

Puesto que la pendiente de la tangente es n^ « f1 (xo), en-
tonces la pendiente de la normal serit 

°N "" 
- 1 
(xj o' 

^ntonceB, la ecuación de la recta normal que pasa por el 
plinto P (x , y ) y cuya pendiente es mH - - será.« 

" r (xo) 
y - y « > ( I _ I o ) 

Las recta*. tangente y normal son auxiliares en el an&lisis 
de la gr&fioa de una función» 

Ejemplo i Encontrar las ecuaciones de la tangente y la normal a 
la gráfica de la siguiente función en el punto P (l, 3) 

y « 2 x2 - 3 x + 4 

Solución) ^ » 4x - 3 n>T - 4x - 3 

Bfc* el punto P (l, 3) n^ «• 4 - 3 - 1 

Entoncess la ecuación de la tangente ees y - 3 • 1 (x - l) 
y « x - 2 - 0 

Ahora, m^ » - • - l/l • - 1 

Entonces, la ecuación de la normal es» y - 3 « -1 (x - l) 
y - 3 - -x + 1 
y + x - 4 • 0 

Máximos y mínimos relativos de una función. Definamos primera-
mente lo qae es un máximo o un mínimo relativot 

MSximo relativo. Un punto P (Xq, yQ), es un máximo relativo 
de f (x), si f (xo)> f (xi) donde x± son valoreB de x en una ve-
cindad de x , ea deoir, valores inmediatamente a la izquierda y a la 



derecha de i • o 

Def» Mínimo rolativo. Un punto Q (x^ t y^) es un mínimo relativo 
de f (x) ei f (x^)<f (ij) donde x^ oon valores de x inmediata-
mente a la izquierda y a la derecha de x^• 

De acuerdo con estas definiciones, se deduce que una condi-
ción neoesaria para que punto de la curva de una funoión sea un 
máximo o un mínimo relativo, es que la tangente en el punto sea 
horizontal, es decir, que la primora derivada sea igual a cero. 
Es conveniente obse var que esta condioión no es suficiente, es 
decir, ai la derivada es cero en un punto, no oe puede asegurar que 
el punto sea un máximo o un mínimo relativo, ya que puede tratarse 
de lo que se llama un punto estacionario como el que se indica en 

De loe conceptos y definiciones establecidas se deducen in-
mediatamente los procesos para la obtención de máximos y mínimos re-
lativos de funciones de una variable utilizando la primera y segunda 
derivadas. 

I. Método de primera derivada. En este primer método, se utiliza 
la primera derivada y consiste en lo siguiente! 

1. encontrar los punto;, críticos do'la función f (x). Para ésto, 
** * n C U O n t r a l a Privada f (x) y se resuelven las ocun- ' 
C.l'-ÍKHil 

a) f1 (x) » O (tangente horizontal) 
b) ft (x) ~ oo (tangente vertical) 

2. Se investiga el valor de la priuera derivada para cada punte 
crítico de coordenadas fvitan, dando a x valores a la izquierda 
y a la derecha del punto crítico en cuestión« 

a) si f' (x) es positiva a la izquierda y negativa a la derecha 
del punto crítico en cuestión, entonces éste ic un máximo 
relativo de f (x). 

b) 3i f» (x) es negativa a la izquierda y positiva a la derecha 
del punto crítico, entonces óote es un mínimo relativo de f (x). 

o) Si f (x) no cambia signo, el punto crítico no es máximo ni 
mínimo relativo de f (x). 

La figura 5.4 ilustra el método do primera derivada. Los 
puntos P, Q y R, son loo puntos críticos de tangente horizontal. 
Ro hay puntos críticos de tangente vertical. 

P es un máximo relativo 
Q es un mínimo relativo 
R es un punto estacionario que no es máximo ni mínimo. 



Consideremos como ejemplo el siguiente! 

Problema! Una huerta de manzanos tiene -40 árboles por hectárea 
y el promedio de producción es de 400 manzanas por árbol y por 
año. Si por cada árbol que se plante por hectárea, además de loo 
40, la producción promedio disminuye en 5 manzanas, determinar el 
número de árboles por hectárea que darán la máxima produooión. 

Solución, De acuerdo jon el enunciado, la producción actual es 
(400) (40) • 16,000 manzanas por hectárea y por año. En general, 
Producción - (No, de árboles por fcect,) (Producc. prom, anual da 

un árbol) 

Sea! x » No, de árbolea plantados, además de los 40, por 
hectárea. 

Entonces! 
Prod, Prom. anual de un árbol - 400 - 5** Entonoes la 

producción total será! 
P - (40 + x) (400 - 5x) 

Derivando! 
dP (40 + x) (-5) + (400 - 5x ) (1) = 
dx " - 200 - 5x + 400 - 5x - -10x + 200 

Ahora, igualando a cero para encontrar puntos críticos da 
tangente horizontal! 

- - 10x • 200 - o dx 
10x - 200 
x - 20 

Hagamos la prueba de primera derivada para ver si x - 20 
corresponde a un máximo de la producción Pi 

x dP/dxl 
19 10(+) 

20 0 Caabi* da • a Entonces x - 20 

21 -10(-) correaponda a un máximo P. 

Entonces, la respuesta es^que deben plantarse 20 árboles 
más por hectárea para obtener la máxima producción 

P • (40 + 20) (400 - 100) 
P - 18,000 manzanas / Ha. 

II, Mótodo de secunda derivada. Este mátodo se basa en que la 
segunda derivada determina el sentido da concavidad da la curva 
da la función! 

1. Se encuentran loe puntos críticos de tangente horizontal re-
solviendo la ecuación* f« ( x) ~ o. 

2. Se encuentra la segunda derivada f•• (x) y ee investiga su 
signo en los puntos críticos de tangente horizontal. 

a) Si la segunda derivada es negativa, al punto critico en 
cuestión es un máximo relativo, (Concavidad hacia abajo). 

b) Si la segunda derivada es positiva, el punto crítico en 
cuestión es un mfciiao relativo. (Concavidad hacia arriba) 

o) Si la segunda derivada es cero, entonces la prueba no implioá 
algo definitivo y debe usaree otro método para determinar si 
el punto orí tico en cuestión es un máximo o un mínimo rela-
tivo. 

Ejemplo; Encontrar loe -máxinos y mínimos relativos de la fun-
oióni f (x) - x 3 - 3x2 - 45x + 10 

Solución! Derivando e igualando a cero para obtener los puntos 
críticos de tangente horizontal.! 

f • ( x ) » 3x2 - 6x ~ 45 - 0 

x 2 ~ 2x - 15 « 0 

(x - 5) (x + 3) « 0 

X, - 5} * 2 - - 3 

Ahorai f»« (x) - 6x - ó 
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Para x} - 51 f'» ( 5 ) 30 - 6 - 24 (+) 

Entonces x^ «• 5 corresponde a un mínimo relativo de f (x)i 

f (5) - 125 - 75 - 225 + 10 - - 165 

F7 punto P (5, - 165) es ur. mínimo relativo en la gráfica de 
f (x). 

Para i 2 - -3 1 t'' (x) - -18 - 6 - -24 (-) 

Entonoes x^ » —3 corresponde a un máximo relativo de f (x)t 

f ( - 3 ) - -27 - 2? + 135 + 1 0 - 9 1 • 

El punto Q (-3, 91) es un máximo relativo en la gráfica de 
f (*>• 

5.4 Aplicaciones de la derivada en teoría eoonómica. Es coimin, en 
teoría económica, describir la variación de una variable ocn res-
pecto a otra por medio do dos tipos de msdida que son» 

a) Prcmedlosw Representan a la variable dependiente £ en un inter-
valo de la variable independiente x. (Generalmente este intervalo 
tiene al cero como límite inferior, aunque esta condición no es ne-
cesaria, 

Def. b) Conceptos marginales! Miden la variación de la variable 
dependiente £ para variaciones pequeñas de la variable independiente 
x. (Generalmente esta variación pequeña es uno cuando x varía dis-
cretamente y tiende a cero ouando x varia continuamente. 

De acuerdo con esta definición, los oonoeptos marginales 
pueden determinarse por medio del cálculo diferencial ya que la 
derivada es, por definición, la variación marginal en el caso con-
tinuo. 

Coneideremou la ley de demanda p - f (x) cuya curva es 
decreciente. (Figura 5 . 5 ) 

Ingreso total al nivel de demanda x 1 I - x P 
a a a a 

Jnyroso medio al nivel de x » a 

I (medio) « * a P a 
a 

(tnedio) -
Xa *a 

(por definición). 

Entonces el precio P equivale al Ingreso medio correspon-
diente a una cantidad demandada x para todo valor de x. Por lo 
tanto, la función de demanda es la misma función del Ingreso 
medio, es deoiri _ _ , v 

*md * f W 

Entonces, la curva de demanda ooincide con la del ingreso 
medio. 

Para encontrar la función del ingreso marginal, considere-
mos la función del ingreso total1 

Por definición, ingreso total esi 

I « x f (x) (Cantidaa demandada por el piecio)-, 

Desde luogo que, si f (x) es continua, entonces I también es 
continua. El ingreso marginal I „ es entonces por definición! 

I « lim I (x + A x ) - I (x) di 
A x " 
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- x. f» (x) + f (x) (Pendiente de la gráfica de I- x f(x 

Resumeni 

Sil Ingrum total I « f (x) > x « cantidad demandada 

Ingreso medio I n d - j - * ^ 

Ingreso marginal I - -JJ- - t' (*) 

E .lee, pío 1. Suponerme o que la demanda por un oierto artículo A en un 
determinado meroado M eB daca por la aiguiente leyi 

p - 50 - 2x (lineal)" x - cantidad demandada. 

Determinar el ingreso total, iiigreao medio e ingreso marginal 
como funciones de la cantidad demandada x. Orafioar. 

De las definiciones! 

Ingreso totali I - (precio) (cantidad demandada) 

I - (50 - 2x) x 

I - 50x - 2x2 

Ingreso total 
Ingreso medio: - cant. demandada 

W 50 - ¡* 

di 
Ingreso marginal! I n g - ¿U 

I - 50 - 4x 
-gK 

Oráfioooi La grffica d*l i^reoo tota! - un. parola aM.rta haoia 
^ " c u a n d o x - o , I - o. El ingroeo total lo encontré 
nos por calculo. (Ee un punto crítico d. tangent. horizontal, .a 

deoir . o), 
dz 

1-5Ox - 2x2' 

- 50 - 4x - o 

La gráfica del ingreso marginal ee también una línea reotai 

o 
Interaeooione J J L 

l * - < Laa curvas de ingreso total, ingroso medió 4 ingreso margi-
nal jnieden presentaras en el mismo alaterna de referenaia. (Figura 5.6) 

4x - 50j x m 12.5 

1 - 5 0 (12.5) - 2(12.5)2 

- 312.5 

La gráfica del ingreso medio e» una reotai 

Intersecciones» 
I 



Obsft rv -toi oi.aoi 

1. El ingreeo total I es máximo cuando el ingreso marginal Iffig ea -
cero. Esto e, inmediato do la definición de ingreco marginal oomo 
la del. "ftda del ingreso total oon respecto a la cantidad demandada. 
iCuanCo la derivada es cero, el ingreso total es máximo). 

2. Cuando la demanda es lineal (como en «t* oaao) la razón de cambio 
del ingreso marginal ea el doble de la razón de cambio del ingreso 
nedio. 

d x ¿x 

« 400 . 

E.iattplo Consideramos la siguiente ley de demauda. P - x + 4 -

Letsiminar I, IQd, IBg. oom<J Arciones de x. 

10 

V Y " a) X * 4 00 x _ 10x 

ímá. X + 4 

x T . 1600_ _ 10 
0 ) ^ ( x + 4) 

^ ^ elastlcldad^nmj.ln dejiemand*. 

Sea, T - f (x) una ley "nonnal" de demanda (decreciente 
para valores positivos de x y P). 

Ingreso total. I - x f («) (Cantidad demandada por el precio) 

Derxvando el ingreso totali 
- x f* (x) + f (x) dx 
. . „ _dF_ v (x). sustituyendo» Atesto que P - f U> gonces l W 

Cacando a P de factor en el lado doreobo, 

-AL. m p ( x dp 
dx P dT" + O 

Ah°rat f - Elasticidad del precio - Ì 

• • - P ( 1 /rry + 1) J ~dT - ingreso marginal 

I ? • ingreso medio. 
Para una ley ..„ormaI., de d9mandi> ^ „ m g a t i v o > a o f „ q u e 

anteponiéndole un signo renos (-m) consideradnos sn T a l o i 

absoluto I» cual es oonveniente para la dieousrín 9ue sigue, 

- £ - * ' ( < - f t f r h i > o 

Consideremos las posibilidades para 

di 

- Ingreso marginali 

») 31 dx""> °> entonces I es creciente hacia la dereoha, 
•a deoir, el ingreso total aumenta, ouando la cantidad demandada 
aumenta. 

P ( 1 ~ J ¿ [ I ) > ° 

( 1 - > 0 Powe P>0 

j a i > j . 

En éste caso se dice que la demanda es elástica lo cual sig>-
nifioa que puede disminuirse el precio para aumentar la oantidad de-
nandada produciéndose un aumento en el ingreso total. 

b) Si - 0, entonces tenemos un punto critico de tangente 
horizontal en la curva del ingreso total. En una ley "normal" ie 
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demanda, éste punto erítioo ea un máximo, es decir, el ingreso to*al 
disminuye cuando se aumenta ó dieminu/e la cantidad demandada» 

En este caso P (1 - J ^ ) " 0 

i - p j q - o 

\ - 1 
i * u 

h j j j . 
0) S I ¿.L- < 0 , entonces la ourva del Ingreso total es de-

creciente, ss decir, I disminuye al aumentar x I 

. 1 , / | Porque P > o 

N < i 

En ..t. oaeo .. dio. cu. la demanda .. inelástioa. La si-
gui.»t. gráfioa ilustra loa resultados obtenidos cuando 1.1., de 
demanda ee lineal, como en el ejemplo oonelderado antes. (Fig, 5-7) 

Bi P - a - ti, .ntonoee g - - b. Ahora - f g . Su.ti-

tuyendoi T^- - f ^ T • p a r a T > l 0 r 1 9 "1 * -1 ' 

. -6x . _lt _y¡x . + bx | 2bx - a | x - £ 

„ . „ « »«.i •• - • <• - « 1 

r r r * •: r Ü v — - - -
o decir, cuandc el ingre.c tctal sea «&ximo. 

5.6 Problema de monopolio. Supongamos que un monopolista produoe un 
artíoulo A y sus oostos totales a diferentes niveles de produooión 
siguen la leyt o • 7 (x) | x * oant. producida. La demanda en el 
mercado ha sido también determinada y es la siguientes p - f (x)j 
p - preoio y x - oantidad demandada. 31 objetivo del monopolista 
es maximisar el ingreoo neto dentro de los límites que se especifican 
en la funoión de demanda. Determinar las oondioionos óptimas para 
ol monopolista. (Preoio d«l artículo y oantidad produoida para 
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obtener miximo ingreso neto). 

S©a I - ingreso total 

I - x f ( x ) - ^ M 

0 - Costo total • 

Por hipótesis» C « F (x) 

Ingreso neto» la - 1 - 0 

D. aou.*o con X. P — - segunda privada, .1 — 
será B&ximo ouando» 

- 0 L) dx 

2) A " < 0 dx 

Ahora» 

1) In - I - 0 

din _ d l _ - o 
"dx 3 r - dx d l 

Ingreso marginal " ^ g 
dx 

.AÍL . Coste marginal - Umg 
dx 

condición «taU.ce v» .1 i»«"" 

Kntonces U Sri,«a c M n . 

L s our- de I =r 0. d.*.» P«*1"1*" 

• d di ... d dC 
dx dx " dx dx 

" I r - «w <0 - ••» míximo)• 

••• -ix- < W < " i r « w 

Es deoir la pendiente (o raeón de oAmbio) del ingreso marginal 
debe ser menor quo la pendiente del costo marginal. 

Er cualquier caso particular, es decir oonooidas F (x) y <f (x) 
•o entonoes muy sencillo enoontrar la cantidad que debe produoirse x 
para maxioissar ingreso neto. Una ves determinado x se enouentra j> de 
la función de demanda. 

Nota* B1 análisis puede haoerse, oon los mismos resultados finales, 
por supuesto, a partir de ingreso total y coeto total corno funciones 
del precio j> ¡JE « 0 (p) j C - H (p)] . En este caso se encuentra 
primero j> satisfaciendo las oondioiones y después x de la ley de de-
manda x • g (?). ^ 

Consideremos el siguiente ejemplo» 

Problema» Un monopolista produce x unidades de un oierto artículo a 2 un costo total de» 0, - x - 20x + 1500. La demanda en el mercado ee "t 
dada por la siguiente ley» x - 500 - 5?» donde P es el precio y x 
es la oantidad damandade. Determinar el precio del articulo y la 
cantidad que debe producirse para obtener el m&ximo ingreso neto. 
Solución. El ingreso total es igual al precio por la santidad deman-
dada. Entonces, de la ley de demanda, se obtiene» 

It r, 500 P - 5P2 

Sustituyendo x - 500 - 5P en la funci&i del oosto total» 
CA - (500 - 5P)2 - 20 (500 - 5?) + 1500 



C - 250,000* - 5000 P + 25 P2 - TO,000 + 1 W F * T500 
t 

c - 25 p 2 - 4900 P T 241,500 t 
Ahora, el ingreso neto es igual al ingreao total menos el 

oosto total. Ea deoiri 

I - I t - c t 

X . 500 P - 5P2 - (?5 P2 - 4900 P + 241,500) 

1 - 500 p - 3P2 - 25P2 «• 4900 P - 241,500 

i . -30 p2 * 5400 r - 241,500 

El objetivo del problema ea maximizar el ingreso n*to I. 
iplioando el método de segunda derivada para obtener el valor da P 
que oorreBponda al máximo Ii 

. ¿ L - . - 60 P + 5400 - 0 
dP 

60 P - 5400 

P - 90 

Anorai 
60 

d P 2 
. Entonces»~ P * 90 oorresponde a un máximo Ingreso neto. 

Ahora, de la ley de demanda» 

x - 500 - 5P - 500 - 450 

x ** 50 

Entonoes, debe^n producirse 50 unidades del articulo y ven-
darae a un precio de 90, para obtener el máximo i*6reso neto. 

Sustituyendo P - 90 en la función del ingreso neto, 

I n - 30 (8100) 4 5400 (90) - 241,500 
I . -243,000 - 241,500 «• 486,000 
I - 1500 

Ejercicio 15 

Temat Tangentes y normales. Puntos críticos y Puntos de inflexión« 

1. Encontrar los puntos orítioos y los puntos de inflexión de las 
siguientes funciones! 
/1d f (1) - x2 - 2x + 4 
1.2 f (x) - U - 1)5 (x 4- 4)2 

1.3 y2 - 3y + 1 - o 
* 1.4 x » y3 - 3y + 5 

1.6 g (x) - x2 ~ 3x + 2 
, 1.7 f (x) - x ex 

1.8 f (x) - 1» (x + 1) 
2 

/ 1.9 g (x) » e • - 4 

1.10 f (x) . — x + 2 
i - 5x + 4 

2. Encontrar las eouaciones de la tangente y la normal a la gráfica 
de las siguientes funciones en el punto indicado» 
4 2.1 f (x) - 3x3 - Zx + 4 p (r> A>i 

2.2 y » (x - 3) (2x -

^2.3 x3 ~ 3 xy + 2y ~ 0 
\2 2.4 f (x) - (x-* + 3x ~ 2) 

• 2.5 x - y2 - 4y + 1 
2.6 f (x) » eX 

/ 2.7 f (x) « 1» x 
2.8 g (x) - (x - 1) 02X 

función» 
f (x) « (x - 1)2 (x + 4) 

en P (0, 4) 
en P (2, 0) 
er P (0, 0) 
en P (1, 4) 
en P (-2,3) 
en P (0, 1) 
en P (1, 0) 
en P (o, -1) 

todo el dominio 

4. Determinar el crecimiento <5 decrecimiento y el eentido de conca-
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vidad en todo ol dominio de la función, 

f (x) - i2 - 4* + 3 

Ejercicio 16 

Tema, Máximos y mínimos 
• % 

1. Encontrar los puntos críticos de las siguientes funciones, (Tan-
gente horizontal y tangente vertical), Determinar si son puntos 
máximos, mirimo-5 ó estacionarios. 

fi 2/Ü 
1.1 y - x - 3 x * LI » W - 5 - ' 
1.» 3yz - 6y - x - 0 1.8 8 (*) - (2* -1) ' 

9 2 1.3 x + %y + 5y - 9 

1.4 Y - (X2 - 3) (X • 4)3 

1 . 5 ' " T ^ t T T 

1.6 y - X3 - 3xz + 6 
2. Kn.ont», loe máximo, y mínimo, de la, siguientes función«, por 
•1 método de la primera derivada, 

2.1 f (x) x 3 - 3x2 • 1. 
2.2 f (x) - 2x3 + 3x2 f 12X - 4 

^ 2 
^2.3 f (x) - 3x4 - 4x - 12 x 

/ \ 2x 
2.4 f (x) - — 2 x" + 4 

2 -n3 
2.5 f (x) - (* + 2) <*" 

2.6 f (x) - (2 • X)1/3 (1 - J » 
, v __ X + 2 

2.7 f (-) " "I. 

2.8 f (x) 2 •x 

x + 2x + 4 

x¿ - X + 1 

2*9 f (x) - 2x2 - 4x 

3. Encontrar máximos y mínimos por el método io la segunda derivada,' 

3.1 f (J.) - x (x2 + x - 8) 
3.2 f (x) » x4 - 4x 

3.3 f (x) - • x 2 + * * 4 x + 1 

f€ r • 

Ejercicio 17 

Tema, Aplicaciones de máximos y mínimos. 

1. Una empresa desea fabricar cajas de cartón (sin tapa) de 
pie?¡as rectangulares do 20 cms. por 30 cms. cortando ouadradoo iguales 
en las esquinas y doblando hacia arriba los lados. ¿Cuáles deberán 
•er las dimensiones de las cajas para obtener máximo volumen? 

2. Una industria está situada fuera de una ciudad junto al 
paso de una vía de forrooarril. El gerente pide una corrida espe-
cial de la ciudad a la industria para sus empleados. La empresa 
ferrocarrilera está de acuerdo en establecer la corrida especial siempre 
que viajen por lo menos 200 personas, entendiéndose que el pasaje 
lee costará 38.00 por persona si van 200 personas, y se disminuirá 
en un centavo por cada persona que sobrepase a las 200, (es decir, 
por ejemplo, si viajan 2^0 personan, el pasaje será de $7.50 por 
persona). Qué número de pasajeros proporcionará la máxima utilidad 
al ferrocarril? 

3« Un edificio tiene 80 oficinas. Cuando la renta es as $60.00 
mensuales por oficina, todas están ocupadas. Por cada $2.00 do 
aumento mensual en la renta por ofici»->a, se desocupa una. Si los 
gastos fijos (conservación, impuestos y limpieza) son $6.00 por 
oficina, aue renta produoirá la máxima utilidad al propietario? 

4. Una huerta de manzanos tiene 4° árboles por hectárea y 
el promedio de producción es de 300 manzanas por árbol por año. 



31 por cada árbol qua se plante por hectárea, adomá. de los 40, la 
producción promedio disminuye en $ manzanas, determinar el número 
de árboles por hectárea que darán la máxima producción. 

5. Una empacadora desea fabricar latas en forma de cilindro 
circular con un volumen do 1570 cms.3 para uno de sus productos. 
Determinar el radio y la altura que proporoioran mínimo costo por 
lata, es decir mínima superficie total para el cilindro circular. 
(Superfioie lateral mas las dou tapas). 

Fórmula»! 
_ 2 

1. Area de un oírculo - TT r 
2. Area lateral del cilindro - 2 H A 

2 
3r Volumen del cilindro - TTr h 

7T - 3.14 (aproximado a 2 decimales). 

6. ün granjero tiene 800 mts. de cerca con la que desea 
cercar un terreno rectangular. Cuáles deberán ser la. dimensión.a 
del terreno de manera que obte^an 1. máxima área pos ble, ai 
u n o de los lados no necesita cerca por ser el margen de un ríot 

Ejerçiçiojl 
Tema, ^paciones de U derivada n. teoría económica. 

supongamos qu. la demanda por un articulo en d.terminado 

mercado es dada por la siguiente ley. 

P - - T 7 T Ô " 1 * * praoi° i - cantidad demandada. 

« „ rificar por medio de cálculo 
1.1 Orafioar la ley d. M U T £ cóncava 

diferencial que la curva de demanda 
haoia arriba. 

«andada, hacer su gráfica y determinar su pun 

1.3 Enoontrar el ingreso marginal como una función de la cantidad 
demandada, hacer BU gráfica y verificar qua al ingreso total 
es máximo cuando el ingreso marginal es oero. 

2. La demanda en un mercado monopoliaado sigue la leyi ' 
p . 100 - 3x y el monopolista produce x unidades a un coato total dai 

2 
0 - ¿ x - 3x + 1500. Determinar laa condiciones óptimas para al 
monopolista (Precio del artíoulo y cantidad quo deba produoiraa 
para obtener máximo ingreso neto). 

% 3. El ooeto l,otal de plantar de árboles madereros una región 
es da $10,000. El valor de la madera deapués de t años es 100 a*. 
Si la raaón de Interés es 5f> oompuesto anualmente, entonoes el 
valor actual de la madera es dado pori 

y ra (100 e - 10,000) e . Determinar el máximo valor actual da 
la madera aplicando el método de diferenciación logarítmica. 

4. La demanda por un fertíoulo en determinado mercado es 
dada por ]& siguiente loyi 

P - 800 - 2x2 

x « oantidad demandada 
P « precio por unidad 

4.1 Orafioar la ley de demanda y verificar, por medio del cálculo, 
que la curva de demanda es decreciente y cóncava hacia abajo para 
todo x mayor Ó igual que cero. 

4.2 Enoontrar el ingreso total y al ingreso marginal como funciones 
de la oantidad demandada. 

4.3 Encontrar la elasticidad de la 
precio cuando la cantidad demandada 

demanda y la elaatioidad del 
es igual a 10. 



CAPITULO 6 

FUECIOHES DE VARIAS VARIABLES . 

¿T1 Introducción. Si una variable w ^tá relacionada con otrae 
variables x, y, z, ..., de manera que para cada conjunto de valo-
res x , y , V ...» asignados a las variables x, y, z, de 
BUS respectivos dominios de definición, corresponde uno o más 
valores a la variable entonces se dice que * es una función de 

x, y, z, ... 

Observaciones* 

.) Si « - f (x, .V, -...), •"tonca deoinos qu. v .. un» funoito 

explícita de x, y, z, ... 

*) Si f (V, x, y, »,..)- 0, entonces decimos *». x es ̂  fu»-

ción implícita de x, z, ... 
W - 2xy + 4a. v es ura función explícita de Ejemplost a) w - 3x - ¿xy * -

*» 79 

b ) 3 w 2 - 2xzw + y 2 z2 - ]L «b una función implícita 

de x, y» «« 

L o 8 oonóapto» y definí oione. estarcido* para funciones d. 
. -Kie así CO-ÜO aua propiedades, teoremas, reglas de dife-::.: — . — - — — r ?:r 

Te arias variables. Para tratar do s i r c a r y observar el 
„ omátrico cíe los conceptos dedicaremos especial Bienificado geomáfcnco f funci0nes de más 

atención a las funciones de 2 variables, pues par 

de dos variables la interpretación gepmátrioa en espacios ene-
dimensionales, es abstracta. 

Límite. Definiremos el limite para una función de dos variables. 
Para .'unciones de más de dos variables el concepto de límite es 
inmediata 

Def. Sea V f ( x, y), fí] limite de W cuando X tiende a Xq y £ 

tiende a y^ es igual a A si w puede acercarse todo lo queTe 

quiera a A, acercando suficiente y simultáneamente x a x y y a 

1° • 

En lenguaje matemátioci 

lim f (x, y) - A si para todo fc>o, 

7 + 7 0 

Existen 6 y^) tales q*;es 

\T (x, y) - A|< ¿ para todo x, y, tales quet 

1 * " *o|< * 

J y - y 0 | < V 

Continuidad. Sea v «* f (x, y). w es continua en P (Xq, y ) si i 
cumplen las condiciones siguientes* 

1) f (xQ, y 0) está definida, 

Z) liu f(x, y) existe, 
x o 
y y o 

ij.M* , y) - f (xQ, y o) 
1 - » 3 C o 
y 

Obsérvese que esta definición de oontinuidad, como en el 



caso de funciones de una variable cdrresponde al .lenificado ir» 
tuitivo o natural de oontinuidad. La gráfica de una función de 
2 variables ... en general, una euperfioie en el espacio tri-di 
meneional como se ha estudiado en la geometría analítica del 

espacio. 

6,2 Cerivad-^ciales. Para el análisis de funciones de varia. 
^ " T e s es de utUldad investigar el comportamiento de la función 
« la direooiSn de una de las variables, es decir, permitiendo a 

d. las variables tomar diferentes valone , -teniendo a la* 
demás constantes. Este artificio - e s t i c o , ,ue puede efe t u _ 
.. sucesión con las diferentes variables de la función »otiva la 
definición de las derivadas parciales. 

, i „ , ). La derivada parcial de * oon ree-
Def. Sea » - f '.*» íf M . 
„to a x es la derivada de v oon respecto a x considerando las 

peoto a x es la _ eaulvale a considerar a * 
demás variables como constantes. (Esto equiva 
como una función de x únicamente). 

rearemos la letra griega 6 para indicar derivada parcial 
, distinguirla de la derivada ordinaria. 

_ M x . H - . A x , y. « i — ) - f <x» p L - lin 7 

Escosimos la variable i P*** la definición, Para las 
deffiAa variables la derivada parcial es semejante. 

Sea tf - f y) 

Be acuerdo con Xa definición. 
A * 
^ - U » ¿íx 
6 x A x - * 0 

. f (x. y 

6 y Ay-» o A y 

Puesto que es la derivada da W t » respecto a x maiv-
teniendo a £ constante, podeno» aprovechar laa reglaa de diferencia 
oiJn ordinaria que tenemos para encontrar • 

Geométricamente, el mantener a x constante oorreaponde a 
considerar una sección paralela rt plano x - w. Se acuerdo con la 
definición, es la pendiente de la anra de intersección de la 
euperfioie w - f (*, y) y «1 plano y - constante. lto 1» misma ma-
nera, es la pendiente áe la curva da intersección de la eu-
perfioie oon el plano x » constante» 

Por ejemplo, considerase« la aigniente euperfioie. w - VV-x2- 2 

Traaas. (intersecciones con» los planos coordenados). 

Si w • o obtenemc© la. cuccva de intersección de la supext-
fioie oon el plano x — y. En 
que tiene centro en c f©r oj y radio r - 2. 

2 2 este oaso es el círculo, x • y - 4 

Similarment« pai-a x » o y y «• o enoont ramos que laa trasaa 
en loa plano y « * y x - w aon olrouloB oon centro en el origen 
y radio r - 2, oom© indica la figura 6.1. 

a A-CpH »*- cwVe . 
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Encontramos la derivada parcial de v ccn respecte a x> 

v - - ¿ - 2 

H * f = N F = ^ — 2 l ^ T i 2 - y2 2 2 i - y 

U derivada parcial de ¡r respecto " i oorre.ponde a la 
tangent. d.l ¿ngulo oL . - a.olr, a la pendiente dr la tangent. 
. la curra a. interB.ooidn de la euperfici* ccn .1 plano y -
oonstante. 

FueBto au. H t 8 U n a fun°14" 1 ' * P04í"°" 6 n 0 0 D t r a r 
.u valor a cualquier nivel d.l dominio de Aefinioiín d . £ 7 
Z Z u r valor d.l ccrr.apondi.nt. dominio d. d.finioidn de * 

Por ejemplo, ti y - 1 • 

y 3 - x-

jfcora, par* cualquier valor d, x del dominio d. definid*, • 
4. ..ta funoiín d. x por templo, para x - 1 . 

4 »x 

íote valor de A i corresponde a la P ^ . n t o de la 
fiel. « xa direcoiín de X - .X .unto P (1, I. ^ ). 

„ la nlBma manera, podemos encontrar ft - .1 P O , V >• 

w - \ A - x2 - / » "6 y • y 4 % J-jr 

para x - 1 I J - 1 v 

& w jzL- (pendiente de la superficie en 
• T 7 i/T 

U dirección i en el punto p (U 1* >• 

Estos conceptos geométricos se extienden abstractamente a 
funciones de más de do8 variables cuyas gráficas son conceptos 
abntraotos llamados hipeiwEuperficiee en espacios abstractos 
ene-dimensionales. Asi, por ejemplo, w - f (x, y, z, ...), i a 
dorlvaaa parcial de v con respecto a z es la pendiente de 
la hiper-euperficiei -w « f (x, y, z, ...) 4 la dirección posi-
tiva del eje a. 

6.3 Creoimionto^ o_ de ore oimiento de una, fundón de varias variable«. 

El valor de la derivada parcial de una función de varias va-
riables w - f (x, y, sa, .,.) oon respecto a una de ellas, propoB-
oiona un indicador del comportamiento de la función en la direo-
oiÓn de xa variable independiente considerada. Lo siguiente es una 
oonsecuencia inmediata de la interpretación geométrica de las de-
rivadas parciales i 

\ & w 
a) Si j~£>o, entonces w « f (x, y, z,...) está oreoiendc en la 

dirección positiva del eje x. 
b) Si - o, entonces w está en un punto orftioo de tangente 

horizontal en la dirección x (posiblemente un máximo o mínimo 
• relativo de la funoión). 

o) Si <o, entonces w está decreoiendo en la dirección posi-
tiva del eje x. 

Por ejemplo, consideremos la funoióni 

w « 2xy - 3» 

6 w 
6 x - 2y 

a) > o cuando 2y >ov ó sea y>o. Entonoes, cuando £ ea 

positiva, la funoión aumenta al aumentar x. (Cxeoiente). 

fc) < 0 yUando 2y < o, Ó sea y < o. Entonoes, ouando £ es 

negativa, la función disminuye ouando aumenta x. (Decreciente). 
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De la misma manera podemos consideran 

4-H- - 2x (los resultados son semejantes). 6 y 
V'. - último« - -3 < o« ^ 0 t a ¿©vivada paroial es oonstante 

y negativa, lo cual significa que la función w disminuye al aur.entar 
• independientemente de x y V^oreoiente en la dirección z). 

En este ejemplo sencillo hemos obtenido resultados que podían . 
haberse deducido laicamente de la función original sin necesidad de 
i as derivadas parciales. Sin embargo, el uso de lao derivadas par-
ciales para éste tipo de análisis, proporciona un proceso sistemático 
que puede aplicarse a funciones de cualquier nrfoaro de variables, 
por complicadas que sean, con la condición de que sua derivadas par-

ciales existan. 

6 t4 Derivadas paroiales^alto orden 

DO la misma manera qu, he*os definido las derivadas ordl«^ 
^ s de alto orden, podemos definir las derivadas parciales de alto 
orden efectuando el proceso de derivación parcial sucesivamente. La 
única diferencia en el caso de derivadas parciales es que podemos 
cambiar la variable independiente durante la derivación sucesiva 
per 10 que resultan tantas derivadas parci les de un orden d.t.x. 
minado como permutaciones, permitiendo repeticiones, pueden Hacerse 
con las variables independientes. y 

Por ede.no, consideremos la función general de n variables 
. . f fa,. x „ ... x j . Las segunda, derivadas parciales son, 

ó / 6 v \ 

^ r \6 ^ / 

T T fe-) 

¿. — n 

tx ^ 

f X ?T 2 

J l t 

*x 21 
6 2 v 

*nxn * x 2 n 

f x2x2 

f x1x3 

12 o w 
6xl &*2 

ó2 w 

6 X-, 
6w' 

ó x 2 

ów 
ó x. 

f X -X « n-1 n 

f x,x » I n 

Ó 2 „ 
óx óx n-1 n 

ó 2 . 
óx, 6x 1 n 

óx n-1 

ó 
L1 

(— 
V 6 1 N n » 

5w 
6 x n 

El nfimero total de segundas derivadas parólalas es igual a 
2 
n .(no. de permutaciones permitiendo repeticiones de n variables» 
tomadas da dos en dos). 

La derivación paroial puede efeotuarse cualquier numero de 
veoes que permita la funoión« En general, el número de derivadas 
parciales de orden m puede llegar a un máximo de nm ó sea el 
número de órdenes, permitiendo repeticiones, en que pueden ser 
arregladas las n variables tomadas de m en E. 

El siguiente teorema será establecido sin demostración« 

Teorema. Sea w um^ funoión elemental (algebraica, trigonométrica, 
logarítmica ó exponencial). Si w y sus derivadas parciales son 
oontinuas en sus dominios de definición, entonoes el orden de di-
ferenciación paroial no afeota el resultado. 

De acuerdo con Sste teorema podemos encontrar las derivadas 
de alto orden de difeientes maneras. Por ejemplo« 

6 2
 w o w 63 v „ ó3 w 

>X1 2 óx. óx2 óx2 óx' óx. Lóx2óx] 
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.toitera. Además permite encontrar «na derivada parcial de alto 
orden siguiendo el orden 4u. m.íor convenga tomando en cuenta lo 
oonplioado de la funoiín con reepeoto a la. dif.r.nte, variad.. 
independientea. 

Consideremos los siguientes ejemplos» 

Ejemplos Sea v - f (x, X, .) - x2 - 3xya • x2y2 * *x.2 

Enooi-trart a), f xxy - òx (&x (ó y ) ) 

ó2 * b). f w — " T 6 a 

Soluoiór t 

a) Derivando primeramente oon reapaoto a X . 

„ .3 xi * 2x? 3 6 y 
Ahora, derivando oon respecto a x » 

6 _ L . 6 v ^ - -3a + 4xy 
&x \ 1 

Derivando nuovamente oon respecto a X 1 

6 Jl. - ( S - S - N . * 
&x 6x \ / 

1,) Derivando oon respecto a £ » 

. . -3xy + 4xz 

Volviendo a derivar con respecto a a. 

j2«.— - 4x 
6 a 

t - 4x 

Ejemplo 2 
„ _ * _ ,/y r , _ 2x Sea w - f fc, y) - /x3 - 3 + 3xy - — 

x - 1 
è 

J l t 

Encontrar í yx ò y 

Solución» 

a) Derivando primeramente con respecto a x s 

4 - 2 + 3y - 1) -Jg,*Lg* 
6 * ( t _ l ' . 2 

Ahora, derivando oon respeoto a j * 

6 / 6 v \ . 
" 5 F I T T " ) " 3 

Es decir, f » 3 * " JX 

(x* - 1) 

fc) £ • f s es decir, podemos alterar el orden de la de-

rivaoión parcial. En este caso es obviamente conveniente derivar 
primeramente oon reepeoto a £ y después derivar con respecto a x « 

6 y - , 
y 

6 6 w 
y 

f « f « 3 
xy yx 

6,5 Int e rpr e tac iój^geomjj^ parciales. 
Consideremos la función siguiente» w - f (x, y). Su gra-

fio* es una superficie en el espacio tridimensional. La derivada 
parcial de 5 con respecto a x mide 3 a rapide^de cambio de la super-
ficie en la dirección & Por ot-a parte, - y * es igual a la 
pendiente de la tangente a la superficie en la dirección x En-
tonos* la segunda derivada parcial de w con respecto a x mide la 



rapidez d* cambio de la pendiente en la diroooión x. 

Entonoes, se tienen loe siguientes resultados semejantes a 
loe obtenidos para la segunda aerivada ordinaria en funciones de 
una variable» 

a ; 0 i Q? i a superficie es cóncava hacia arriba en 

la dirección x jorque la pendiente de la tangente en la dirección 
x está aumentando. 

b) Si • ̂  <0, la ouperfioie es cóncava hacia abajo en , } 
la dirección ** x porque la pendiente está. disminuyendo 

en la dirección x. 

Par", la dirección * se obtienen resultados semejantes si-

guiendo el mis tío razonamiento. 

Si V ea una función de .ras de 2 variables, entonces estos 
conceptos ¡eomótrioos se extienden, en forma abstracta, a espa-
cios dimensionales dónde n ,3.- El crecimiento ó decrecimiento 
y el sentido de concavidad de la Mper-superfioie en determinada 
Lección puede encontrarse de la misma manera que para el caso d. 

una funoión de 2 variables. 

Volviendo a la función de 2 variables ir - f (x, jr), 1* 
Begunda derivada parcal cruzada con respecto a í ? con respecto 
. r 7 d e la rapidez de cambio en la dirección X, de la pendiente 
.n la dirección x. Abora, puesto que , 

entonces tamban ,ide la rapide, de camfio en la dirección x de 
U pendiente en la dirección X de la superficie en cuestión. 

6 Bntre las notaciones que bemoe u t i l i ^ P -
T h ^ i r ^ función de una variable, tenemos la siguiente. 

Si y - f U ) 

12?c 

La expresión ̂  es un símbolo para denotar la primera deri-
vada de Z c o n respecto a x. /hora definiremoa lo que se llama los 
diferencie les de x y ¿ d e manera que el cociente del diferencial de 
X entre el diferencial de x sea la derivada do £ con respecto a x* 

D e f* b.—Diferencial de x. El diferencial de la variable indepen-
diente x es igual el inoremento de la variable. 

Notación» Diferencial de x « dx - Ax, 

Def*. 2* Diferencial de y. El diferencial de la variable dependiente 
jr es igual a su derivada oon respecto a x por el diferenoial de x. 

En símbolos» 
Diferenoial de y » dy « f*(x) dx 

Interpretación geométrica,, Consideremos la funoión y « (x). Si 
cplioanos un incremento Ax a la variable independiente x, obtenemos 
un correspondiente incremento en la variable dependienxe Ay. Si 
partimos del punto P (x, y), después del incremento estaremos en el 
puntoi Q (x + Ax, y + Ay), como se indioa en la figura 6.2. 



Por definición de loe diferenoialesi 

dz - Ax 

dy - f1 (x) dx - f* (x) Ax - pendiente de la tangente 
en £ por el incremento de x. 

De la figura 6.2 se deduce que dy i Ay, excepto cuando la 
gráfica de y - f (x) es una recta. Sin embargo el diferencial de 
x se coneidera una buena aproximación del incremento de cuando 
.1 incremento de x os pequeño comparado con el valor de la variable 

independiente X. 

Aplicaciones. De acuerdo con la definición, los diferenciales pueden 
eer manejados como cantidad«, algebraicas y la derivada de Z con 
respecto a X es igual al cociente de los diferenciales de * y i-
XHcra utilizaremos los diferíales para el calculo de derivada, y 
Dis adelante serán utilizados en el Cálculo Inxegral. 

i. Supongamos 4ue s y * son .unciones de un parámetro t. Ka decir, 

y - f (t) ) x « g (t). 

Para encontrar la derivada de z con respecto a x, pódeme. 
encontrar primeramente loe diferenoialeat 

dy - t• (t) dt 
dx - g? (t) dt 

Ahora, la derivada de Z con respecto a x es el cociente de 

estos diferenciales » 
f (t) dt 
*é U ) dt 

dx 6 vW 

Biemplo. Encontrar la derivada de z con 

x - 2t2 - 3 

¿¿illíL1-̂ .* Derivando ^ y i con respeotc a _t » 

t í * * 2 - * 

t t - 4 t 

Entonces» . p 
„ dy. ¿ dx _ 3t - 2 

dx dt ' dt " 4t 

2. La regla de cadena para derivar una función, puede ser demos-
trada por medio de diferencialesc Supongamos quo» y » f (x) * 
x - g (t). 

Por definición de los diferenciales; se tienet 

dy » f1 (x) dx j dx - g1 (t) dt 

Sustituyendo dx « g1 (t) dt en la expresión para el dife-
rencial da x 1 

dy - f• (x) g* (t) dt 

Ahora, puesto que t, es la variable independiente, dt » At. 
Dividiendo arabos lados por dt, se tiene» 

-Sí - f M . e' (t) 

o seal 
„ dx 

dt dx * dt 

Ejemplo. Encontrar ̂  sil 

y . \/x3 - 2x 4 1 t x - A , 

SoluoiÓn» Derivando ambas funciones i 

dX . ¿x2 - 2 , , 
dx 

2 \/i3 - 2x + 1 

dx t2 - 4 - (t 4 1 ) (2 t) -t2 - 2t 4 
(i2 - 4)2 / (t2 - 4)2 
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Entonces i 

dy dy dx ;x2 - ? -t2 - 2t - 4..... -

d£ - f-t2 - 2t - i) 

" " 2 (t2 - 4)' V'x3 - 2* • 1 

< T *ft4-Fftt-ftnnle.lea da funoi,r^d^r¿ag_varlaUeB. He.os d.fi-
»ido antea loa difúndala* para una funoiín do una variabl. 
y » f (x) de la «iguiente manerai 

dx - Ax | dy - f U ) dx - . 

11 ..t»tt.o.r .«ta. definiciones demostramoa «riflo.jn.nt. 
„ u e dy es una buena aproximaoiAn del incremento d. y, ouando Ax 
.. pequeño. Otra utilidad i m p o n t e obtuvimos d. lo. dif.-
renoialea fu, la aoluoiín al p i e r n a de encontrar ^ er vad d. 

funoiín X de una variable X 4us a su ve, ea funoiín de otra 
variable ¿. Espeolfíoaments establecimos 1. siguiente. 

Si y - f ( a ) e mionoea> 

Kat. resultado es »1 — tro. prcp6.i-

Supongamos • » • - « ^ " ^ 
1>l«l i , | 

v, m £ Ui y) 

Definamos ahora dx - Ax y d y - . 
» . otra variable 

Ai derivar pa.oialmente con respecto 4 * 1 ^ 

independiente X i ~ o e los 
una funoién de una sola variable x. u ^ ^ 
diferenciales parciales de A con reboto a x y X 

133. 

que el diferencial de una funoi6n de una variable pero con doriva<?as 
parcialesx 

d z " T — dx « f dx x o x x 

6 z d B m T — dy - f dy y o y y 

y la diferencial total de z se define de la siguiente manera» 

6 Z . . 6 Z , d z "" F T a x F 7 y 

Obsérvese que el diferencial paroial de z con respecto a x 
es una buena aproximación del incremento paroial de js en la iireo-
olón x cuando Ax es pequeño. El diferenoial parcial de z con res-
pecto a £ es también una buena aproximación del incremento paroial 
de z «n la dirección £ cuando Aj£ es pequeño. Entonces, al diferen-
cial total de z9 que ha sido definidc como la suma de los diferen-
ciales parciales de z oon respecto a i y x , es una buena aproxima-
ción del incremento total de z cuando Ax y son pequeños. 
Geométricamente, el diferenoial total de 3 es igual al incremento 
del plano tangente a la superficie a « f (x, y), en el punto en 
ouestión, debido a lo» incrementos Ax - dx y Ay « dy. Inmediata-
nente se deduce, que éste incremento del plano tangente (d z) se 
aproxima al incremento total de a (Aa) cuando Ax y Ay son tomados 
cada ves mis pequeños. 

En general, si u - f <*, y, i» »), entonces el concepto 
de diferenoial total de u se define de la siguiente mansra» 

^ + H + ^ dv 

3 2 Ejemplo« Encentrar el diferenoial de u si » u « x y - 3x" + 2y 

Solución» Por dofinición del diferencial de una función de varias 
variables, se tiene» 



Afcora, H ' 3l2 ' - 6 1 " ̂  " l3 + 2 

Sustituyendo i 

d u . (3x2 y - 6x) dx + (x3 + 2) dy 

WWadas totales. Consideremos una funoión d. 2 variable. 
que a su ve, son funciones de una variable independiente, 

* « f (x, y) i x - s (t) i y - » W 

Para encontrar la derivada de , oon respecto a t, poi»o. 
eufltituir x - g (t) y y - ̂  (t) en la expresión . - f (». t) 
obteniendo de esta manera a , ,0.0 una función explota de t. 
Sin enbarfío pode«,, encontrar la derivada de s con - p e c o * 
t sin necesidad de baoer la sustitución mencionada .u. P* « 
" r resultado una expresión muy complicada. Para ».*, utili.a-
reinos la fórmula que vamos a deducir en seguida. 

6 25 6 g , Si z - f (*. y)» entonces dz - T I ^ + * 

Ahora, puesto que i • g (O y y - h (t), entonces» 

- w y d y - H - d t 

Sustituyendo estas expresiones en d ¿ • 
6 B d i 4 U r í dt 

d* - T Í d T • dt O y d * 
+ la variable independiente, dt - At Ahora, puesto que t es la varifa 

y podemos dividir entre dt» 

d a . a d 
z ó_* djc + djL 
r H ' d t ¿ y ? * 

Eje^lo» Encontrar la derivada de * con respecto a t si, 
* - ta (x, + y) , x - e* , y - e2t 

Solución» 

ó a w 1 
6 x x + y 

6 z ̂  1 
& y x + y 

H - . H - 2 

. t ? 2t 
Sustituyendo t — » — + d t x + y x + y 

• • 

t o 2t d z ri o + 2 e 
d t " x f y 

Generalización de la derivada total» Supongamos que u es una fun-
ción de más de dou variables que a la vez, son funciones de otrr 
variable t. Entonces la derivada de u oon respecto a t se deduoe 
de la misma manera que en el oaso anterior y el resultado es» 

Si u » f (x, y, z, w) 

x » g (t) j y » h (t) j w - j (t) 

d u 6 u d x 6 u djr , £j¿ <LZ Entonces» H " H ' d " + ' dt + + ó w ' d t 

En el caso más general, se tiene una función de varias va-
riables que a la vez son funciones también de varias variables. 
Es decir, se tienen» 

u « g (x, y, z, ...» w) 
g (r, r, t)j y - b (r, a, tj) 

j w » (r, s, .•., t). 
x « 

En este oaso, la derivuda ta**^ de u con respecto a t os» 

„ ¿ji . ój¿ . J x Ó_U Ójr + &J¿ . « J 6t n 6t + ó y • ó t ó v 6 t 
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Vblvitando a la función de 2 variables. 

« - f (x, y) x - g (t) i y - h (t) 

Observamos que . en realidad es una funoi6n de t toioamente 
per K. iue fu. posible encontrar la derivada total de « oon respeoto 
. t. Ahora, puesto que x es una funo.ón de t, podemos suponer qv. 
t ¡s una funoión de x (la función inversa de x - g (*) y »«r lo tanto .. 
;bti.n, i como una funoiín de x al eustituir t en y - k Bntonoes 
resulta qus a puede ser considerada como una funoiín de x únicamente. 
Un razonamiento semejante nos indica que también podemos » 
* como una funoi6n de Z únicamente. Para encontrar la derivada total 
de z oon respecto a x tenemos i 

a - f (x, y) » x - x | y - 0 (x) 

d F, ó * djjc 6 z d_i 
Ahora. n ' H ' H ^ 

•• d x o x 6 y d x 

««««idorar x oomo funoión de £ y por La la misma »añera, fcl ooasidorar x 
lo tanto a oomo funoión de ¿ únicamente» 

d i i » Ü + U 
T 7 n * d y 6 y 

R.lemplo» Enoontrar «i» 

Solucióni 

x . 3t2 - 1 » y - " 

d i dj£ IL*. m S -ihora« rf-rt/dt 6t 

Sustituyendo» f * " (*X * ̂  + 

! 

6.9 Derivación parcial implícita. 

Lo* métodos empleados pa^a enoontrar la derivada ordinaria 
de una función implícita do una variable pueden aplioarae para 
derivar parcialmente una función implíolta de varias variablep con 
respeoto a una de ellas. La razón de ésto es que la definióión de 
la derivadu parcial permite considerarla oomo una derivada ordina-
ria con respeoto a una de las variable* independientes manteniendo 
a las demás variables oomo constantes durante el proceso de dife-
renoiaoiÓn. 

B.1 émulos» 
ó v 6 V 

1. Enoontrar y -j—j- en la siguiente eouaoión» 

w - xy + 3*x « 15 

Kn este ejemplo es fácil despejar v antes de derivar» 

w (l,+ 3x) « J.5 + xy 

w „ IIJLM. v 1 -f 3x 

^ (1 + 3x)2 

. . JL + ~ 45 - ¿xy 
(1 + 3x)2 

(1 + 3x) 

ó ir x 
F 7 " 1 •*• 3x 

2. lo miamo que en el ejemplo anterior para» 
•j p 

v3x - 2x y + 3*x - 4 

En aete caso no ec fácil despejar £ por lo que aplioamos eJ 
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método que consiste en derivar término a término considerando a » 
como uns. funoifin de Ja variable con respecto a !a oual ee efectúa 
la derivaoión parolai. 

» 6 * t 
*) rz 1 

3 2 x «. „3 _ 4 x y + 3 x ^L * 3V - o 

(3x2 x + 3x) - 4xy - 3* - ¿ 
_ 

6 * * 3*2 x + 3x 

b> r 7 i 

2 6 w 2 l 2 + 3 x i-Í.O 3* x 5-7 - 2 x + •5X 6 y 

6 ̂  (3w
2 x + 3x) - 2x2 

2 
F 7 
6 w 

" 3»2 1 + > 

, ^ les a la darivaolón implícita. irii„.gQi6n de la» Privadas parjlales^>-

— r . - ' T r t : r r n 
» r r r r . : : : — • -

1 — z i • — - — • , d i ! y después despejar J x • 
Ahora» utilicemos las derivadas parólales para enoontrar 

d ^ Introduoircos una nueva variable auxiliar u tal que, 
d 1 \ u - f (*» y) 

d u 
d x aplicando la fórmula obtenida anteriormente. 
1 

f J¿ . + Ó u d̂ jr 
d x ó X 6 y d x 

Ahora, u « f y) 6s igual a cero en nuestro problema 
original. Entonoes du « 0 y por lo tanto» 

& u , 6 u d v 
r i + r r - r i - ° 

Despejando *JL t d x 
6 u 

¡Lz m ^ - 6 x d x ó u 

Esta fórmula nos proporciona una tercera alternativa para 
d y 

enoontrar j-J que g-jne.vaimente es ventajosa sobre los 2 métodos 
interiores» 

Ejemplo» Enoontrar la derivada de £ oon respecto a x en la 
siguiente funoión» 

3y2 - 2x y + x2 - 15 - 0 
Consideremos» 

u « 3y2 - 2x,y + x2 - 15 

Entonces » 
6 u 

6 u 
S T 

-2y + 2x - + 2 (x - y) 

6y - 2x - 2 (3y - x) 

Ahora» • 6 u 
¿ y r_ ¿ x 
n " ~ & u 

6 y 

Sustituyendo» - "^[jy"" 



dx r -3y 

flonorallEaolón. El artificio empleado para la fórmula anterior 
puede eer aprovechado para encentre, fórmulas que nos proporcionen 
la. derivada« parciales de una función implícita de varia, varia-
bles. En el caso general, la ecuación» 

g (*, y, e. *) - 0 

Define a w_. como una función implícita d. x, 
haciendo» 

u « g (x, y, B» • *) 

Puede demostrarse que: ^ ̂  
Ó y m „ p ^ 
T I -

ó w 

ó u 6 w £ j L — r ? " - 6 v 
etcétera» 

Be nuevo, estas .fórmulas p.oporoionan un procedimiento, 
en general -entapo sobre loe métodos discutidos anterxormente 
para la derivación parcial implícita. 

La selección de la forma funcional que 
^ ^ ¡ ¡ T T t T c c n . u n t o de datos empíricos ee el p ^ 
problema que se presenta cuando ee deesa obtener^ exp 
matemática que relacione un conato de v a r i a a 
nados dominios de definición de las m.ema - d ^ ^ 
de variables que relaciona la fUnoión es a l ^ - P 
baoer objetiva Ricamente la forma e a unción ^ 
deteminar procedes ^ J ^ • « - - ^ 
parciales que nos permitan hacer una 
nal mas conveniente. En teoría económica merecen especial 

atención las funoiones homogéneas porque Bue propiedades corres-
ponden a condiciones "normales" en algunoa modelos eoonómiooa. 

Definición, u . f (X| y, w) M u n a fimoi¿n homogénea 
de grado m si al multiplioar todas las variables independientee 
por m número real o, la funoión resulta multiplicada por o 
elevaua a la m. 

Es decir» 

f (ox, oy, oa, ow) - o" í (x, y, a, ...f w) 

particular cuando la funoión es homogénea de grado 
uno se dioe que ee lineal homogénea y de acuerdo con la defi-
nición: 

f (ox, oy, ew) - of (x, y, ..., ir) 

Ejemplos» 

1. f (x, y) - x - 2y 

Sustituyendo x por ox y ¿ por 0£ * 

f (ox, oy) «= ox - 2oy - o (x - 2y) - of (x, y) 

Entonces, la funoión es lineal homogénea. 

2. f (x, y) - 3xV4 y3/4 
Sustituyendo x « ox y y «* cy» 
f (oí, oy) - 3 (ox)1/4 (oy)3/4 

- 3 0 ^ X V 4 „3/4 y3/4 

- o (3X1/4 vl/A) - of (x, y) 
•*• la funoión e® lineal homogénea. 

3. f (x, y, z) - x2 - 3xy + a2 

Sustituyendo x • ox | y ». oy « z • czj 
2 2 f (ox, cy, oa) « (ox) - 3cx cy + (cz) 
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? 7 2 2 2 

- o X - 3 o xy •<• o * 

w O2 (x2 - }xy + a2) 

- c2f (x, y, a) 
la función es homogénea de grado 2« 

Propiedades Endiéntales de laejWone* hoaofeag. Conaida-
„ m Z función de 7 variable» B - f (x, y) ho-géaea de grado «. 

Jjopiedad (1). * * ' 8 © 

^ C ^ o i ó n : Por - - * <* r) - — 
gfo.ea de grado a« Sutonoesi 

f (ox, oy) o cB £ y) 

Ifcl.»»!!,..«. 1» .•»•' í , » > ™ ' i I 

Despegando f (x? y) f 

f U, y) - ' ^ i > 

to0r9 f (i. *> - — " ( í ) " * — » * " 

f (i, y) - « ( í ) 

- « r S r r p - j r z n 
gén.aa de grado (» - l). d*oir tt J 

grado n « 1» 
D¡gootraoién' D« la (l) * 

« ( i ) ( i ) 

[ » « ( i ) - i « « ( i ) ] 

Ahora la parte de la expresión entre paréntesis rectangular 
es una funoión de ̂  • 

... f w - 1 h ( j ) 

Entonoes por .la propiedad (l)« es una funoión homogénea 

de grado (m - l). La demostración para es semejante. 

Propiedad (3). Teorema de Euleri 
i - « ) • „ 6 a Ó JB 

y 

Demostración. 

' H - " - 1 h ( í ) - H V í í ) 

y ¿"-1 g' (f) 

Porque do (l) z - V" g(f j 

Simplificando * 
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Ahora» x* gg) - • üe.(l) 
6 B _ & 

y 

Propiedad (4) 2 ¿ _ B , o... • -2 6? B 

Damostración. De la propiedad (3) 

Derivando paroialmento oon respecto a x 
ó2 a 6 a . „ ^ ^ - n — 

x £ — I «• r i + y 6 1 A -<r 6 x' w ~ 

6 x 
¿hora derivando parcialmente oon respecto a i » 

) * > 7 7 

Multiplicando (a) por x ¡r (o) por i y "»ando. 
,2 a 9 f,2 r , _ L ¿ Ó 2 Z + 

6 X2 
2xy Ó 2 ^ 

óxóy 
2 Ó 2 a + Y 7 2 Ó y 

2 Ó2 * 
1 7~2 b X 

+ 2xy A
2 . 
Óxóy 

2 ÓF_a . 4 y — 2 -6 y 
2 62 * „ 62 « . 2 . B (o _ 1) » " » H t ! l ' ! 3 í + y 6 y2 
6 x * 

6 B . v • roa de prop. (3) Porque x * * ó y 

- — » > r r r r r - ~ : r 
propias a funcionas d. ̂  ds 2 variaUs .jijas J ^ ^ ^ 
U función lineal h o r n e a se espec al.en ^ - ^ 
económica. Para una funoxón lineal h o ^ n . a d. 2 « r 
propiodudeo (l) a (4) se transios en las siguientes. 

(1) - - x g ( i ) 

(2) T U ^Ty son homogéneas de grado coro. Por lo tanto, 
aplicando (1), y T-^ SOn funciones, de 

(3) Teorema de Eulert x + y - z 

¿f_z _ ,r / 62 b hZ z x 62 z 
6 x2 ^x5y y OTy 

(4) se obtiene de (3) al derivar parcialmente con res-o p peoto a X y £ y despejar respectivamente 6 z 6 z 
c 2 y - 2 • 6 x o y 

Ejemplo» Demostrar que la siguiente función es lineal homogénea y 
verifioar el teorema de Euler: 

z «'f (x, y) - 18 xX/3 y2/3 

Demostraoióni 
a) Sustituyendo x por o x y jr por o y 1 

f (ox, oy) - 18 (ox)V3 (oy)*/3 

- 18 oV3 xl/3 CV3 //3 

- 18 (OV3 02/3) xl/3 //3 

- c (18 *V3 y2/3) 

- O f (x, y) 

Entonces, z - f (x, y) es una función lineal homogénea. 

b) Encontremos las primeras derivadas parciales de z. con 
respecto a x y y para verificar el teorema de Euleri -

z - 18 x2/3 2/3 y 
(o 

f j - 1 0 (1/3) X"2/3 y2/3 - 6x V 3 y2/3 
•.s 



« J - 18 (2/3) xVi /-Vi . l2 y-V3 

i * » n f - x ^ • y U ^ 3 

^ • x¡f - y*/3 + 12 ,1/3 y2/3 

. 18 xV3 y V 3 

L.C.D.D. 

Ejeroloio 19« 

Temjt, ihmMftnea de varia« variable«« privadas parciales. 

14 Encontrar las derivada« parólale- de v con respecto a cada una 
de las variables independientes» 

1.1 « - 3x2 • a , - y2 1.6 * - x2 - x, • .2y - 3.3 

1 2 v . ^ J x y _ i.7 2
X * ' ~ 

1 . 2 * i + y y - « y 

1.3 v - (2xy-3)5 1-® 

1.4 w - ^ * " - 3e" 

1 # 5 . . in (x2 • 2xy - 3y) 1 M " - la (z. - 2y2 • .«) 

2." Encontrar las derivados parólale, de v con respecto a cada una 
de las variables independientes, en el punto indioado. 

2.1 * - X2y - 3y2 + 6x , P (1» 1. 4) 
2.2 v • x2 + y2 - 4 I ' (2, 1, 1) 

2.3 .F (1.1.«.' 

2.4 w - m xy > p <!• 0 ) 

, „ . , f** Atenta* 
j. taioontrar las 'e«qus±cra«F de las tangente3 en las direooiones 
x y ¿r ¿e las siguientes superficies en el punto indicado i 

3.1 w - x2 + y2 , P (l, i, O) 
3.2 w « x2 - xy + 1 , P (2, 1, 3) 
3.3 w - eTy - 1 , P (i, i, i) 
3.4 w - e2x - 5 ,P (1, 2, 1) 
3.5 v - ln (x2y + y3), P (0, 1, 0) 

Ejercicio 20. 

Tenia» Derivadas parciales de alto orden. Interpretación geométrica. 

1. Enoontrar todas las derivadas parciales de primero y segundo 
orden de las siguientes funciones» 

1.1 u •» 2 2 x + y 
1.2 u - (x + y)2 - 3xy3 

1.3 u - ex (3x + 2y¿)3 

1.4 u - 2 2 5xz + 2xy - y 

1.5 f (x, y) -

* +-2y 
2 _ 2 

1.6 w » ln ex y 

2. Determinar el crecimiento o deoreoimiento y el sentido de oonca-
vidad en las direcciones x y £ de las siguientes superficies en «1 
punto indioado» 

2.1 u - xy - x2 + 5 I P (1» 1» 5) 
2.2 u - ln (2x2 - 3y) f P (á, 1/3, 0) 

2 2 
2.3 u - (x + 7y)ex ' y j P (4, 1, 6) 
2.4 v - e-X-e-y , P (1, 1, 0) 

2.5 v - 2
X/+ 2 l P (1. 2» 1/3) 

y 
2.6 ir - (xy - 3x + 2y)4 f P (2, 2, 16) 
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r en la simiente función. Comparar loa 
3. Verificar que fxy - fyz

 en ia 

d 0 s caminos s e m i d e o p a r a e n c o n t r a r l a , e g u n d a d e r i v a d a p a r c i a l _ 
c r u z a d a y d e c i d i r c u a l e s e l mas c o n v e n i e n t e e n c a s o : 

, 2 ~ J F - 2X + 3 
f (x, y) - y - 2 iy " ?. _ 1 v 

4 . V e r i f i c a r « » l a s u p e r f i c i e u - 1 * * * es e n c i e n t a y cóncava 

b a c i a abajo en Xas d i « — * * X c a n d o £ y X « ^ ^ 
V e r i f i c a r t a m b i ó n que i a s u p e r f i c i e es ~ ^ 
abeio en la-i d i r e c c i o n e s I y X «uando e a t 1 3 v a r l a D i 

abajo en ian a _ lslB geométrico completo 
negativos. (Observación, Sato .. un valoreB 
para las direcciones x y X M in0lUy* . 
4e los d o m i n i o s de d e f i n i c i ó n de l a s v a r i a b l e s X y x)• 

Riereicio 21» 

T e m a , ^ t f e r n ^ ] ^ ^ ! ^ ^ ' 
< i d. v v el incremento de £ para un in-, incontrar el diferencial s z y ^ resultld08 y sraficar, 

elemento de x - 1 a x i. 
J . X3 - 3X2 • x • 5 

, der,vada da x con respecto a x en cada una de las 2. Encontrar la der^vaaa a« j. 
eizuientest 

2 i 2.3 x » t - 2t + 1 
2'1 - 1 2t , y - e - 1 y - 2t + 4 

2.4 x - In (2t + 1) 
2,2 x « t + 2 

,2 t + 2 
y - 2t" - 1 y " t2 - 3t +1 

, ^ « «n les Finientes funciones* 
3. scontrar el diferencial total de v en 

3.1 v • x2y + 3xy^ - 4x + 15 3.3 w - e2* + * 
r + X - 3.4 w - in (x' + y + * J 

3.2 w - ¿ 2 x + y 

149. 

4. incontrar :a derivada total do u con rowpecto a t en cada 
uno de lo3 aiguien tv? problemao » 

4.1 u « x2 + 3xy - y2 4 . 3 .u « -e2x + 
2 i 9 x » t - 1 j y » 2i + 5 x ~ 2 t j y - t - 10 

4.2 u - /ìcy~ + 2y 3x + 4 4.4 u « In xy2 - e"y 

2 2 x » t ; y « t r 3t _ 1 x - 3t ; y « y/2t~ 
2 2 4.5 u - x + 2yz - y 4.6 u - xy + 2yz 

x " 2t j y * t « 3;Z.= t2 x - 3t j y - e* j b - e 4 

5.a Encontrar las derivadao te talea de u oon rospeoto a x? j y t 
en la*i siguientes funoionos « 

5.1 u - xy + 3y2 5.2 u - 3x2 ey 

it - At T- 1 ; y t x - /t~ | 3t2 - 2t + 1 - ^ 

6. Encontrar el valor nfimorico de t y ouando t « 1 a t ' d x d y 
para la siguier. te función» 

2 u « x - 4xy 

x « V t + 4 ; y t + 1 

Ejercido 22. 

Torca: Aplicación do loa derivadas parciales a la derivación implícita. 

1. Encontrar las derivadas parciales de z con respect-j a x y ¿ consi-
derando a £ como una función implícita do x y 

i;i z2 - xy + 2y2 - 15 
1#<2 x (z2 - 2y) + y2 (z + x) - 6 

1.3 — ^ r - 3z2 - 5 , * •'>, 
2ZX 4 y , ^ 
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2» Enoontrar iaa derivadas paro jale« de ¿ con respecto a x y £ 
en el punto lndioadoi 

2.1 3xy - 2B + 6xs * 11 |P (l> 1» 2) 

2.2 exyz - 1 I Mi»- 1* 
. o 

2.3 x + y + E -3x2y2*-2 I p U» -1» 

3, Enoontrar la derivad!, ds £ oon respecto a x en ¿a« siguientes 
eouaciones t 

3.1 x3 - 3x2y + 2y4 - 0 3.4 In x - 31n y - 10 

3.2 y2 - 2xy + 3ŷ  " 1 3.5 in l/x2 - 2*y'- 1 

*.3 e2x * 3ey - 5 

4. Encontrar las dsrivadae parólales de . oon respecto a x y X 
an las siguientes ecuaciones» (utilizar las fámulas en términos 

".de derivadas parciales). 

4.1 e3 - 3EX2 + 2zy3 - o 

4.2 3x2y - 2EX + y2 - 8 

4.3 lnx2ys2 - e2x - 0 
5. Encontrar la derivada de * oon respecto a x en el punto indicado» 

5.1 r3 - y3 + 4xy * 0 i P (2, 

f,.2 3x - 2j» + A**3 - 4 i P (0, 0 ) 

5.3 2x .. + y - 41 P (2, 4 ) 

6. Encontrar las eouaoior.es de la agente y la normal a la grifioa 

de la eouAoiÓn» . lnx - -2 en ol punto P (1, 0) 

Ejeroioio 2}. 

I^M 1 Funoiones homogéneas. 

1. Verificar que las siguientes funciones son linealea homogéneas! 

1.1 f (x, y) - 2x + 3y 

1.2 f (x, y) - 10 x1/3 y2/3 

1*3 f (x, y) - / x 2 - 3y2 

1.4 f (x, y) - ** t V ^ 
x* + 2y 

» 

1.5 f (x, y, a) - 5x - 2 /~yT 

2. Verificar que las aiguientea funoiones aon linealea homogéneas. 
Enoontrar las derivadas parólales y Veréifioar el teorema de Bular. 

* 2.1 f (xf y) - (x - 2y)1/4 (2x + y)1/4 (5x • 2y)1/2 

2.2 f (x, y) - 3X1/2
 yl/2 + 2,1/5 y4/5 11 

3« En las aiguientea funoiones homogénea«, determinar el grado da 
homogeneidad. Varifioar que lae derivadas paroialea aon homogénea« 
da grado m — 1, donde n es el grado de homogeneidad de la funoidn. 
Varifioar también el teorema de Eulert 

3.1 f (x, y) - x2 - xy + y2 

x3 Y3 
* 3.2 f (x, y) - • \ " \ 

x + y 

3.3 f (x, y) - x2y + 2 ^ - 3y2x 

3.4 f (x, y, B) - x2 4 y2 + % - 2xy 

4. Apiioando al teorema da Buler, demoatrar que ai B - f (x, y) ea 
homogénea de grado cero, entonoeai 

m z3L- ¿-5. .6 y y O x 



152. 

5. Comprobar que laa aiguiantaa funcione. aon hcmogéneaB da grado 
oaro y qua aatiafaoan la condición aaiablaoida an al pijama 4* 

5 a 

5.2 

• - ln 
T 7 ? 

• - X + r 
X - 7 

CAPITULO 7 

APLICACIONES DE LA DERIVADA PARCIAL. 

7.1 Máximoa y mínimos de funoionaa de doa variablea. Oonaideremoa 
la funoión general de doa variables ouya gráfica ea una auperfioia 
an al espaoiot i* f (x, y). Definiremos loa máximoa j minimoa 
relativos de la siguiente maneras 

Def. Un punto P (XQ, yQ, Bq) ea un máximo relativo de la aupar-

fioie b • f (x, y), ei ío ̂  f (x, y) para todo punto, en una ve-
cindad alrededor del punto P. De la misma manera, P (xo, yo, bo) 

ea un mínimo relativo si Bq ̂  f (x, y) para todo punto en una ve-
oi'-̂ .rd del punto P. 

De aouerdo oon eata definición, para qua un punto P (XQ, 
y « B ) sea un máximo relativo es necesario qua aea un máximo 
o' o 
relativo en todas direcoionaa. En particular debe aer un máximo 
relativo en las direooionea x y ea deoir debe aatiafaoer las 
aiguiantaas 
Condiciones neoeearias. 

a) para que sea máximo relativo en la dirección x s 

b) para que sea máximo relativo en la dirección y s 
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5. Comprobar que las siguientes funciones son homogéneas d. grado 
OTO y que satisfacen la condición establecida en .1 problema 4* 

5«! 

5.2 

• - ln 
T 7 ? 

• - x + r 
X - y 

CAPITULO 7 

APLICACIONES DE LA DERIVADA PARCIAL. 

7«! Máximos y mínimos de funoionee de dos variablss« Coneideremo» 
la funoión general de doe variables ouya gráfica ee una superficie 
en el espaoiot z*> f (x, y). Definiremos los máximos y mínimos 
relativos de la siguiente maneras 

Daf« Un punto P (Xq, yQ, sQ) es un máximo relativo de la super-
ficie B - f (x, y), ei Ío ̂  f (x, y) para todo punto, en una ve-
cindad alrededor del punto P. De la misma manera, P (xo, yo, bo) 

es un mínimo relativo si Bq ̂  f (*, y) para todo punto en una ve-
oi'-̂ .cd del punto P» 

De acuerdo oon esta definición, para que un punto P (XQ, 
y « B ) sea un máximo relativo es necesario que sea un máximo 
o' o 
relativo en todas direcoiones. En particular debe ser un máximo 
relativo en las direooionee x y es deoir debe satisfacer las 
siguientes i 
Condiciones neoeearias« 

a) para que sea máximo relativo en la dirección x i 

b) para que sea máximo relativo en la dirección y « 



Consideremos las condiciones neoeeariaB on términos de di-
ferenoialesi 

El diferencial de z mide el incremento total del plano tan-
gente, (determinado por las tangentes en las direcciones x y j ) , 
correspondiente a los incrementos arbitrarioBJX y A*. Ahora, ai 
p ( x f y es un máximo relativo, el plano tangente debe ssr 

horizontal, ss deoir, paralelo al plano x - y y por lo tanto el 
incremento total debe ser cero ouando aplioamos incrementes arbi-
trarios Ax y Ajr en las direcciones x y 

i ' • 

Entoncest 

d y - 0 

Ahora, puesto 4ue d* y di son iguales a loa inoreaentos tx y 
¿ j , entonces pueden tenar cualquier valor y por lo tanteara ,ue 
di Bea igual a oero es neoesario quei T~x " 0 y 7"y 

^ ^ suficientes^» He.cs establecido COBO condiciones neoe-
.arias para .ue P ^ T y o , - a un relativo, 4ue las pri 

meras derivadas parciales de A con respecto a x y i sean cero. 
Ade^s de estas condiciones, la superficie . - f (x, y) debe ser 
ofincava hacia abajo para ,ue el Punto P (xo, .„). — »» 
ffl^o relativo. El segundo diferencial de 4 .ide el incremente 
dtlinorenento del plano tangente. Entonces, la superf.ci sera 
ofinoava hacia abajo si el s e ^ d o diferencial de £ es negá is. , 
Ahora, .1 diferencial de ¿ es una función de X y i, es decir. 
T X, y). Entonces, aplicando la definioiín del diferencial 
d. J a f l i de dos variables y denotando el segundo diferencial 

de e por d2z, so tiene» 

a - * ( H 

- (dx)2 + 2 ¿iídx dy + S i f (dy)2 
6 x 6x6y & y 

2 Ahora, d z debe ser negativo para que P (x , y . z ) Bea O' o o 
un máximo relativo. Es deoir» 

^ < d * ) 2
 + 2 ^ d x d y + ^ - f ( d , ) 2 < 0 

Hagamos las siguisntes sustituoioneB para facilitar la 
oonolusiónt 

2 2 2 
A" H ' B " I 3 F » 5 - ¡ - f i ^ - ' i » 

O x " o y 

Entonces i 

A r 2 + 2 B r s + C ¿ 2 < 0 

A (r2 + 2 | r s ) + C s 2 < 0 
Completando el trinomio ouadrado perfecto en la expresión 

entra parénteaia» 
A ( r 2 + 2 | r s + ¿ fl2> + 0 1 , 2 - T m* < 0 

jflL 

A ( r + 1 b ) 2 + J L 5 _ = J L , 2 < o 

A [ < r + f B ) 2 * ( A C - B 2 ) (f) 2]<0 

Ahora, la expresión entre paréntesis rectangular es positiva 
ouando i A C - B 2 > 0. En este caso, el otro factor A debe ser ne-
gativo, es deoir A<0. 

De-volviendo la sustituoión, las condiciones suficientes para 
P sea un máximo relativo son» 

6 x 
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Le la misma manera, para que'un punto soa un mínimo relativo 
debe satisfacer las siguientes condiciones» 

6 z t o z ^ 
TI" ° » 6 x 2 * 

STr 6 i 2 * 6 y2 W 

Hesimen. Hemos deducido el siguiente proceso para determinar los 
m&ximos y mínimos relativos de una función de 2 variables. 
B « t (x, y) i 

(a) Se encuentran los puntos que satisfacen el sistemé de 
ecuaciones simultáneas» 

f 6 z , 
r S " 0 

6 j , 
y 

% 

(„) Be encuentran loe valorea de las segundas derivadas 
parciales en los puntos obtenidos en si inciso (a) . 

, 2 - ,2 . /*« A 2 6 2 j . « i i 4 Í J 

entonces si punto sn cuestión ss un mfUi.o relativo. 

2. Si - — § > o ! - ~ z • 2 " V53?/ ' 
6 x 6 1 6 y 

entonces el punto sn cuestión es un .ínimo relativo. 

2 \ Z 

3 . 81 ¿ 4 . - ( U ) < 
a n cuestión nc\l to ni .Ini.o relativo. En este 
oaso, SI punto sn ousstión ss ,4x1,0 en una dirscoxón 

y mínimo en la otra, 2 

6 2 B ¿ L s /¿LSA - o, entonces la prueba 
Observación» 3 1 #

 6 / " Ux6y / 
n o sirve para nuest^s propósitos porque no pedemos asegurar que 
el punto en cuestión sea o no, un máximo o mínimo relativo. 

Ejemplol Enoontrar los máximos y mínimos relativos de» 

B - x2 + y3 - 12 y 

Solucióni 

r r • 2 1 

f f - - 3y2 - 12 

Enoontremos los puntos de tangente horiBontal en las direo* 
oiones fundamentales x y £ i 

2x • O 

3y2 - 12 • O 

X . o 

3r2 • 12 

Z2 - 4 

y « + 2 

Entonces, los puntos en el plano x - y que posiblemente 
corresponden a máximos o mínimoB relativos sont 

A (O, 2) y B (O, -2) 

Hagamos ahora la prueba de las segundas derivadas parciales» 



4. A ((\ o\ . X - o \ y - 2. Sustituyendo» En el punto A ¿) I x ' ' 

6 2 z 5 Í i / - 2 (6y) - 0 - 24 > 0 
7 7 ' 6 y2 - W 

» . 2 > 0 
6 T2 

Entonces, A (0, 2) corresponde a un »ini-o relativo d, .. 

Para i - 0 J y - 2. B e t i e n e' 

, „ ¿ + . 12 y - 0 + 8 - 24 - - 1 6 

Entonces, 

En ,1 punto B (0,-2) ' * " 0 » " J 

6 x & y \ ' 
n /« o\ n o oorresponde a m&ximo o 

• Entonoes, el;punto B (0, -2) no 
mínimo relativo. 

! u n múltiple. Supongamos que en un deter-

minado croado, 2 articulo ^ m o n o p olista. Entono.. ae 
demanda y son oonopoliaado. por d B B deben pro-
presenta el proUe.a de dster.inar las o ^ ^ p a r a 

duoirse y los precios aue ^ „ o a S O 

ottener el n£xi*o ingreso neto. Considera» 

espeoifioo» 

^ » — - — ! 11 ' 1 2 ; ^ o «1 costo total de producción es 
medios constantes, de manera que ^ r e l a o i o n a d o B e n el 

dado por, C - 3x, . 
mercado per las siguientes leyes 

Donde - Cantidad demandada por el articulo A^ 

- Precio del artioulo A¿ 

Determinar las oondioiones óptimas para el monopolista, es 
deoir, los preoios de monopolio para obtener el m&ximo ingreso 
neto« 

Solución. El ingreso total It es igual a las oantidadee demandadas 
por su» respectivos preoiosi 

- P1 + P2 

Ahora, el costo total de produooión es» 

C 3XJ + 5*2 

Entonoes , el ingreso neto In es» 
• - c 

Jn " *l *l * *2 P2 ~ 3 ll - 5xg - Xj (px - 3) + Xj (p2 -

Sustituyendoi 

xx - 80 - 2p1 - pg 

Xg - 100 - 2px - 3p2 

I n . ( 8 0 - 2 P L - p2) ( P L - 3 ) + ( 1 0 0 - 2px - 3 P 2 ) ( P 2 " 5 ) 

6 I 

^ . ( 8 0 - 2 P L - p2) + ( P L - 3 ) ( - 2 ) + ( P 2 - 5 ) ( - 2 ) 

- 80 - 2 P l - p2 - 2j>± + 6 - 2p2 + 10 

- - 4 P 2 - 3 P 2 • 9 6 6 I 
•R—Z - ( P - 3 ) ( - 1 ) + ( 1 0 0 - 2 P 1 - 3 P 2 ) + ( P 2 - 5 ) ( - 3 ) 



. -P + 3 + 100 - 2?1 - 3P2 - 3P2 + 15 

• 3PX - 6P2 + 1 1 8 - 0 

Puntos de tangente horizontal an las direooionaa y 

1 4 Px - 3 P2 + 96 - 0 
- 3 Px - 6 P 2 + 116 - 0 

• 3 P 2 - 96 

3PX • 6 P 2 - H 8 

Multiplicando la primera ecuación por -2« 

- 8 P x - 6 P 2 - - 192 
3 Px + 6 P 2 - H 8 

- 5PX " -T4 

P . - J á L P1 5 

Px - 14.80 

Sustituyendo en la primera ecuación» 

4 (14.80) + 3 P 2 - 96 
3 P 2 - 96 - 59.20 - 36.80 

r¡ 

v . 12.27 (aproximado a 2 decimales) 

Prueba A. las segunda* derivada, parcial... 

6 2 I 
r p - - 4 

F1 

6 2 I n -
F P I 

6 2 I n ' 
'¿p,¿p" " - 3 1 2 

Entonces» 

*2 I ó 2 I / ó 2 I ^ 2 6 n n ( n 
2 * 2 - 1 - 24 - 9 - 15 > 0 

6 P1 ' P2 \ 6 P 1 6 P 2 , 
Además t 

6 2 I 
1 - - 4 < 0 

Entonces» P.̂  m 14.80 y - 12.27, oorresponden a un 
máximo ingreso neto. 

' J x t : • - i J ... * 
7.3 Máximos y mínimos de funciones de varias variables sujetas 

a oondloiones laterales. 

• Consideremos una función de 2 variables z •» f (x, y) 
sujeta a la condición lateral g (x, y) - 0. En este oaso, 
podemos considerar a % como una función implíoita de x y por lo 
tanto, resulta ser una funoión de x únicamente. Para deter-
minar los máximos y mínimos relativos de z_, podemos despejar jr 
de la condición lateral, ouando esto sea posible, y sustituirla 
en f (x, y) para obtener a z, como una función de x y aplicar 
los métodos establecidos. Aun ouando no sea posible despejar jr 
de la condición lateral, el problema se puede resolver conside-
rando a z, como una función de x únicamente y a % como una función 
implícita de x. Lagrange ideó un procedimiento para el problema 
de determinar máximos y mínimos de funciones de varias variables 
sujetas a condiciones laterales. Este método se oonoce como 
método de los multiplicadores de Lagrange. Antes de establecer 
el método para el caso general,, consideremos la función de 2 
variables sujetas a una condición lateral» 



, - f (I, y) I g y) - 0 

p a r a determinar loe posibles -Sxi-o. y » ^ « s relativo., 
J ( I y ) Las condiciones neoeeariae para miximo. o 

r:: i:^: - - — - 4 a d M 
d. . f dx + f dy - o © X J 

„ ÍT vi - 0. Puesto que * 
Mem&e, es necesario iue » - g U , ,) 

d r t. .er oero para todo X y i ( el diferencial de i 

a„ . E i dx • gy iy - o • © 

, „) „ue satisfagan la oondioifin Q , 4«" 

- r „ i;: redujo las do, oondioiones a una, iniroduoie 
^ t a l q u e t v 

da - M * - 0 

Sustituyendo* — dy - X(g x - + gy *y) - 0 

( f i - X g x ) ^ + ( f y - > ^ g y ) 4 r - 0 

. a a . y y pueden tomar cualquier 
— - e se satisfaga, .« 

valor. Entonces, para a«e - B 9 a n o e r o, 
necesario aue los coeficientes de dx y d* 

tx 

tT ~ ̂ «y " ° 
. T „ í-r y) - o, se tiene un 

5 

t % - > g x - o 

© *y " " K * ° g (x, y) • 0 

l-i solución de este sistema nos proporciona los puntoB 
(*, y) 

que posiblemente correspondan a máximos o mínimos rela-
tivos de z. De los puntos que satisfagan el sistema (T) , 
aquellos que oumplan las siguientes oondioiones, serán máximos 
relativos» 

d2 z < 0 

d v - 0 

De la misma manera, serán mínimos relativos BÍI 
í • . ' • 

d2 z > 0 
d m - 0 

La expresión de las oondioiones suficientes en términos 
de derivadas parciales resultan complicadas y su verifioacitf 
oada vez más laboriosa, a medida que aumenta el número de varia-
bles* 

Entonces, nos licitaremos a determinar los puntos donde el 
plano tangente a la superficie z - f (x, y) sea paralelo al plano 
X - y y que satisfagan la condición lateral g (x, y) « 0. (pun-
tos donde el plano tangente a la superfioie z « f (x, y) es 
horizontal y cuya proyeooión en el plano x - y está sobre la curva 
g (x, y) • 0 )• En algunos casos, la naturaleza del problema 
permite decidir si un punto que satisface las condiciones nece-
sarias establecidas por el sistema ^ ^ es máximo o mínimo. 
Por ejemplo, consideremos el siguiente* 

Problema» Encontrar el cilindro circular de máximo volumen que 
puede obtenerse de una esfera de radio VT. 

Soluoión» De acuerdo oon la figura 7.1, el problema es el si-
guiente» 

2 Maximizar » V » 71 r h 
2 2 Sujeta a » r + h / 4 « 3 
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Para aplicar el método de 2 2 / 
Lagrange, hagamos» w - r + h / 4-3 • 0 

Las oondioiones neoesariae para 
posibles máximos y mínimos son» 

< 6 v \ 6 j r - o 

2 + tf 
» + T 

Ahora» 

- 3 - 0 

V t o ^ l . V 

T T 2r 6 v 1 H 
i F h " 2 h 

Sustituyendo» 

2 7irh - 2r X - 0 

n r 2 - 1/2 h X - 0 
2 , l h 2 „ i r + j h « 3 

Dividiendo entre 2 r la primera ecuaciónt 

Tih ~ X - 0 
: . X « 7th 

Sustituyendo X - & en la segunda ecuación» 

* r2 - | * » 0 

r 2 - f h 2 - 0 

/ . r 2 - ! h2 

Sustituyendo en la teroera eouaoión» 

1 u2 a 1 , 2 2 h f 4 h - 3 

1 h2 * 4 h - 3 

h2 

•*• h « 2 (h " -2 no se considera por las condi-
oiones del problema). 

Ahora» 
1 
2 " ~ 2 

r2 - 4 h2 I (4) - 2 

r « f T " 

Betos valores de r y h aon los fínicos que pueden corres-
ponder a un máximo V y por la naturaleza del problema, debe 
haber un cilindro de máximo volumen insorito en la esfera. En-
tonces, r » IpT" y li B 2 corresponden al cilindro de máximo 
volumens \ 

? « 71 :r2h » n (2) (2) 

V « 4 * 

Observación» Este problema ha ilustrado el método de Lagrange 
para el caso más simple de ima función de 2 variables, sujetas a 
una condición lateral» El problema puede resolverse considerando 
a £ como furtolón de h de la siguiente manera» 

2 Maximizar» t » lí r h 
? 1 2 Sujeta a s r' + g- h » 3 

De la condición lateral« 
2 i I h2 r - 3 - j b 
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Sustituyendo en la función a maximizar» 

V - TI h (3 - J * 2 ) 

V - 3 *h - j Tih3 

Entonoes, hemos reduoido el problema a maximizar una fun-
oi6n de una variable h « 

h2 « 4 

Para h » 2 

¿ - Í - (2Ti) - -3« < 0 
d h 
Entonces, h - 2 corresponde a un máximo V. 

npnfi-rflllzaolón d ^ d ^ U ^ - » pierna de 
Ü T^ I Tb máximos , míni^TdT^a funciín de n variable. « J . 
t a a f . condiciones laterales, puede ser resuelto por el m t o d o d . 

Letgrange siguiendo el mismo razonamiento que en el caso anterior. 
Consideremos el problema general» 

Maximizar « z - f (xjt *2» '''' 

Sujeta a » S1 x2' ' ̂  " ° 

g2 (xjt •••••*»xn } " ° 
. 

gm (*!» x2» f " ° 

Solución» los diferenciales de z, g ^ g2, deben ser 
cero. Ligando estas condiciones con los multiplicadores de 
Lagrange» 

dz - \ dg]L - X 2 dg2 - X m % - 0 

Sustituyendo los diferenciales en términos de las deri-
vadas paroiales y simplificando» 

%-L 

X 6gl X 6 g 2 1 ^ o A 1 3T" - A 2 W - ^m IT " 0 n n n 

Agregando las m oondioiones laterales para las variables, 
se tiene un sistema de n + m eouaoiones con n + m incógnitas 
correspondientes a las n variables x^, x2, ..•, x n y loa m mul-
tiplicadores ^g» •••» 

Ejemplo< Encontrar las dimensiones de la caja reotangular, sin 
tapa, de^máximo volumen que puede obtenerse de manera que BU área 
sea igual ¡a 108 oentimetros cuadrados» 

Solución, r 0 aouerdo oon la figura, el problema es» 

Maximizar» V « x y z 

Sujeta a» xy + 2xz + 2yz - 108 

ó z 
ZT -n 

F i c ^ U 
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Hagamos» w • xy ' 2xz + 2yz - 108 • 0 

Las oondioiones necesarias para posibles máximos y míni-
mos soni 

/ ó V \ 6 v 

6 V - X 6 w - o 

Z 

xy + 2xz + 2yz - 108 - 0 
i 

Ahora» 

6 V 6 V 6 V 
rz - y* I £ 7 - » » jrj- ^ 

H - y • 2z , f l . x • 2z , 1-5 - 2x 4 2y 

Sustituyendo i 

^yz - (y + 2z) X - 0 
xz - (x + 2b) X - 0 

& \ V V 
xy - (2x + 2y) ^ 

xy + 2xz + 2yz - 108 
Despejando en la primera ecuación» 

X - y + 2z 

Sustituyendo en la segunda ecuación» 

xa - (x + 2z) * — y
z . 

y + 2z 

y ^ í A 2XZ2 - x ^ B - 2y Z£ 

p 
Dividiendo entre 2z » (z / o) 

x - y - o 

•°.x - y 

Ahora, sustituyendo X en la tercer ecuación» 

xy (2x + 2y) . 2 g - 0 y / - 2z 

xy2 • Jí^oy"! - - 2y2 B - 0 

Dividiendo entrs y » (y / o) 

x - 2B - 0 

x - 2z 
•\y • 2z 

Sustituyendo i y ¿ en la última ecuación» 

(2z) (2z) + 2 (2z) z + 2 (2z) z - 108 

4z2 + 4z2 + 4z2 - 108 

12z2 - 108 

z - 3 

A y « 6 

x - 6 

Ahora, por la naturaleza del problema, sabemos que 
haber un máximo volumen para el área dada. Entonces, x -
y . 6 I B - 3, corresponden al máximo volumen V - (6) (6) 

7.4 Función general de demanda. 

Supongamos que las cantidades demandadas en un mercado que 
comprende los artículos A ^ Ag, a los precios px, p2, 

Pn son x±9 X2, ... V En forma tabular tenemos» 

debe 
6 i 
(3) - 108 cms.3 
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Artículos. Ai Ai A2 , . . • A 

Preoios » pi pi P2 . . pn 

Cant.Dem. xi *x *2 . * 
" t a 

i) 
? J Variables, i - 1, 2, n. 

Además, supongamos que las cantidades demandadas x^ son 
funciones de los preoios P i i 

X1 " fl (P1, P2» Pn> 

Xg - f 2 (Plf P2, .... Pn) 

. 
^ - fn (Pl, P2' — » Pn> 

Es decir, cada una de las leyes de demanda para los dife-
rentes artículos, es una función de n variables. 

Consideremos un artículo cualquiera Ar y analicemos su ley 

de demanda. 

X - f (Px P 2
 p

3 r r i, j 
F r

 P„) 
'61 

La derivada parcial de x^ con respecto a P ^ J m l d e ** 

rápidaB de cantío de la cantidad demandada del artículo Ar al 
aumentar su p r e c i o ^ daJando los dsmás precio, oonatantes. 

La elasticidad parcial de Xr oon respecto a Pr es por ds-

finioiín, p 6 x 

«P (xr) - r r r 

Esta elasticidad parcial mida el cambio de la cantidad de-
mandada proporcional al nivel de demanda con respecto al cambio en 
.1 preoio proporcional al nivel de precio considerado. Obsérvese 

M i Ax, A2, . . A n 

que la elasticidad paroial que estaraos considerando corresponde 
& U 9^&gtioidad d* Han,»**. p o r e l artículo Ar que habíamos 
definido en la Ley simple de demanda Xr - f (Pr) puesto que al ' 
derivar parcialmente oon respecto a Pp, las demás variables 
permaneoen constantes, 

J.5 Elasticidades cruzadas. La derivaoión parcial oon respeoto 
a otro preoio que no sea el del artíoulo Ar, nos proporciona lo 
que se llama elasticidad cruzada de la oantidad demandada por el 
artíoulo X oon respecto al preoio de otro artíoulo P » 

-JL S 
P óX 

\ « V - r s r s r s 
\ 

Esta elasticidad mide el cambio de la oantidad demandada 
de Ar, proporcional al nivel de demanda oon respecto a un cambio 
en el preoio de As proporcional al nivel de preoio oonsiderado. 

Las elasticidades cruzadas son de espeoial importancia en 
teoría económica porque son la base de la siguiente olasifioaoión 
de loe artículos comprendidos por un mercado. 

Artíoulos que intervienen en un mercado 

Clasificación. 

1. Artículos sustitutos Sí, Ep (Xp) > 0 y Ep (Xg) > 0 <, 
s r 

Entonces los artículos Ar y As son sustitutos, porque 
las condiciones establecidas indican que el cambio de la canti-
dad demandada (proporcional) de uno de los artíoulos oon respecto 
al cambio proporcional del preoio del otro es positivo. En otras 
palabras, la cantidad demandada de uno de los artíoulos aumenta 
ouando se aumenta el preoio del otro. Entonces el consumidor 
sustituye un artículo por el otro según los preoios establecidos. 
(Por ejemplo automóviles nuevos y automóviles usados son art. sustit.) 



2. Artículos nnnrnlementarlos. Si E ^ (ir) < o y E ^ ^ < 0 

(ambos negativas), entonces los artículos A r í M son oom?lemenr 
tarics. Be nuevo el nombre es Justificado porque las condicione, 
ü ü ü n que el cambio en la cantidad demandada (proporcional) de 
uno de los artículos con respecto al cambio en el precio (propor-
cional) del otro es negativo. Es decir, la cantidad demandada de 
uno de loe artículos disminuye al aumentar el precio del otro. 
(Por ejemplo, café y azúcar en un mercado normal son complementarios). 

T dependientes. Si E ^ (Xp) - 0 y E ^ (XB) - 0, 

entonces los artículos Ar y As son independientes, La cantidad 
demandada por uno de los artículos no cambia al aumen ar e precio 
ael otro. En éste caso, la cantidad demandada por el artícul 
n o e s función del precio del articulo As al nivel coneiderado y 

visoeverea. 

Observación. U» condiciones establecidas pueden simplificarse a 
S ^ a e parciales que son las que determinan el s.gno de 

elasticidades. 

Ejemplos» 
« n„fl las leyes de demanda por 3 artículos A ^ ^ y 1, Supongamos que las 

A^ son las siguientes» 

1. 30 - 3 Px 
+ 2 P2 + 4 P3 

2. H " 

50 + Px - 5 P2 - 3 P 3 

3. X 3 " 
100 + 2PX - 3 P2 - 6 P 3 

. + r las elasticidades parciales de demanda directas y Encontrar las elasx axtioulos de 
cruzadas• Ademas determinar la relac 6n entre 
acuerdo con la clasificación establecida. 

a) »•»-<,Unidades directas» 
j P-, 6 h 

Articulo Ax » & (x
x) - T 6 P 

— — — / I 

ÓX De la ecuación 1 » -r-i- . _ 7 
o p^ -» 

Sustituyendo » 

Ep^ (X1) . ̂ -Ii (Negativa para cualquier nivel de la 
1 oantidad demandada X^ . 

Artículo E_ (X ) * & *2 
Z2. \ 2' x 2 T T ¡ 

6 X9 de la ecuación 2 » - -5 

Sustituyendo» 

^ " ^ n e g a t i v a p a r a t o d o n i V 0l de X2). 

A R T Í C U L ° ^ E P 3 - Ì J r í j 

ó X, 
de la ecuación 3 » A . „6 

3 
- 6 P 

Sustituyendo» Ep , (*3) - — ¿ (negativa para todo nivel 
3 de X3) 

b) Elasticidades cruzadas 

A r t W o Ai \ (xi> " ̂  r ^ *p3 ( V - ̂  ^ 

de la ecuación 1 » 

ih 6 h 
F p ¡ " 2 » n r - 4 

Sustituyendo» 
2 P P 4 P , 

EP2 <*!> « " x f > 0 I \ <X1> " - x f > 

P1 A X? 6 Xo 
A r t í c u l° a2 ^ <x

2) - x j n r i r p j 

de la ecuación 2 » ̂  « i j — ^ ^ 
1 6 P3 



Sustituyendo» 

Artículo A3 Bp (X3) " X¡ r p ¡ ' % ( V " * 3 ~ ^ 

6 X 6 X
3 •, 

De la eouaoión 3 • - 2 * J l j 

Sustituysndoi 
2 P1 „ ( I , . L ! i < O 

E P i (X3) " > 0 ' % ^ " X3 

o) Relación entre loa artículos. 
Loa artículos ^ y A2 son institutos porgue ^ > 0 * 

^ (X2)> 0, es decir, la cantidad demandada de uno de ellos aumsnta 

argumentar el precio del. otro. 
Los artículos A, y A3 son también ̂ titutos porque ^ (X3) > 0 

yEp (Xx)> 0. 
3 Los artículos A, y A3 eon complementarios por ̂  »3) < 0 y 

' Bp (X2) < 0 , es decir, la cantidad demandada de uno de elles dismi-

nuye al aumentar el precio del otro, 

•f.íi Tn f — • d e producción. 

presión matemática para obtener la oantldad p~duo ^ ^ ^ 
las cantidades de los .actores prc uctive^ue , - ^ ^ ^ , 
produooión• La función de producción es una rr ^ ^ d e l 
Atil en el análisis económico ds una empresa, 
ingreso nacional de un país. 

En términos matemáticos, el problema es el siguiente, La 
cantidad producida (de un artíoulo en una empresa, por ejemplo) 
depende de las cantidades de los faotores variables empleados, ~ 
sean» 

z « Cantidad producida del artículo 

x^ « Cantidad del faotor variable x¿ 

empleado en la producción, i • 1, 2, 
..•, n. 

Entonces la funoión de produooión es una expresión de la 
forma» 

z - f (x1, Xg, ..., xn) 

Se supone que las variables x̂  son continuamente divisibles 
y z es una funoión continua en su dominio. 

Condiciones "normales" de la función de producción. 

Para decidir que tipo de función ha de ajustarse a la pro-
duooión, es necesario establecer características propias de la 
funoión de produooión que son resultado de observaciones empíricas 
y deduooiones lógicas» 

Consideremos primeramente un sólo faotor productivo variable. 
En éste caso la función de produooión tiene la forma» 

z » f (x) z • Cantidad produofciüa. 
x - Cantidad del faotor productivo 

variable empleado en la producción. 

La forma "normal" de la gráfica de la funoión es la siguiente 
( Q \y ra, 7. . 



1 « t,. T..& 

E 1 punto A corresponde al nivel de producción cuando no 
8 9 utiliza el factor productivo variable (x - 0) ° 
factor productivo variable ee esencial en la producción, 
oide oon el origen de coordenadas 0. 

E 1 punto B es un punto de inflexión dCnde cambia el een-
U d o de oonoavidad de la curva, de cóncava bacia arriba a cóncava 

hacia abajo» 

• L z . 0. A partir de este punto empieza a operar la tey de 

rendimientos marginales de crecientes, es decir, es nega-

tiva lo cual indica que el producto marginal de x, 

ea,a disminuyendo de B bacia la derecha. 

(H). 

i mfi-rirno uroduoto medio. Seto ee w ffl. punto C corresponde al miximo pro ^ 
,, „ rtioular importancia porque a partir de punto de particular P ^ ^ m e d l 0 B d60reoientee ato 

empieza a operar la Ley e l faotcr pro-
n «irme aumentando ax cuando la producción sigu importante empieza en-A La zona económicamente impor 

ductivo variable, ^a zona. 
tonoes, a partir del punto C. 

El punto D ee el m^imc nivel de producción que puede ob- • 
tenerse, a partir del cual la producción empieza a disminuir al-
aumentar el factor productivo variable x. 

MÍSSRlo. Supongamos que en una determinada zona agrícola se cul-
tiva maíz y se analiza la producción variando únicamente la can-
tidad de horas hombre empleadas. Entonces se tiene» 

Tierra, equipo, etc.» Constantes. 
Cientos de hrs.- hombre por año - x 

no. de toneladas de maíz por año - z 

z - f (x) 

Consideremos ahora 2 factores productivos variables. En-
tonces la función de produociÓn toma la forma» 

z - f (x, y) 
z » Cantidad producida 

Cantidades de los faotores productivos 
variables. 

En este caso resulta difícil haoer objetivas las oondioiones 
"normales" de la función porque la gráfica de la misma es una su-
pe? f-1.cae en el espacio tri-dimeneional. Sin embargo podemos esta-
blecer las características fundamentales que debe poseer la funoión 
de produoción analizando las gráficas de las secciones a la super-
ficie, paralelas a loo planos principales» 

a) Seooiones verticales. Cortes paralelos al plano z - x y al 
plano z - y. Estas secciones corresponden a mantener uno de los 
faotores productivos fijo (constante) y su gráfica es por lo tanto 
de las mismas carao Lr-rísticas que la de la funoión de producción 
oon un sólo factor variable. ( $ '» 5 « 7. . 



Esta seooión corresponde a considerar la cantidad producid 
como constante, gonces los puntos de la gr^ioa de - a se 
o l S n de este tipo corresponden a las diferentes — 
de los factores productivos ,us se refieren para un nivel _ 
nstante de la cantidad producida * - o. La forma norial 

i n d i c a de esta sección .oriental llamada también curva 

de nivel C es la siguiente« 

La parte AB de la curva ss la 
E 1 punto A es un punto en ,ue la tiente O ^ 
d e éste punto al aumentar la cantidad del^a ^ ^ ^ 
disminuye la cent,ta* del .otor P « - i v o , ^ ^ ^ ¿ 

punto de tangente h o r i , o ta A ^ ^ d 9 8 d e eX 
aumenta X también lo cual ^ ^ ^ ^ p r r l t, 

r u r r " ' ^ * — — ^para 
el nivel de producción constante. 

En términoe matemáticos, las caraoteristicas fundamentales 
de la función de producoión en las zonas económicamente importantes 
son las siguientes» 

a) Sección Vertical » y * Constante 
1. Creciente de G a D. ^ > 0 

2. Punto máximo en D. ~ 0 — dx 

3. Decreciente a la derecha 
de Dx 

,2 
4. Cóncava haoia abajo - — ~ 0 

d x 
b) Seooión horizontal i z - Constante 

1. Decreciente de A a B ? < 0 dx 

2. Plinto oritioo de tangente 

vertical en A « • oo dx 

3. •Mínimo en B - 0 ax 
d2 

4. Cóncava hacia arriba» 0 
d jl 

Ejemplot Una función de producción de tipo "normal" que ha sido 
utilizada en muchos casos oon resultados más o menos satisfactorios 
es la de Cobb-Douglas» 

-L 1 -°C z a x y 
z - Cantidad producida 

x, y • Factores productivos variables, 

a, Constantes. 0 < 0C<1 
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Verifiquemos las condiciones "normales" para - 2/3 y 

a - 60, 

1. Seooi6n vertical (x - oonstante) sea x - 64 
B - 60 (x)2/3 y1/3 - 60 (64)2/3 (y)l/3 -

= 960 (y)1/3 

• - 960 (y)1/3 

y z 

0 0 
X 960 
8 , 1920 
27 2880 

2 oe>o — 

y 

T i G. T» t» 

La curva satisface las condiciones "normales" en la zona 
económicamente importante. Es decir, es creciente ( ~ > 0 ) y 

72 . d z cóncí'VA haoia abajo t ó" 
y 

<o. ( f • 

2. Sannión horizontal (z - constante) sea 
z . 1 ,200 

1,200 - 60x2'3 y1'3 

x2/3 yl/3 . 20 

' es una función implicita de x. Utilizando derivados 
+ d l , q i w - X2/3 y ' - 20 parólales para encontrar * »1 w * 

¿ " f P y " 2 / 3 

di . . 2JL < 0 para x, X positivos 
dx x 

Entonces, la curva es decreciente hacia la derecha. 

181. 

Ahora» 

(-2XÌ < j * ) . 3 v 

d2 y 6y \ 
J 2 " 2 0 p a r a t o d o £ positivos, d x x 

Entonoes la ourva es cóncava haoia arriba. Es decir se 
satisfacen las condiciones "normales" de la función de pro-
ducción en la zona económicamente importante. 

7.7 Sustituibilidad de los factores de producción 

Para una funoión de producción en la que intervienen 2 
faotores productivos variables, una curva de nivel de produooión 
constante corresponde a una relaoión entre los factores produc-
tivos variables de la forma» 

f (x, y) - o 

La tasa marginal de sustituoión es un indicador de la 
cantidad que debe aumentarse del factor al disminuir x para 
mantener el nivel de producción c_. 

Def. Tasa marginal de sustituoión de y por x - r - -— QX 

Considerando a £ como una función implícita de x en f (x, y) 
- o y aplicando derivados parciales» 

Sea z « f (x, y) « o 

6 z 
d y ^ 6 x 
d x ' ¿ z 

5~y 

Ahora» « f x • Producto marginal de x. 

- fy • Producto marginal de 

d y œ f x (pendiente de la tangente a la 
d x " ~ f y , v » curva f (x, y) - o). 



Entonces la tasa marginal de sustitución rssulta. r . 

En el caso "normal" y sn la sena económicamente importante, la 
curva f (X, y) - o es decreciente, es decir g < 0 . Entonces 

r > 0, 

1 ü 

F X. 

k ^ zona oconómicamente importante 
Kj' 

F ' & ' í2 ̂  .2 w 
, , d y \ o, es deoir, 

Ahora, la curva es cóncava hacia arriba, ¿ ¿ S ^rt) 

te es oreoients hacia la derecha y por lo tanto X - -creciente, 
^ . e o i r o u a n d o nos movemos hacia la derecha, cada ve, ha, ,ue 
es deoir, ouando incrementos iguales de x. 
disminuir menos la cantidad ds X para 

P a r a propósitos de anilléis de la sustituihilidad de los 

^ Uuotivos, la tasa marginal » 
Definiremos ahora la el asticiaaa^ _ o ador conveniente, uoiimx 

de la siguiente manera: 
, a f. 1. elasticidad ds sustitución de Z por S ss la elasticidad 

d e X oon respecto a r. Es decir. 
eS 

(y/x) 

(T " y ^ d r 
d ln (y/x) 
d ln r 

d e sustitución mide el cambio ^ ^ ^ P a c i ó n , con 
productivos (y/x) propcrcional al nivel d 
respecto a un cambio en la tasa margina d. ̂  n i v e l 

proporcional al nivel correspondiente de r, para 

dado de producoión C. En otras palabras, la elasticidad de sus-
titución es un indicador del cambio en la proporción de los fao-
tores productivos correspondientes a un aumento en la tasa 
marginal de sustitución. 

Para calcular el valor númérioo de la elasticidad de sus-
titución dada una pareja de valores para los factores productivos 
x y jr es conveniente transformar la fórmula estableoida por la 
definioión para obtener (J" como una fundió» de x y £ y derivadas 
parciales de z * f (x, y). Sustituyendo los diferenciales de 
(yA) y de x primero y despiués jr y sus derivadas parcial-e®, se 
obtiene la siguiente fórmula* 

i fxfy (xf^ * y fy) 
(JT * xy (- fxx fy + 2fxy jfx fy - fyy fx ) 

i . 
Este resultado indica que la elasticidad de sustitución es 

una funoión simétrica <d<e x y % porque «i se cambia x por ¿r, la 
expresión para CT~ no <s<e .altera- Entonces «e pueda® Jiaiblar «imple-
mente de la elasticid-aá de eustitaaciíó® emta>e b y jpe.«pq>ue. la 
elasticidad de 'sustiítuaolón de b a es 1a anisjML Iba eilasti-
oidad de sustitución -de a ¡por tu 

'La segurada derivada de ¿jr íoon respeoto a x mide la curvatura 
^e la 'crnrva % - oon>stani>©̂  Ahorna* calculando Jla «expresión paüa 

•d2 3L » se encuentra -que cr-es -un ¡rafiltipio positiv© <CLo ? , 
•a se d y/dx 

'2 
•Entonces- ¡aA. la curva es una reo ta, - <© .y per le tantfa© 

dx 
0- - oo $ en «sto «caso, -se dice <que x y £ son perfectos sustitutos,* 

,2 
Cuando - — ^ - to „ .entonces 0"m <© $ se dice .que x H son incapaces 

d x 
'fte TOustitucaón* 
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Observaciones i 
1. Si z " f (x, y) es una funoión lineal homogénea, entonoes 
aplicando las propiedades de las funoiones lineales homogénea*, 
la elasticidad de sustituoión se reduce ai 

(T 
Z 

2. Si z - f (x, y) es una función de producción homogénea de 
grado m, entonces la tasa marginal de sustitución es una funoión 
homogénea de grado cero. 

Dem. Si Z - f (x, y) es homogénea de grado m, entonoee í^ y f y 

son homogénea ee grado m ^ l por la propiedad 2 de lae funoiones 
homogéneas. Es deoir. f, - g (x, y) J ^ B°n t a l e S 

quel 

g (ox, oy) - o"-1 g (X, y) 

h (ox, oy) - o"1-1 h (x, y) 
fx g (x, y) _ . F ( x y) Ahora, r - ? h (x, y) V ' 
y • 

\ (ox. oy). _ ^ ff (*i y) 
Entonces» F (ox, oyj - h (Cx, oy) om-l h ( X ) y) 

_ (*i y)- - F (x, y) 
h (x, y) 

Es decir, la tasa marginal de sustitución es homoCénea de 

grado cero. 

L.C.D.D. 

Consideremos la 

^ ^ ¡ ¡ ^ ¡ T T T i í r í ^ - -i -oantidad dei 

n-roduoir z unidades del articulo A. Supongamos produotivo x, para produoir ««• 
que se deseaUener un determinado nivel de produooién 

manera que el costo sea mínimo. El costo de la producción 8 es» 
o 

C " ^l P1 + P2» d o n d e pi " Preoio del faotor produotivo x±. -

Consideremos que ^ y P 2 varían al variar el nivel de producción, 
pero permanecen constantes para un nivel de producción determinado 

Entonoes, el problema es determinar las oantidades de los 
factores productivos ^ y xg para produoir una cantidad z al 
mínimo costo posible C. Es decir* 

Minimizar» C - x^ Px + xg Pg 

Sujeta a » zq « f (x , xg) 

HagarnoB W - f (X^ XG) - Zq. Entonces las condiciones 
necesarias para minimizar el costo C son» 

à o \ 6 k 

*i 

u O \ W W r. 
r r - A r r - 0 

6 x2 

f (x1, Xg) - » 0 

Ahora» 

ó o T, 6 c 
r z - p. 

ó y f 6 v -

Sustituyendo» 

P1 " ^ - ° 

P2 - « ° 

0 f (x r x2) - Eo -

Despejando X en las 2 primeras eouaoiones e igualando los 



resultados se obtiene! 
\ P 

X - I X - ? 
2 

X1 X2 

. S l . Í L - s. s 
Invirtiendo ambos lados de la eouaoióni 

S % 
V 

Este resultado establece que una oondioión necesaria para 
minimizar el costo es que los productos marginales sean propor-
cionales a los precios correspondientes de los faotores produor 
tivos. 

Ahora, definiendo! -?r - productividad marginal del fao-

tor productivo x^ se obtiene la ley de productividad marginales 
iguales para la minimizaoión del costo de produooión. 

Ejercicio 24. 

Temat Máximos y mirons en funciones de varias variables. 

1. Encontrar los máxrmos y mínimos de las siguientes funciones. 

2 2 

1.1 - z- 1 + 2x + y 

1.2 z - x3 - 4x? + 2xy - y2 

1 . 3 z « 2x2 + 4x - y2 - 6y + 4*y + 46 

2. Un monopolista produce 2 artículos A1 y Ag. Sean» 

« preoio del articulo ^ 

P « preoio del artíoulo Ag 

Xĵ  - cantidad producida de Ax 

Xg - cantidad producida de Ag 

C - Costo total de producción 

Supongamos que los artículos están reíaoionadoa por laa -
siguientes funciones de demanda» 

- 200 - 4PX - 2P2 

*2 - 300 - 2PX - 5P2 

Supongamos además que loa oostoa medios de producción son 
constantes de manera que la funoión del costo total ea de la 
aimple formal 

0 - 4xx + 3X2 

Determinar las condiciones óptimas para el monopolista, 
(precios de monopolio y cantidades que debe produoir para obtener 
el máximo ingreso neto). 

3. Encontrar los posibles máximos y mlnimoa de laa siguientes 
fundones de varias variables sujetas a las oondioiones latera-
les indicadas» 

3.1 s - x2 - xy + 3y 3.2 a - x3 - y3 + 2xy - 8 

2x + y « 6 y - x • 1 

.3.3 u - x 2 + (y-2) 2 + (z-1)2 2 . 2 
3.4 a • a y 

4x «• y + 4z - 39 
x - y + 2 • o 

4. Un fabricante desea produoir cajas metálicas oon tapa cua-
drada y oon una oapaoidad de 50 litros. Determinar las dimen-
siones de la oaja que proporcionan mínimo oosto ai el material 
empleado ouesta un peso por decímetro cuadrado. (Un litro es 
igual a un deoimetro cúbico). 

Ejerololo 25. 

Tema» Elasticidades parciales, elasticidades directas y oruzadas 
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1. Encontrar las elasticidades parciales de u oon respeoto a x 
y £ en las siguientes funciones» 

1.1 u - lOx3 y2 

1.2 u - e2* + 3 y 

1.3 u - ln (x2 - xy + y2) 

2. Supongamos que las funciones de demanda para 4 artloulos Alf 

A A., A., de un mercado son las siguienteel 
2, 3 4 

^ . 30 - 2PX + 3P2 + 5 * 3 - * V ' 

^ . 60 + 2P1 - 4P2 " 3P3 + 2P4 

x 3 - 100 + 3P2 - 2P2 - 5P3 + 3P4 

x 4 - 150 - 8PX + 3P2 • 5P3 - 6P4 

- Cantidad demandada por el articulo A± 

« Precio del artíoulo A^ 

i 1 y P i variables i - lj 2» 3, 4. 

Encontrar las elasticidades parciales de demanda directa, y 
cruzadas. Además determinar la relación entre los artículos de 
acuerdo con la clasificación establecida. (Sustitutos, oomplemen-
tarios o independientes). 

3 . Supongamos aue las funciones ds demanda para 2 articulo. A, y 

Ag son las siguientes» 

- 30 P2
3 

1 2 - 5 0 Pj2 P 2
_ 1 

, y p representan lo mismo 4ue en .1 problema 1. Encontrar Xas 

elasticidades parciales directas y creadas por d.rivaoi*; lo*La-
mica y determinar si los artículos son sustitutos o oomplsmentarios. 
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KJeroloio 26. 

Zl^oiones de producción. Aplicación de derivadas parciales. 

1. La produooión de trigo en una zona agrícola es dada por la si-
guiente leyi • 

• - 19.4 xy - 4x2 - 3y2 

z - Ho. de bultos de trigo (de 35 deoimetros cúbicos). , 
X «« Cientos de horac-hombre 
y - No. de hectáreas 

Para y » 20, encontrar el producto medio y el produoto mar-
ginal oon respecto a x y grafioarloe sobre un mismo sistema de 
ooordenadas. (eje horizontal para la variable x) 

Verificar que el produoto medio es máximo ouando r.-i i¿,ual al 
produoto marginal. 

$ 2. Hacer lo mismc que en el ejercicio 1, para la siguiente función 
de produooión lineal homogénea para y » 100« 

a ^ - s x 2 - * 8 ) 

3. 

ri) 

La función de produooión para un articulo es lá siguiente» 

» ¿> 1-ot 
2 «• A x y 

B * No. de unidades produoidas. 

X » No. de unidades del primer faotor produotivo variable 

y • No. de unidades del segundo faotor produotivo variable 

Encontrar las oonatantes A y oC sil 

• « 1500 para x - 10,000} y - 100 
B - 2120 para x -20,000> y - 100 

Grafioar el produoto total * para y - 100 



190. 

o) Enoontrar el producto medio y marginal oon respecto a x 
para y » 100 y graficarios. 

d) Verificar que el produoto total z es igual a x por el pro-
ducto marginal con respecto a x mas £ por el produoto mar-
ginal oon respecto a x (Teorema de Euler)• 

4. Para la siguiente función de produooión de Oobb-Douglas 
(lineal y homogénea)« , 

si - 100 y2/3 

a) Demostrar que el producto total es igual a x por el produoto 
marginal oon rospeoto a x mas £ por el produoto marginal con 
respeoto a £ (Teorema de Euler para la funoión lineal homo-
génea) • ... 

b) Demostrar que las secciones horizontales de la superficie. 
, correspondiente a la gráfica de la función son deoreoientes 

y oóncavas hacia arribac 

Verificar ésto para z - 1000 (constante). 

5. Supongamos que la función de producción por un cierto 
articulo A es la siguientes 

a ® 100 íxf 
x « cantidad del factor productivo x empleada 
y « cantidad del factor productivo y empleada 
B « cantidad producida del articulo. A 

Si para el nivel de producción z - 1000, los precios de 
los factores productivos soni 

P x « 1 (precio del factor x) 

p . 4 (precio del faotor ¿) 
y 

a) Determinar las cantidades de los factores productivos x y Z 

que deberán emplearse para minimizar el costo. 
b) Comprobar que la función de producción es lineal homogénea 
y verificar que cuando el costo es mínimo, el costo marginal es 
igual al oosto medio de los factores productivos. 

Ejeroloio 27. 

Temas« Tasa marginal de sustitución y Elasticidad de sustitución'. 

1. Comprobar que las siguientes funciones de produooión son linea-
les homogéneas. Calcular la tasa marginal de sustitución y verifi-
oar que es una función homogénea de grado oero. 

l a • - . ^ T I l Z T i T " • 

1.2 g . IQOxy - 10x2 - 4y2 

3x + 2y 
I " ' .. . ' 

2. Determinar el grado de homogeneidad de laB siguientes funoiones. 
Calcular la tasa marginal de sustitución y comprobar qus es una 
funoión homogénea de grado oero. 

2.1 z » 40 xy - 6x2 ~ 5y2 ' 

2.2 z « 100 xV3 y2/3 

2.3 z « 5x2 y3 

3. Encontrar la tasa marginal de sustitución y la elastioidad de 
susti+ución para las siguientes funciones de produooión lineales 
homo i 

100 x1/3 y2/3 3.2 z - 100 x y 

3.3 z 500 xV5 y V 5 

3.4 z -

4. Si la funoión de utilidad para dos bienes es u - ln (x + 10) 
(y + 15)3. Encontrar la tasa marginal de sustituoión y la elasti-
oidad de sustitución entre loa bienes x y £ para x - 10 ? y « 15. 

5. Demostrar que para una funoión de produooión de la forma: 
z » A , la elasticidad de sustituoión es igual a uno para 
cualquier valores de £ y 



CAPITULO 8 

CALCULO D1TBQBAL. 

M g g a a i é f i ¿ a ¿ a m a s a M l a » H s m o " 4 , f i n l d 0 

•1 diferenoial de un» funoiín 4« un» variable 4» 1» alguiente 
aaneral 

Bi y - t (x) l 
dy • f ' W 4* 

a oiloulo integral trata oon .1 eetudio 4. reglas y 
.«todo, para oDtan« una funoiín determinad» f (x) ou»ndo cono-
cemos .u expreaiín diferenoial f(x) 4x. Es W r , integrar « 
.1 proceso inverso de diferenciar. D. acuerdo oon Xa definioiín 
del diferenoial de una función de un» variable, el problema de 
integrar «na expresiín diferenoial puede considerar.. como la 
determinación de la anti-derivada de la funoiín aue esti multi-
plicada por d x en la expreaiín diferencial. 

i. la funoiín obtenida al integrar una expresiín dif.ren-
oial .. le llama una integral de la «preslí» diferencial y al 
prooesc ..guido par» obtener una int.gr»! .. 1. 1 1 - ^ ^ 
UtiliBaremos la siguiente notaoióm 

/ f* (x) dx - * (*) 

8« 1... Integral de V (x) dx igual a F (x). 

Consideremos loe siguientes ejemplos i 

1. / 2x dx - * 2 porque (x*} . ^ 

2« / ex di . porque (ex) « ^ 

3. / 2x dx . x¿ + 15 porque fe ( x
2 + 15) . 2x 

U integral de una expresión diferenoial no es única. 
Comparando los ejemplos 1 y 3 se deduoe que la integral de la 
»isma expresión diferenoial puede ser igual a funcione, que 
difieran por una constante porque la derivada de una constante 
es oero. Esto da lugar al siguiente« 

Tgarena. Si dos funciones difieren por una constante, entono-
tienen la misma expresión diferenoial. 

I < 
Demostración! Sean» 

» (x) - f (x) + o 
c (x) - f (x) + d « J A 0 r 1 

bu (¡onoes s 
d T (x) w P»(x) di 
d 0 (x) - 0» (x)da 

: - t» (•*) 1 A-* 
bu (¡onoes s 

d T (x) w P»(x) di 
d 0 (x) - 0» (x)da : * f1 (x) dx 

Porque la derivada de una constante es oero 

d F (x) 1» d 0 (x) 

L . O . D . D . 

De acuerdo con este teorema, la integral de una expresión 
diferencial de^e ser igual a la función que se obtiene al aplicar 
el proceso inverso de diferenciación más una oonstante que por 
ahora consideraremos! como indefinida y por lo tanto a la integral 
la llamaremos integral indefinida« 

Definición. La integral indefinida de una expresión diferenoial 
f1 (x) dx es igual a f (x) + o« En símbolos» f f (x) dx « f(x) + c. 



Entonces, la Integral Indefinida es una familia de 
funciones que difieren por una constante. Gráficamente, la in-
tegral indefinida es una familia de ourvas paralelas que se 
obtienen dando diferentes valores a la constante o. Las ourvas 
son paralelas porque para cualquier valor de x en el dominio de 
las fundones que oonstituyen la familia, la derivada es la misma 
y por lo tanto, las ourvas tienen la misma pendiente. 

Ejemplo» Qrafioar la familia de curvas correspondientes a la 
siguiente integral» 

/2i dx * x2 + o 

Hagamoa y « x + o para tabular y grafioar» 

X 0 1 2 -1 -2 

Para o - 0 o • 1 4 1 4 

Para o « 2 2 3 6 3 6 

Para o - 4 4 5 8 5 8 

w Para o *~2 -2 -1 2 -1 2 

M*s adelante se discutirá la posibilidad de determinar la 
constante de integración al considerar las aplioaoiones de la 
integral indefinida. 

lU£«Jjgfila,B de Integración,. De aouerdo oon la definición de inte-
gral, podemos deducir reglas de integración direota, de las corres 
pondientes reglas de derivación» 

JbfiljaJL* ** integral de una suma de expresiones diferenciales 
•• igual a la suma de las integrales de las expresiones diferen-
ciales. 

/ (f'(x) + g«(x) ) dx « / ft(x) dx + / g« (x) dx 

- f (x) 4 g (x) • o 

Begla 2. La integral de una constante por una expresión dife-
rencial es igual a la constante por la integral de la expresión 
diferencial. 

I a f»(x) dx - a / f*(x) dx - af (x) • o 

Begla 3. La integral de d x os x + o 

/dx • x + o 

Regla 4. La integral de una poteñóla de una funoión por el di-
ferenoial de la función es igual a uno sobre el exponente más 
uno multiplicado por la funoión elevada al exponente más uno, 
más la constante de integración, excepto ouando el exponente es 
menos uno» 

/ [f (x)] n f(x) dx - jj-i-j [f (x)] n + 1
 + o, n / -1 

Corolario. En particular ouando f (x) - x» 

/ xn dx - J - L j x n + 1 * o , n i -1 



Regla 5. La integral de [f (x)] - 1 f(x) dx ea igual al loga-
ritmo natural de f (x), más la constante de integración. 

/ [f (x)]"1 f (x) dx-- I dx - ln f (x) 4 o 

Con la ayuda de estas reglas, podemos integrar algunas 
expresiones algebraicas. Consideremos los siguientes ejemplos. 

a ) / 1 x6 dx - y x7 + o (por el oorolario de la regla 4). 

/ W - . - / ^ — ¿ í 
(por el corolario de la regla 4) 

o) / Íx5 dx - 3 / dx - \ x6 4 o x6 • o. 
(por la regla 2 y el corolario de la regla 4). 

d ) / ( 2 x 3 - 5 x 2 - 3 x + 4 ) d x 4 

(por aplicación sucesiva de las reglas, 1, 2 y 4 
>, y simplificando). 

(desarrollando y prooediendo después cono en el 
ejemplo 4) 

f ) / (2 + x2)l/2 *dx - £ / (2 + x2)1/2 2 1 4 1 

„ 1 / 1 (2 +x 2) 3/ 2
 + o 

. I (2 • x2) J/2 + o 

e)/ 

(Aplloando reglas 2 y 4) 

ílií . / (x2 - x + 1 - 7 7 1 > 4 1 x+1 
w I x 3 « | x 2 + x - l n ( x + l ) + o 

(dividiendo primero y aplicando después 

reglas 4/5)* 

Integración de funciones exponenciales. De las reglas de deri-
vación de fundones exponenciales, se deducen las siguientes 
reglas de integración. Sean u « f (x) i a - oonstantei 

Be£¿2j5. / au du - / a f (x) f * (x) dx 

f(x) 
- + o ln a 

ReglaJ.. I eu du - / ef (x) f (x) dx - e f W f 

Ejemplos i 
2 2 x2 

a) / 3x Xdx « ¿ / 3X 2x dx - | -Ly- 4 o 
i 

(por las reglas 2 y 6). 

b) / e 3 x dx - i / e3x 3dx - 1 e3x + o 

(por las reglas 2 y 7) 
' \ ' • • . i 

Las reglas 1 a X pueden ser demostradas directamente de la 
definición de integral y de las correspondientes reglas de derira-
oión. Las siguientes 5 reglas se obtienen por medio de artificios 
aatem¿vicos como cambio de variables y sustituoión trigonométrica 
que no serán discutidos. 

Sean! a&» oonstantei u • f (x) 

f t* 2 " ¿ H i r f í | + ° u - a ' ' 

a - u 1 ' 

Regla 10» / / U - ln ( u + |/u2 4 a2 j+ o 

Regla 11» / d U u 2 - a 2 ) | + c J u 2 > a 2 • 
y u2 - a 



f in 
n \ 

+ o 

Re tria J ¿ í V H T d u u 1 / 7 7 7 j £ » 

(u + / K 7 ) 

Ejemplos,. 

y Aplicando la regla 8 

oon u • x fc a • 1 

^ | r t r | + 0 

x - 1 
^ y dx , Aplicando la regla 10 

V T T x 

con u » x | a - 1 » 

/ — * (* + + 1 ) + ° 

/ x 2 + i 

Kota. Estas fórmulas de integración y muobas otras pued« 
— enoontraise en loa librea de tabla* »atedio«, bajo 

.1 titulo de T i ^ r ^tacralea. 

M i » ^ ^ ® - -•»• r e í 
integral , de las reglas de derivación, una 
U integración para encontrar la integral de - expresi n 
diferencial dir.ota.ente o mediante una tranofo^ Sn ^ 
aouerdo oon las propiedades del integral, ,ue permite aplicar 
una de lae fórmulas establecidas. 

Consideremos abora algunos .«todo, especiales de integración 
4ue son de gran importancia en Cálculo Integral. 

^ . riartes • Es un método de integración en 

.1 que se considera a la expresión diferencia 

integrar, como un producto de una función de la variable indepen-
diente por el diferencial de otra función de la variable indepen-
diente. 

«n símbolos, si el problema es / f (*) dx, entonoes se 
suponei 

tj (x) dx « u d v 

donde jr v son funciones de x. 
i y 

Alio ra, e¿ diierenoial del producto ujr es el siguiente I 

4 "fte (u v) ] ** definioión) 

d ( u v ) ^ ( u f | • v f ^ ) dx 

d (uv) » j l d T + Tilu 

Despejando ti d vi 

u d á (u v) - v d u I 
Integrando« / u d v « u v - / v d u 

o sea i / f (i) d i »-uv - / v d u 

Esto nos proporciona usa ecuación oonooida como fórmula de 
integración por partes, la ventaja de este método es que la inte-
gración, utilizando el le,do doreoho depende de las integrales de 
d y para encontrar v y de / v d u para el último término.^ Estas . 
Integrales resultan muy sencillas en muchos oasos en los que / 

J t (x) d x • / u d v es difícil o imposible de obtener directamente. 

Ejemplosi 

1.' Ehoontrar / 2x d x 

consideremos! u « 2 i d r » e I d i 

/. du « 2d x v - ex 

/ 2x ex d x « 2x - / 2 ex d x 



- 2x ex - 2 ex + o 

2. / x (1 + x)14 4 x 

Seas u - x d v - (l + x)14 d x 

A d u - d l T - ~ (1 • x)15 

/ x (1 + x)14 dx - ( I 4 x ) 1 5 - / ^ ( l + x ) 1 5 d x 

/ x (1 + x)14 d X . ̂  ( l + x ) 1 ' - - ^ (X 4 x)16 4 . 

De éstos ejemplos se deduoen inmediatamente las siguientes 
reglas práotioas para la integración por partes i 

djt debe ser fácilmente integrable, pero si hay ra-
rias posibilidades para esooger djr debe escogerse la expresión 
mía complioada, siempre que sea integrable directa, 

2. La integración por partes no siempre es un «ítodo con-
veniente. En general / v d u puede ser complicado y no debe se-
guirse adelante cuando éste integral sea más complicado que el 
integral del problema original. 

3. La integración por partes es especialmente Útil para 
integrar expresiones diferenciales que contienen productos in-
cluyendo funciones logarítmicas y exponenciales. 

8.4. Integración ytr f ™ ™ ^ « « parólales. 

Es un método para la integración de fracciones algebrai-
cas racionales, es decir, fracciones en las que numerador y de-
nominador son polinomios racionales, P (x) - «Q • * + 
* Consiste en separar la fracción en parte entera (cuando 
.1 numerador es de grado mayor que el grado del denominador)/ 
una suma de fracciones con denominadores lineales o cuadráticos. 
B 1 problema de separar una fracción en una -urna de fraccione, 
el proceso inverso de sumar fracciones, es decir, se tra.a 

encontrar las llamadas fracciones parciales, tales que al re-
ducirlas a una sola fracción, el resultado sea la fracción 
original. 

Recordemos les principios algebraicos fundamentales para 
la descomposición de una fracción en fracciones parciales. 

1. Cualquier polinomio con coeficientes reales puede 
•er expresado (por lo menos teóricamente) como un producto de 
factores lineales de la forma ax + b y factores ouadráticos de ' 
la forma a x + b x + o. 

2. Si dos funciones polinomiales del mismo grado son 
iguales para todos los valores que pueda tomar la variable, 
entonces los coeficientes de las potencias iguales en ambos 
polinomios son iguales«, 

En slmbolos, si & Q + t^x + a2 x2 + ... + aQ 2* - bo 4 

*1X + \ x + ••• + hn xn para todos los valoree de x, entonoes 
ai " bi P a r a "todo i - 0, lf 2, n. 

El método de deaoomposición de una fracción en frac-
oiones parólales, apoyando en éstos dos principios fundamen-
tales, distingue cuatro casos que se refieren a la descompo-
sición en factores del denominador de una fraooión racional 
propia. 

!• Factores lineales diferentes. A cada factor lineal 
diferente a x + b que aparece una sola ves en la faotorisaoión 
del denominador, corresponde una fracción de la forma — A 

a x + b 
donde A es una constante que va a ser determinada. 

Factores lineales repetidos. A cada factor lineal 
a x + b que aparece m veoes en la faotorisaoión del denominador* 
corresponde una suma de fracciones de la formas 



k l A 2 . ^ donde ± — ^ + — y T , . , xn 
* x + * (a x + b ) (a x + b) 

A Á A son constantes que van a ser determinados. 

III. Faotorea^ouadi^ A c a d a f a o t° r 

ouadr&tioo diferente a x 2 * bx + o que aparece una sola ves en 

la faotorisaoión del denominador, le corresponde una fracción 
de la forma«-. 

A x + B ¿ o n d e a y B son constantes que van j¡ " ' 
ax + b x + o 

a ser determinados. 

IV. — - „„„rlr&uooa repetidos.. A cada 

ouadr&tioo a x 2
 + * x + o ,ue apareo, m veces en la f.otori.aoiín 

del denominador, le corresponde - a suma de fracciones de 

formal 
A x + B 

A x + B ' x + B 2 + m 
x * Dl ~ — + + 

a x 2 + b x + o 
2 x2 (ax 2 4 bx • o)» 

(ax + b x + o) • 

Consideremos unos ejemplos para detallar el prooeso de 

d»»ccwpo»ioiSn de una fracción en fraccionas parólales. 

P ^ l ^ . Desoomponor en fraooiones parólales la fracción, 

x • 4 „ — 
I* + x2 - 2x 

* este problema, el numerador es de - » e n o r 

denominador, es deoir se trata de una fracción propia, 

desoomponemos el denominador en factores, 

, 3 faotores del denominador -on « - U - - ^ 

rentes. Entonces corresponde al oaso y 

desoomposioión: 

— ^L^á — . * «A- + — 2 — ^ — £ L _ 
X (x - 1) (x ̂  2) X X - 1 x f 2 

Reduciendo el lado derecho a una sola fraooión oon el 
mismo denominador del lado isquierdo. 

- - A , (x - 1) (x + 2) • B (») (x 4 2) + 0 (») (x - 1) 
x (x - 1) (x • 2) 

, J b (x2 + x - 2) + B (x 2 4 2x) 4 C (x2 - x) 
x (x - 1) (x + 2) 

• A x 2 + Ax - 2 A + B x 2 + 2Bx + C x 2 - Cx 

x (x - 1) (x + 2) 

x + A ^ x 2 ( A B + 0) + x (A + 2B - C) - 2A 
X (x - 1) (x + 2) " x (x - 1) (x -f 2) 

Los numeradores deben ser iguales para todo valor de ¿ 

puesto que las fracciones deben ser algebraicamente equivalentes. 

I + 4 - ( A + B + C ) i 2 + (A + 2 B . C ) X . 2 A 

Aplioando el segundo principio fundamental, los coefi-

cientes de las potencias Iguales en ambos lados son iguales i 

e y x -f 4 

de la filtiúá ecuaciónt A « «2 

Sustituyendo A « - 2 en las dos primeras eouaoionesi 



. x + 4 + ¿ + i 
•• x3 4 X2 - 2x 1 3 (X - X) 3 (X 4 2) 

Desde luego siempre es posible oomprobar loe resultado» 
sumando las fraooiones para obtener la expresión original. 

• 6 x2 
Problema 2« Desoomponer en fraooiones parólales jpp 

siguiendo el mismo proceso que en el problema 1, ahora observa-
nos que la faotorisaoión del denominador corresponde al oaso II. 
Entonoesi 

_ _ J ¿ — . — A — • 2 — _ _ + — — S — — • 
(2x-3) 3 2 ^ - 3 (2x-3)2 (ax-3)J 

i fpT - O2 f B (2x - 3)-±_S-
(2x - 3)3 

(2x - 3)3 

Igualando numeradores i 

8x2 - 4 Ax2 • (- 12A 4 2B) x + 9k - 3 » • 0 

4 A - 8 
.. 12 A + 2B - 0 

9 A - 3 B + C - 0 

• . 

A - 2 
24 + 2 B - 0 | B - 4- 12 

18- 36 + C - 0 
C - 18 

A 2 2 12 , 8x _ . ~ + — — s - + ' ~\3 
2 X - 3 ( a x - 3 ) 2 < * - 3 > 3 

P r o b l ^ . Descomponer en mociones parciales la fraoc,*U 

En este oaso, el grado del numerador es mayor que el grado 
del denominador. Entonces, primero hacemos la división para se-
parar la parte entera y el resultado esi 

Ahora! 
2 * - 1 * ~ 2 x - 1 x — 1 

2 B 
x -1 (x + 1) (x - 1) x + 1 x - 1 

. Ax ~ A + Bx + B 
(x + 1) (x - 1) 

Igualando numeradores! 

x - (A + B) x - A + B 
i 

jL + B « 1 
- /í + B • 0 

2B « 1 
B - 1/2 

A " + B • 

« x^ - x2 1 

2 

x - 1 «f 
x2 - 1 2 (x + 1) 2 (x - 1) 

Aplicación al C&loulo Integral» Cuando una fraooión raoional no 
puede integrarse directamente pero puede descomponerse en frao-
oiones parólales, entonces se integra término a término la suma 
de las fraooiones parciales resultantes. 

Ejemplo 1. 
/ 3 X 2 4 ** xr + x — 2x 

' - • • 

Esta integral no puede ser obtenida directamente. En el problema 
1 de los ejemplos sobre descomposición en fracciones parciales, 
obtuvimos t 



ÜL+J* „ + & 
X3 4 x2 - 2x * 3 (x - 1) 3 U + 2) 

• r x>.4 , - 2 dx 4 r 5 4 p djL— 
f
 ? 3 (x - 1) ' 3 (* * 0 

- 3-2 ln x 4 ¿ ln (x - 1) 4Íltt (í + í) 4 0 

- in <* " + ^ 4 C • 
x 

Ejemplo 2) 
/ i« 

x - 2x 4 1 

En eeíe oaeo se trata de una fraooión impropia porque «1 
grado del numerador es mayor <iue el del denominador* Efectuando 
la división obtenemos i 

xZ - 2x 4 1 xc - 2* 4 1 

Ahora, descomponiendo en fraocioaes parciales la parte 
fraccionarla! 

2x - 1 A + M - Á ^ . . , 

X2 . 2x 4 r X - 1 U - l ) 2 < * - « * 

2x - 1 - Ax 4 B - A 

A - 2 
B - A - -1 

B - A - 1 - 2 - 1 - 1 

Entonces i 

2x - 1 
2 - 2x 4 1 X - 1 (x - 1)' 

l)-2 dx 

X - J X 2 4- 2x 4 2ln (x - 1) + J-I-J + O 

—oonstanta de intopyaoijn. Hemos visto que la integral 
indefinida es una familia d® funoiones que difieren por una cons-
tante. Geométricamente, la integral indefinida es una familia de 
curvas paralelas determinadas por los diferentes valores de la 
constante de integración. Entonces, la constante de integración 
puede ser determinada ouando se conooe el valor de la integral 
para un valor dado d© la variable independiente. En términos 
geométriooe, la constante se determina ouando se tiene un punto 
por donde pasa la curva de la integral. 

Ejemplos i 

1. Encontrar F (x) « f (4x - .5) dx si el valor del integral para 
x « 1 es y (x) « 5. 

Solución t P (x) » / (4x - 5) dx - 2x2 - 5x 4 0 

Ahora F (x) - 5 ouando x » 1 i 

Entonces* 5 « 2 - 5 + C 

C « 8 

Sustituyendo! 
F (x) - 2x2 - 5x 4 8 

2. Encontrar la ecuación de la ourva que pasa por el punto P (0,2) 
y cuya pendiente en cualquier punto es dada pori e - 2x. 

Sustituyendo« 

_ ¿ - X 4 
x2 - 2x 4- 1 x - 1 " (x - I)2 

Ahora, integrando término a término» 

/ ¿L=lJL¿_1 « / x d x + / 2 d x + / ^ W ( x 
x - 2x 41 x~l 

« X 4 2 + 



Soluoión» La pendiente de la curva es igual a la primera deri-
vada de la función con respecto a x. Es deoir» 

f * - ex - 2x d x 

Despejando d y» 

d y - (eX - 2x) dx 

Integrando» 

f dy - / (e1 - 2x) dx 

... y - eX - X2 + c 

Ahora, la curva pasa por el punto P (0, 2). Entonce, y - 2 
cuando x - 0. Sustituyendo estos valores para encontrar Oí 

2 - e° - 0 + C / 
2 - 1 + C 

/, C « .1 

Sustituyendo» 

y . eX - x2 f 1 

de la intepral indefinida! U a aplicaciones 
I ^ l o u l o integral son comunes en Física. Consideremos una de 
cus aplioaciones a la ó p t i c a que es la parte de la Fisioa 
que estudia el movimiento de los cuerpos sin tomar en cuenta la. 
l u s a s que lo producen, ni la naturaleza misma de los cuerpos, 
causas qu« m0vimiento de un 
Supongamos que se desea obtener las leyes 

ida libre. SI cuerpo está sujeto a la aceleración 
ouerpo en a 9. 8 roetroB per segundo al ouadrade, 
de la gravedad que es iguax a 7. 
(redondeada a un decimal). 

Ahora, la aceleración mide el cambio de la velocidad con 
respecto al tiempo. Entonces, se tiene» 

o eeat d v - 9.8 dt. 
Integrando1 

/ dv - / 9.8 dt 

t - 9.8 t + o2 

Ahora, si el ouerpo parte del reposo, entonces la velocidad 
• - o cuando el tiempo t - o. Sustituyendo estos valores para 
determinar la constante o^t 

0 - 0 + c1 

M Cx « 0 
Entonces 1 

v - 9.8 t 

Hemos encontrado una relación que nos permite determinar 
para cualquier valor de t, la velocidad del móvil que parte del 
reposo y se mueve en calda libre con una aceleración de g - 9.8 

Seg. 
Ahora, la velocidad mide el cambio del espacio reoorrido con 

respecto al tiempo y se define como la derivada del espacio reoo-
rrido oon respecto al tiempo. Entonoes» 

H - ^ t 
o sea» d S » 9 . 8 t d t 

Integrando» 
/ d S • / 9.8 t d t 

s - t2 + c2 

s - 4.9 t2 • C2 

Ahora, puesto que el ouerpo parte del reposo, el espacio 
reoorrido S - 0 cuando t •« 0. Sustituyendo estos valores para 
determinar C2 s 

0 - 0 + c2 

c2 - 0 



Entonces t 
S - 4 .9 t 2 

Esta relación nos proporciona el espaoio recorrido por 
el móvil para cualquier valor del tiempo t. 

Ejemplo» Se deja caer una piedra en un pozo que tiene 44.10 metros 
de profundidad. Encontrar el tiempo que tarda en llegar al fondo 
del pozo y la velooidad de la piedra al llegar al fondo, suponiendo 
que la aoeleraoión de la gravedad es g - 9.8 M t s . ^ 

/ 2 Seg. 

Soluolónt Hemos encontrado que el espaoio reoorrido por un móvil 
en estas oondiciones es dado por» 

S - 4.9 t2 

Entonoes, para S - 44.10 « 

4.9 t2 - 44.10 

.*. t - 3 segundos» 

Entonces, la piedra tarda 3 segundos en llegar al fondo. 
Abara, la velocidad en cualquier instante es dada por» 

V - 9.8 t 
Sustituyendo t - 3 para encontrar la velooidad de llegada al 

fondos 
V - (9.8) (3) 
v •» 29.4 Mts. • 

Seg. 

jgUsaolin a economU. Si el *»*«« * * * ^ 8 8 d a d° " o r ' M 

funoiín continua de Ta cantidad demandada X, podemos encontrar 
.1 ingreso marginal y la ley de demanda correspondiente, de la 

siguiente manera» 
• Sea - F (x)* 

\ ^ 
Ingreso marginal » I " ~ í1*) " F* W •• mg d x " 

I»oy de demanda» p •• X X 

Abora, si se tiene el ingreso marginal jjmg oomo una fun-
oión de la cantidad demandada x, entonoes podemos determinar el 
ingreso total por integración de la siguiente manera» 

S ö a ^ g " f M 
d h Ahora I » mg d x 

Entonces» d I. I dx « f (x) dx x mg * ' 

Integrando» ^ f f {x) ^ 

It - F (x) + C 
Para determinar C, supongamos que el ingreso total es cero, 

ouando la cantidad deir ndada es cero» (Condioiones normales). 

o - p (o) + c 
c « - F (o) 

Sus ti tuyendo» 

I T - F (X) ~ F (0) 

Ejemplo » Encontrar el ingreso total y la ley de demanda si el 
ingreso marginal es dado por» •» 10 - 2x. Grafioar en el 
mismo sistema de referencia, el ingreso total, el ingreso 
marginal y la ley do demanda. 

Solución» It - / i dx - / (10 - 2x) dx 

It - 10 x - x2 + C 

Ahora, I. » 0 ouando x » 0. Entonoes» t 
0 - 0 + c 
C m 0 

Sustituyendo » 
It - 10 x - x 2 



Ley de demanda. SI precio ee igual al ingreso medio, es decir» 

2 
P - x 

Entonoes» P - 10 x «•» x 

P - 10 - x 

Gráfica» El ingreso marginal y la ley de demanda son funciones Y 
lineales de x. Entonces, para graficarlas es suficiente encon-
trar sus intersecciones oon loa ejes» 

X . 5 10 

10 0 

I ^ - P md 10 
0 

El ingreso total es una parábola abierta hacia abajo que 
pasa por el origen y tiene su vértice en el m&xi^o de I,, es 
decir cuando el ingreso marginal es cero. Esto ocurre cuando 

^ P a r a x - 5 , X t - 1 0 ( 5 ) - ( 5 ) 2 - 5 0 - 2 5 . 2 5 

(Çi i) V-«̂  g>. 'A . 

F m , e>. I 

Observación. De la misma manera se puede determinar el costo 
total y el oosto medio cuando se tiene el oosto marginal como 
una función de la cantidad producida. En general, con la ayuda 
del cálculo se pueden determinar conceptos totales y medios a 
partir del oonoepto marginal. 

Bjeroiclo 28. 

Tema» Integral indefinida. Aplicación de reglas para integra-
ción directa. 

1.. Determinar las integrales indefinidas siguientes» 

1.1 / x3 dx 1.2 / ^ 



1,3 f ' 1-4 / x3/4 
3 
TST 

x2
 + 4 

dx 

1.5 / 3x2 dx 1.6 / ^ 

3 
1 b 7 y . t a 1.8 / 2 r i T d x 

1.9 / (6x2 - 3* • 2) dx 1.10 / (4X3 - 3x2 + 2x - l) ta 

1.11 / U x 2 - i ) dx 1.12 / (1 - x) x1/2 ta 

?2 - 1 1A r ** + ^ " 2 ta 
1.13 / (3x + 4) ta l.U / 2 

1.15 / (x 3 + 2^2 x 2 d x 1.16 / (x4 - 2) x3 dx 

1.17 i a 8 / T Í ^ 1 
(x3 - 2 ) rx2 + 2 

1.19 ta 1 . 2 0 / ( x 2
 + 6 x f 3 ( x + 3 ) t a 

1*21 / ( l - x 2 ) l / 3 x t a 1.22/ " " 
r x -

2 dx 
1.23 / V 1 , 2 4 ; 

2x2 dx 
, oc r _x ta _ 1 . 2 6 / — 5 : 1.25 / — p 2xJ + 5 

. o 1 ? f if -¿TLJíJlA- dx * j J L dx 1' 2 Ü J x 1.27 / - T T i 

^ . J ^ - l L d x 1.30 / (x - l)^ ta 

S^BTOlQlO 29. 

ta» Fórmulas para integración directa. 

1. Encentrar las integrales siguientes. 

eirr 

1.2 I , , /• x dx . 

1.3 x.4 / ¿ L ^ 

1.5 / e2x ta 1.6 r ta , 
J 2x + 1 © 

1.7 / 3 2 x dx 1.8 / 21-1 dx 

Í.9 / e <X/2)x ̂  d x 
^ x 0 

l a i / s . ^ t a l a 2 d t 
Y*" 

1.13 / 2 x e x dx 1 .14 / + 23XJ ^ 

2. Enoontrar loa siguiente, integrales y verifioar los resulta-
dos por diferenciación» 

2.1 / 3x2 ex dx 2.2 f ZJZ 
e 

2.3 f \ d X 2.4 / 2x e ^ dx 
e - 1 

2.5 f { ¿ * f dx 2.6 / 2x(e2-2 - l) dx ^ ' 

3. Determinar las integrales siguientes» 

3.1 f 3.2 / 
x2 - 9 4 - x 

3.3 f - J l 3.4 / — f * 
y V - 2 5 

9z - 1 

3.5 / ^ 3-6 f ^ 
ly 

4 X - X 2 4 X " - 1 1 

25 - 4y2 * 2 + 6x + 8 

3.? / — ^ 3-* 1 - ; 2 X ~ ¿ ^ 

3.9 / ..{2* + 2 U x *J.lO / 2
 X " 1 dx 

]/x2 + 2x + 3 
4x - 4x + 6 



Ejercicio 30» 

Torna» Integración por parteo. 

1. Enoontrar las siguientes integrales por el método de inte-
graoión por partes* 

1.1 / x3 e2x dx 1.2 / 2x in x dx 

1.3 / x 3X dx r.4 / x e ^ d x 

V 1.5 / (*+•!) 1» X dx 1.6 f ln (x + 7) dx 
, T r 2 x . 1.8 / 5 Ia x dx 1.7 / x e dx J ' 

T 9 r ¿ dx 1.10 / — F " V ̂  / 5 — x • 
V i T x 2 

2. Determinar las siguientes integrales y verificar los resul-
tados por diferenciación» 

,2.1 /(e 2* + x ^ d x " / (x + eX)2 dx 

a , 1.4 f - ^ ^ f - T 2.3 J ~~~p f, x + 4x + 5 
]/ 15 + 2X3 

0 . f q^ d-T. ... 2.6 I ln (1 + x) dx 
i 2.5 i — 

2.7 / x - 1 

e + o 

x3 dx * 2.8 / 
i - x* 

- /- r (ln x)2 dX 
2 . 1 0 / - W 

TCjjflroloio 31. 
Tema» Integración por fracciones parciales 
1. Integrar por descomposición en fracciones parciales» ^ 

1 # 1 ; J ^ l L t a * 1.2 / 
x 2 - l 

1.11 f —fc* - 1) d x i a 2 j fi2 - ir + A W r 
(x + 1) (x2 + 5x - 6) V (x - 2) (x2 - 4x + a) 

2. Integrar, descomponiendo en parte entera y fraooiones parola*, 
lesi 

2 . 1 f t-*3 ~ 2 < 2 2X3 d x 
2 - 6x -f 9 x¿ - lOx + 21 

2.3 / 2.4 / ^ + ° í * 
x¿ + x - 12 (x + 5) 

Báeroloio 32. 

Tema« Constante de integración. Aplicaciones. 

1. Enoontrar la función y - f (x) utilizando los datos que se 
proporcionan» 



1.1 
1.2 
1*3 

1.4 

1.5 

dx 

x + 2 
4x + 2 

x3 - 2x* + 4 
2x . A « +4• 

+ x + 2 x + 1 

10 

3/2 

ln 4 

2 centrar la ecuación de la curva que pasa por el P ^ o in-
L l ; cen pendiente en cualquier punte igual a E oomo. se 
indica. (Orafioar los primeros tres). 

2.1 P (0» 2) 
2.2 P (1, 6) 
2f3 P 10> 
2.4 P (3» 1) 

i « 1 
m » ~ 5. 
m - 3* - 2 
m - x2 - 4 

<fin de la familia de curvas cuya pendiente 

3.1 m - X 
m " 2 3.2 

3.3 
3.4 
3.5 

m • x - 2 
m - x2 - 2x + 
m - eX + 3 

T « 6 - x, encontrar la función 

• • ' " r i r - " - - ' » ' -del ingreso total y ^ 
5 . Si el ingreso marginal es I » 72 mg ( x + 2) 

+ 100, enoontrar 

* 
total X deducir ia f^iín función del ingreso total y 
i uniformemente a rasón de 5 m 

ün automóvil ee acelera ̂ ^ ^ ^ r a p 0 3 0, encontrar 
segundo al cuadrado. ® 
la ley del movimiento. 

CAPITULO 9 

? i c,. 
Supongamos que el área en cuestión se mide a partir de la 

ordenada en x « a y designemos por A (x) el área limitada por 
la curva, el eje x, f (a) y la ordenada en el punto de abscisa 
x. De aouerdo con 6eto, A (x) es una funoión de x, es decir, su 

IKTEOBAL DEFINIDA. 

9.1 Area "bajo una curva. El concepto de integral definida 
está relacionado oon el área bajo una curva. Supongamos que 
y • f (x) es una función continua en el intervalo de x •» a 
a x •» b y consideremos el problema de determinar el área entre 
la ourva de f (x) y el eje de las x en el intervalo de x • a 
a X « b, es decir, el área limitada por la curva, el eje de las 
x y las ordenadas f (a) y f (b) como se indica en la figura 9.1. 



1,1 
1.2 

1*3 

1.4 

1.5 

dx 

x + 2 

4x + 2 

x3 - 2x2 + 4 
2x . A « +4• 

+ x + 2 * + 1 

10 

3/2 

ln 4 

8 centrar la ecuación de la curva que pasa por el punto in-
L l ; con pendiente en cualquier punto igual a E como. se 
indica. (Orafioar loe primeros tres). 

2.1 P (0» 2) 
2.2 P (1, 6) 
2f3 P 10> 
2.4 P (3» 1) 

i « 1 
m » ~ 5. 
m - 3x - 2 
m - x2 - 4 

<fin de la familia de curvas cuya pendiente 

3.1 m - X 
m « 2 3.2 

3.3 
3.4 
3.5 

m • x - 2 
m - x2 - 2x + 
m - eX + 3 

T - 6 - x, encontrar la FUNCIÓN 

• • ' " r i r - " - - ' » ' -del ingreso total y ^ 
5 . Si el ingreso marginal eo I » 72 mg ( x + 2) 

+ 100, enoontrar 

* 
tota y deducir ia f^iín d e m a n d a-funoién del ingreso total y 
i unifórmeme«^« a razfin 

ü* autonSviX 0 8 - e x « ™ ^ ^ ^ ^ r e p o g o, encarar 
negundo al cuadrado. ® 
la ley del movimiento. 

CAPITULO 9 

? i c,. 
Supongamos que el área en cuestión se mide a partir de la 

ordenada en x « a y designemos por A (x) el área limitada por 
la ourva> el eje x, f (a) y la ordenada en el punto de abscisa 
x. De aouerdo con áelo, A (x) es una funoión de x, es decir, su 

IKTEOBAL DEFINIDA. 

9.1 Area "bajo una curva. El oonoepto de integral definida 
esté, relacionado oon el área "bajo una curva. Supongamos que 
y • f (x) es una función continua en el intervalo de x •» a 
a x •» b y consideremos el problema de determinar el área entre 
la ourva de f (x) y el eje de las x en el intervalo de x • a 
a X « b, es decir, el área limitada por la curva, el eje de las 
x y las ordenadas f (a) y f (b) como se indica en la figura 9.1. 



valor depende del valor de x. Ahora, si aplicamos a x un incre-
mento Ax, entonces el área A (x) Be incrementa una cantidad 
AA (x) que corresponde al área de la figura P Q E S. (Figura 9-2). 

Consideremos los rectángulos P Q H 3 y P Q B M. Sus áreas 

sont 
Area de P Q N S » f (x) Ax 
Area de P Q B M - f (x + Ax) Ax 

Ahora, el área correspondiente al incremento AA (x) es el 
área de la figura PQES y es mayor o igual que el área de PQNS y 
menor o igual que el área de PQBM. En símbolos» 

f (x) Ax £ A A (X) < t (x + Ax) Ax 

Puesto que Ax >o, podemos dividir entre Ax sin alterar 
.1 sentido de las desigualdades para obtener* 

f (x) < 6 f U ^ 

Aplioando límites cuando Ax tiende a cero« 

* / W lim - A ^ 4 l i m f (X + A X ) 

lim f (x) ¿a. 1 A x S x o 
Ax + o Ax -v. o 

í M < ¿u^JsL ¿ f (x) 

Entonces» m f (x) d x v ' 

Hemos encontrado que A (x) es una función cuya derivada es 
f (x) y por lo tanto A (x) es una integral de f (x) d x. 

A (x) - / f (x) d x. 

De acuerdo oon la definioión de integral indefinida, hemos 
enoontrado que» 

/ f (x) d x « F (x) + C donde F (x) es la anti-derivada 
de f (x), es decir« F1 (x) « f (x). 

Entonces» A (x) » F (x) + C 

Ahora, ouando x » a, el valor de A (x) es cero. Sustitu-
yendo estos valores para encontrar la constante C» 

i 
A (a) - F (a) + C 

F (a) + C « 0 

C - - F (a) 

Sustituyendo la constante C en la expresión para A (x)» 

A (x) F (x) - F (a) 

Ahora, nuestro objetivo es calcular el área de x « a a 
x - b. Entonoes, sustituyendo i • b en la última expresión 
obtenemos s 

A - F (b) - F (a) 

Definamos ahora ©1 concepto de integral definida» 

ĉ j? integral definida. La integral definida de a a b de 
una expresión diferencial ©s igual a la diferencia del valor de 
la integral para x « b menos el. valor de la integral para x » a. 



222. 

Representaremos a la integral definida por el siguiente -
símbolot 

Integral definida de a a b de f (x) d x - f* f (x) d x 
a 

b y & reciben el nombre de limites superior e inferior respeo-
tivara*'-te de la integral definida. 

Observación» Si / f (*) A x - F (x) + C, entonces» 

b 
f f (x) d x - (F (x) + C) a 

- F (b) + jf - P (a) - jf 

- F (b) - F (a) 

Entonces, la constante de integración desaparece en la 
integral definida porque los limites a y b determinan un valor 
específico para la integral, Por esta rasón se le llama inte-

gral definida. 

Ejemplo 1. Encontrar la» integrales definida* siguientes. 

4x d x s 1 
o 

Solución» Z 1 4x d x - '¿x2 j 1 

fl 4x dx « 2 - 0 «_JL 
o 

Ef|emplo_2jL 
/ 4 (x2 - 3X + 5) d x 

r4 ( 2 + k) d x - T x3 - | x2 + 5* Solución» U - 3* 3 2 

. M _ 24 + 20 - (4 " « + 10> 3 J 

Ejemplo 
z 1 (eX f 1) d x 
o 

.1 / X Solución» f1 (eX + l) d x « (e1 + x) I1 

o l0 

« e + 1 - (e° «• 0) 
- e + 1 - 1 
» e 

9.3 La integral definida oomo ima suma. Hemos relacionado la 
integral definida de a a .b de una función continua f (x) 
oon el ¿rea limitada por la curva de f (x), el eje de las x 
y las ordenadas f (a) y f (b). Veamos ahora como se puede 
expresar el área mencionada como el limite de una suma de áreas 
do rectángulos diferenciales, cuando el número de rectángulos 
tiende a infinito. 

Sea |~a, bj un intervalo sobre el eje de las x oon a < b 
y Bea f (x) una función continua en el intervalo. 

Def. Una partición P^ del intervalo [a, b] es una seouenoia de 
n&neros x^, x^, Xr tal que» 

a « x < *1< *2< < X n x - b 

De acuerdo con la definición, una partición divide 
al intervalo [a, bj en n sub-intervalos como indica la figura 
9.3* 

X. *t *3 1 * 
E . c.. 3> 

Cada sub-intervalo determina geométricamente un segmento 



del eje x, El intervalo No. i determina el segmento - x ^ . 

Designemos por r^ un punto en el segmento x± - x ^ , es deoir, 

r t ee tal que» x ^ ^ r± ̂  x ^ Ahora, consideremos la siguiente 

suma, llamada suma de Riemann» 

E (x. - x. ,) f (r±) - (x, - f (rx) * - x,) f (r2) + 
1 - 1 1 

+ (*„ ~ *n-l> f (rn) 

f (r^ oorresponde a la ordenada de la curva de f (x) para 
i . rt. Entonces,, cada sumando corresponde al área de un rec-
tángulo de base x^ - x 1 J L y altura f (r^. 

Suma superior. En la suma de Biemann 4ue acabamos de definir, 
hagamos r, - donde s, corresponde al máximo valor de la fun-

oifin en el intervalo i, es deoir f (x) < t ('J Para todo x en-

tre x u y xi. 

A la suma obtenida, la llamaremos «mn suprior de la fun-
M * , . (x) correspondiente a la partlcién Pn> y será designada 

por el siguiente símbolo i 

. I fe - x, f (a,) - (x, - *o> * <'l> + " 1> 
Pn\ ' i-1 

f (s2) • + <xn " ̂  f ^ 

En la figura 9-4, el área anchurada corresponde a la suma 
superior de f (x) correspondiente a la partición P ^ indicada. 

T » 

Suma inferior. Es la que se obtiene de la Sisea de Riemann, sus-
tituyendo » tj, donde corresponde al «inino valor f (t^) de 

la función continua f (x) en el intervalo i. Para la suma inferior 
de la función f (x) correspondiente a la partición Pn, utilizaremos 

el siguiente símbolo» 



* " xn-l> f « V 

En la figura 9.5, el ¿rea anohurada oorrespondt a la auna 
inferior de f (x) correspondiente a la partioiÓn P 1 Q indioada. 

f «G, 9.5 

Ejemplo« Encontrar la s sumas superior e inferior de la fun-
oi6n f (i) • i 2 + 2 correspondiente a la partición P^ - (0, 0, 5, 

1, 1.8, 2) del intervalo ¿] . 

Soluoi6ni 
a) Suma inferior» Puesto que la funoión es oreoienle en 

todo el intervalo [ 0, 2̂ ] , los valores mínimos de los Bub-inter-
valos determinados por la partioión son« t̂, - 0 | tg - 0.5 j 
t^ • 1 j t^ • 1.8 » Entonces» 

B* ( P
4) - - *o) f ( 0 ) + (x2 - Xl> f (0-5) + (X3 - 1 

+ (x4 - x3) f (1.8) 

Ahora, sustituyendo xq » 0 j x^ » 0.5 j ig • 1 J x^ • 1.8 | 

x^ • 2, se tiene» 

«* (*4) - (0-5) (2) + (0.5) (2.25) + (0.8) (3) * (0.2) (5.24) 

- 1 + 1.125 + 2.4 + I.O48 

e* (P4) - 5.573 

b) Suma superior» Por ser f (x) oreoiente, los valore» 
«áximos de los sub-intervalos determinados por la partición soni 

• 0.5 j B2 • 1 } 83 • 1-® J ®4 - 2 

Ahora, sustituyendo en la fórmula para la suma superior» 

8* fy " (xl - 3tO) f ( 0' 5 ) * (X2 " Xl ) f ( 1 ) * U 3 " X2 ) f (S35 + 

(x4 - x3) f (b4) - (0.5) (2.25) • (0.5) (3) + (0.8) (5.24) + 
4-.WZ 

(0.2) (6) - 1.125 + 1.5 + & * l'2 



Relación entre la suma. Inferior y la suma superior. Comparando 
las gráfioas que ilustran las sumas superior e inferior, se de-
duce que la suma inferior es menor o igual que la suma superior 
para una partioión dada de una funoión continua f (x) en un in-
tervalo [a, b]. Este resultado es cierto para cualquier partioión 
sobre el intervalo, de acuerdo con el siguiente teorema» 

Teorema. Si f (x) es una funoión continua sobre el intervalo 
[a, b] y PQ es una partioión cualquiera sobre el intervalo, 
entonces la suma inferior es menor o igual que la suma superior 
de f (x) correspondiente a 

Demostración» Sean» ? n « a - XQ, XX, XG, Z ^ T X±F 

• 

f (tj - Mínimo valor de f (x) en el sub-intervalo i 

f (a ) - Máximo valor de f (x) en el sub-intervalo i 

Entonces, para cualquier sub-intervalo de la partioión Pn, 
se tiene» 

f (t±) ¿ f (x) ¿ f 

¿ * (•!> 
Abo ra, x ^ < x%9 para todo i. Entonces X± - x ^ > 0. 

/ v ' n » desigualdad anterior, se tiene» Multiplicando por (xi - x ^ J la desigual 

(xi - x ^ ) f 4 - x ^ ) f («±) 

Sumando, desde i 1 hasta i - n » 

5 (X, - < <*!> ^ ^ " ̂  f 

Í » 1 
i * » loa lado, l l a r d o y derecho de esta desoldad 

corresponden a las sumas inferior , superior respectivamente. 

Kntonoos» . 
s. (Pn) á a' ( V 

L.C.D.D. 

n 
Corolario. Si s - £ (x. - x. .) f (r.) es una suma general de 

i - 1 1 x~x 1 

Riemann, entonces» s# (Pn) C a C s* (Pn) 

Observación. La igualdad entre las sumas inferior y superior y la 
suma general de Riemann, se satisface ouando f (x) » C, es decir, 
cuando la curva de f (x) es una recta horizontal. En este oaso, 
oualquier suma de Riemann, inoluyendo las sumas inferior y superior, 
son iguales al área anohurada que se indioa en la figura 9*6. 

Si f (x) es la funoión oonstante f (x) - C, entonces la 
gráfica de f (x) es una recta paralela al eje x y el área entre 
la curva y el eje x en un intervalo [a, b] , es igual a cualquier 
suma de Riemann. Es deoir» 

n v x 
A - I (x± - x, ,) f {t±) 
, i - 1 



Relación entre la suca de Riecann y 3a integral definida. Consi-
deremos ahora una función continua f (i) cuya gráfica es cualquier 
curva. Sea F ima partición cualquiera de f (i) sobre el intervalo n 
£a, \\ . Si aumentamos un elemento a la partición Pn, entonces la 
suma inferior aumenta o sigue igual y la suma superior disminuye o 
sigue igual por la siguiente ratón» 

Sea Pn - £a - x0, x ^ xí_i» xi> xn J 

Supongamos que se agrega un elemento x a PQ en el intervalo 
i para obtener la partición» 

Pn+1 {a - V *2» Xi-1, Xi' " " • 

La suma inferior de f (x) correspondiente a P^ es, por de-
finición» n 

e# (P ) - E U ¿ - f (tA) donde» 
tm I 

f (ti) - Kínimo valor de f (x) en el intervalo i. 

Ahora, los sumandos de s# (Pn+1) coinciden con los de s#(Pn) 

excepto el término (x. - x ^ ) f (t,) de s# (Pj que corresponde a 

dos sumandos en s# (Pn+1)• S e a t 

f (t) - Mínimo valor de f (x) en el sub-intervalo [ x ^ , x ] 

f (t) - Mínimo valor de f (x) en el sub-intervalo[ x, x± . 

Puesto que f (t±) es el mínimo valor de f (x) en el Ínter-

valo i, entonces» ^ 

f (tj L t (t) i f (t^ ¿ * W 

Ahora» 
( V l u ) f ( V - f f - i J M t ^ . l x ^ x j f (t,) 

Entonces, el término de s# ( P ^ ) correspondiente al inter-
valo i es igual a la siguiente suma» 

( x - x ^ ) f ( t ) + ( X l - I ) f ( t ) 

Ahora, el término i de s# (Pj puede desoomponerae de la 
siguiente manera» 

(xi " f <*i) - ( « " * (*¿) • - x ) f <tA) 

Además, f (t^) es el mínimo de f (x) en el intervalo i.. 
Entonces« 

f (tt) < f (t") , f (t±) < f ( t ) 

( x - xi-l> f ( V ¿ < x " xi.l) f < *) 
(xi - I ) f (tA) ¿.(x±-x ) f ( t ) 

Sumando» (x± - x ^ ) f (t^ » ( x - x ^ ) f + (x± - x ) 

f (t±) £ (I - x±mml) t (t ) + (Xi - í ) f ( t ). 

Entonces, la suma inferior de f (x) correspondiente a Pn es 

menor ~ igual que la suma inferior correspondiente a Pn+1» Es deoir« 

•• <*„) < ». (Pn+1) 
Por razonamiento semejante, se deduce que« 

B* (Pn) ¿ ** (?n+I) 

Repitiendo el prooeso que acabamos de describir, oada vez 
que aumentemos un elemento a la partición, la Buma inferior tiende 
a aumentar y la suma superior tiende a disminuir. Si el número de 
elementos de la partición se aumenta tendiendo a infinito, enton-
oes las sumas superior e inferior y en general, cualquier suma de 
Riemann, tienden al mismo valor, que es preoisamente la integral 
definida de a a b de f (x) d x. Este resultado es el teorema 



fundamental del cálculo integral que será establecido sin demos, 
traoión. 

Teorema. La integral definida de a a b de una función continua 
f (x), es igual al limite de cualquier suma de Hiemann correspon-
diente a una partición Pn cuando el número de elementos de la par 
tioión tiende a infinito. En símbolos» 

f (x) d x - lim s (P ) - 11« *i_l> f (ri} 
% n oo n i-1 

La expresión de la integral definida como una suma es de 
fundamental importancia para facilitar el entendimiento de las 
aplicaciones del cálculo integral como se verá enseguida. 

oj^Pw^rtndes de la integral definida. Supongamos que f (x) 
es una función continua en el intervalo [a, bj con a <b . Sea 
P (x) tal que F' (x) - f (*) . Entonces, por definición. 

f (x) d x - F (b) - F (a) 
a 

Lae propiedades fundamentales de la integral definida son 

las siguientes. 

P ^ a i J L . Si los 2 limites del intervalo son Iguales, entonoes 
.1 valor de la integral definida es cero. 

Denu r M x ) d x - F (a) - F (a) - 0 
a L.C.D.D. 

Propiedad 2, Si se intercambian los limites de la integral defi-

nida, su valor cambia de signo. 

Dea. /* f (x) d x - F 0>) - » <•> 
a . - ( F (a) - F (b) ) 

- f (x) d x 
b L.C.D.D. 

Propiedad^. Si £ os tal que a<o<b, entonoes. 

f° f (x) d x + f* f (x) d x - f (x) d x 
a o a 
Dem. f (x) d x + f* f (x) d x • F J(o) - F (a) • F (b) 

a o 

- - F (b) ~ F (a) 

- /* f (x) d x 
a 

L.C.D.D. 

9.5 Area entre el e.ie x y la ourva de f (x). Para relaoionar la 
integral definida con el área entre el eje x y la ourva de f (x), 
hemos considerado que f (x) es una función continua que toma valo-
res positivos para todo x en el intervalo Ja, bj • Cuando este 
es el caso, resultó que el área limitada por la curva y el eje x 
en el intervalo [a, bj ea igual a la integral definida de a a b 
de f (x). 

Supongamos ahora qu© f (x) es una funoión continua en el 
intervalo ¡a~, 15] que toma valores negativos para todo x en el 
intervalo9 es decir, la curva de f (x) está bajo el eje de las x 
en el intervalo considerado. En eate oaso, la integral definida 
de a. a b de f (x) es negativa porque cada uno de los términos de 
la suma de Riesaann tiene la forma ( X i - f (r±), donde (xt-

x± siempre es positivo mientras que f (r¿) es negativo para todo 
r^ en el intervalo [a, b] e 

Entonces, la integral definida de a a b es igual al área 
entre el aje x y la curva de f (x), cuando la ourva está sobre 
el eje x en el intervalo. Si la curva de f (x) está bajo el eje 
x en el intervalo, entonces la integral definida es igual a menos 
el área entre la curva y el eje x- aouerdo con ésto, para 
determinar el área entre la curva de f (x) y el eje x, cuando la 
ourva corta el eje x en ©1 intervalo 5 ] , ea necesario deter-
minar los valores de x para los cuales la curva corta el eje x 
y dividir el intervalo en sub-intervalos que contengan como limites, 
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loa plintos donde la ouxva corta el eje x, es decir, los puntos 
donde f (x) - 0. La figura 9.6 ilustra las áreas que resultan 
positivas y n ,;ativas de la integral definida. 

• 9.7 

De aouerdo con esta figura, para calcular el área entre 
la y el eje x en el intervalo & 1] > desoomponetnos el 
intervalo en loa sub-intervaloB» 

[ » ! ' Z l ] » t i ' *?] ' fe' ̂  ' 

EntonceB( el ¿rea anohurada ea igual ai 
k - _ / X1 f (x) d x • I *2 f (x) d x - / * f (x) 4 x 

X1 1 2 

E,OTPlo i. Enoontrar el área entre el eje x y la curva de f (x) 
- X3 - 3x + 3 en el Intervalo de x - 0 a x - 2. 

Soluol¿n. Orafiquemos la curva de f (x) en el intervalo de x - 0 

a x - 2. 

.fw 
X 0 1 2 

f(x) 3 1 5 

fl.6. 

La ourva está totalmente sobre el «je x. S ntonoea el área 
buaoada s«rát 

A * f2 f (x) d x - f2 (x3 - 3x + 3) d 
0 0 

- X 4 - | X 2 + 3x) 

- | (16) - | (4) + 3 (2) - 0 

- 4 - f + ¿ "„JL 

Ejemplo 2« Enoontrar el área entre el eje x y la curva de f (x) -

X3 en el intervalo de x « -2 a x » 2, 

Soluoifau Tabulemos f (x) en el intervalo para grafioar la curvas 

X -2 0 1 2 

f w . -8 -1 0 1 8 



este caso, la curva oorta el eje z en x - 0. Entonoes 
oaloulamos las áreas bajo y sobre el eje x por separado i 

Area bajo el eje x - A, » - x* d x 
A -2 

h - v 0 

» , - " { » ) - (- i) (16) 

Ahora» 
Area sobre el e je.x » AP • / 2 x^ d 

0 2 

- £ (16) - \ (0) 

Ag - 4 

Entonces, el área buscada es» A - A^ + k^ 

- 4 + 4 - 8 

Otras aplicaciones de la integral definida. El teorema fundamental 
del oáloulo integral que relaciona la integral definida oon una -
fiuraa de Hiemann permite calcular áreas entre curvas planas, selec-
cionando los reotángulos convenientemente para formar la suma de 
Riemann correspondiente al área en oueBtión y calculando su valor 
por medio de la integral definida. También se aplica la integral 
definida y su interpretación como suma, al cáloulo de áreas de 
superficies y volúmenes en el espacio así como al oáloulo de la 
longitud de un arco de curva, etcétera. 

Las aplicaciones a la Física también son variadas e intere-
santes, pero no serán tratadas aquí para oonsiderar algunas apli-
oaoiones a Economía. 

i 
9.6 Integrales impropios. En la definición del oonoepto de 
integral definida de a. a b de f (x), hemos exigido que f (x) sea 
una función continua en el intervalo [a, í] y que el intervalo 
sea finito. Si alguna de estas condiciones no se cumple,; entonoes 
la integral recibe el nombre de integral impropia« Con la ayuda 
de limites, las' integrales impropias se definen en algunos casos 
de manera que puedan ser interpretadas oomo integrales definidas. 
Consideremos los siguientes casos» 

Cayo U Funoión discontinua en un número finito de puntos del 
intervalo [a, bj . Supongamos que f (x) es discontinua para x • a 
porque f (a) » oo . En este caso se define la integral impropia 
como el límite de la integral definida de a a b de f (x) ouando 
£ tiende a a, , siempre y cuando el límite exista. En símbolos» 

Si f (a) - oo , f (x) d x - lim f° f (x) d x 
a s -»a s 

Si el límite indicado no existe, entonoes la expresión no 
tiene sentido. 

d X _ V>„ -C (l*\ n —• • •• Ejemplo. Encontrar - ¿ * • En est« caso, f (x) « 
1 / x - 1 A - 1 

y f (l) - - oo. Entonces» 
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fi — 11* /5 (x . l}-l/2 d x 
1 / x - 1 a s 

. lia 2 (x - l)1/*] 

- lia 2 
• -ol L 

La gráfica de f (x) - 1 1 - apareo« «n la figura 
9*10 y la integral impropia " 1 oaloulada oorroapond« 
al área anohuradai 

F « o.. •>. 

Ahora, «i f (x) ea diaoontínua « i X - b con f (b) - oo , 
la Integral impropia a« define do manwfft semejant«» 

Si f (*) - f (X) d x - lim f (x) d x cuando «1 
a t a 

límite exiata. 

Si la funoión es infinita en un número finito de puntoa 
«n «1 intervalo [a, b] , es decir, ai f (0jL) - copara i - 1, 2, 

d o n d e a ¿ °l £ ° 2
< «n S entonoea la integral 

impropia de a a b «a igual a la auma de laa siguientes integrales 
impropias cuando todas estas existan» 

/* t (x) d X - f° 1 f (x) d X + f°2 f (x) d X + .... +/* f (x) d x. 
a A . 

°1 °n 

-Ca8,0..Í.* Intervalo de integraoión infinito. Si uno de los extremos 
del intervalo de integraoión es infinito, digamos b - oo ¿ entonoes 
la integral impropia se define de la siguiente manera cuando «1 
límite exista» 

f (x) d x » lia / b f (x) d x 
', a b -s-co a 

Cuando el limite existe, la integral impropia se llama 
convergente por su relación con las series convergentes que estu-
diaremoa en el próximo capítulo. Si el límite no exiate, enton-
ces se dios que la integral no existe y se le llama divergente. 

De la misma manera se definen los siguientes integrales im-
propios cuando los limites indicados existan» 

1. / b f (x) d x - lim f° f (x) d x 
—ioo a — co a 

2. f° í {x) d x « lio f° f (x) d x 
oo b oo . a 

a co 

oo d x Ejemplo 1» Encontrar f 
1 x-5 

Solución» f W ü m / b x"3 d x 
1 x b -t» oo 1 

» lim 
b oo 



- lim 
b -oco 

1 
- ~ 

2b i 

Entonoes, la integral ea oonvergente. La figura 9.11 
ilustra el área correspondiente a esta integral impropia« 

T . c. ^ . M 

9.7 ¿elación entre el ingreso marginal y el ingreso medio. El 
ingreso total It es, por definición, el producto del ingreso medio 

I por la cantidad demandada x. Entonoes, el ingreso total puede 
md' 
determinarse de la gráfica del ingreso medio, por el área del rec-
tángulo que se forma con la abscisa correspondiente al nivel de 
demanda considerado y la ordenada correspondiente en la gráfica del 
ingreso medio, que es la curva de demanda. Ahora, en el capítulo 
anterior vimos que el ingreso total era igual a la integral del 
ingreso marginal cuando'este es una función continua de la cantidad 
demandada. Entonces, el ingreso total para un nivel de demanda dado 
X «s igual a 3a integral definida de cero a x^ del ingreso marginal, 
OMBea el área entre la curva de I y el eje x de x - 0 a x - XQ. 

Utilizando estos resultados, y graficando en el mismo sistema de 
referencia, el ingreso medio y el ingreso marginal, se obtiene una 
relación geométrica entre los ingresos medio y marginal. De la 
misma manera pueden relacionarse los diferentes pares do conceptos 
medio y marginal que se utilizan en teoría económica, como el ooeto 
medio y el costo marginal'qu® se relaoionan a través del costo total. 

Ejemplo. Supongamos que la ley de demanda para un oierto artioulo 
600 - 10. Oraficar en determinado meroado es dada por« P 

i + 10 
las ourvas de los ingresos medio y marginal en el mismo sistema de 
referencia y determinar el ingreso total gráfioamente de las ourvas 
de los ingresos medio y marginal, para x » 10. 

Soluoión. El ingreso medio es igual al precio P. Entonoes« 
600 

md 

Ahora« I, 

x + 10 
600 x 

- 10. 

x + 10 - 10 x 

ginal I . mg 

Derivando con respecto a x para enoontrar el ingreso mar— 

6000 

** (x + 10)¡ 
- 10 

Ahora, tabulando los ingresos medio y marginal para diferentes 
valores de la oantidad demandada, s© obtiene la figura 9,12, 

X 0 5 10 50 

*md 30 20 0 

I 
JSR 

50 16.67 5 -
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Entonces), el ingreso total ouando la oantidad demandada 
X » 10 es igual al 

a) el área del reotángulo anohurado a 45° obtenida de la 
curva del ingreso medio - 10 x 20 - 200 

t>) .1 área entre la curva del Ingreso marginal y el eje I 
de x - 0 a X - 10, anohurada vertioalmente en la fi-

gura. / . 
,10 ! d l . y 1 0 -éS22 _ 10 dx - 200 

" ¿ m g o \(x * 10)¿ J 

q.R Laves de crecimiento- l e y e s de crecimiento pueden ser 
empíricas, cuando ee ̂  en datos estadísticos, o matemáticas, 
cuando se deducen de condiciones matemáticas específicas Las 
leyes empíricas serán estudiadas en estadística y ahora discutí-
r . L leyes matemáticas importantes en economía. P„a lus rar 
l o B diferentes caso., las leyes de crecimiento serán « " " d a s a l 
capital, pero conclusiones semejantes se atienen al considerar 
crecimiento de otras variables económicas. 
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Interes a i m p l e. Supongamos ,ue un capital C aumenta una 
cantidad constante cada afio, e 8 d e o l r > p r o d u o B ^ ^ ^ 
- a X Porciento. S 1 e l o a p l t a l ^ i o i t t l „„ ^ 
anual es r Cq, entonces I ° J 

Capital de 1 año - C<) f r Co capital despule de 2 dos . C + 2rC 
o o 

Si liaraamos t al tiempo transcurrido, entonces Capital después de 
1 "o» • C, - C + t r C , • o o 

Entonces la ley de crecimiento de un capital a interés simple 
anual e s u«* progresión aritmética cuya diferencia comfin es r 0 , 

O 
CaaoJ. interés compuesto anualmente. Supongamos que un capital 
produce un interés de r porciento compuesto anualmente, es decir, 
ol interés obtenido al final de un año se acucia al capital de 
manera que al año siguiente el interés se aplica sobre el capital 
acumulado. En este caso, a diferencia del anterior, el capital 
aumenta cada año una cantidad variable que depende del tamaño del 
capital acumulado. Llamaremos al interés compuesto anualmente 
£ la tasa efectiva dejntwga. Si el capital inicial es C se 
tiene la siguiente sucesión de capitales acumulados» 

Capital inicial - C j o 
Capital después de un ano - C, « C + r C l o o 

- Cq (1 + r) 

Capital después de 2 años - Cq (l + r) + r C (l + r) 

» Cq (1 + r)2 

Si le llamamos t 1 tiempo transcurrido, intuitivamente se 
deduce que» 

Capital después de años - C^ « C^ (l + r)* 

Puesto que jfc toma valores enteros, se tiene una fórmula que 
se demuestra en álgebra por el primer principio de inducción matemá-
tica. 

Entonces, la ley de oreoimlento C.- - C (l + -r̂ t t o v ^ correspon-



diente a una tasa efeotiva r, (interés compuesto) es una progresión 
geométrica cuya razón es (l + r). 
Ejemplo. Un capital de % 9,600 produce un interés compuesto anual 
de 8$, dentro de cuántos años se triplioará el capital? 

Respuesta. Se tienen los siguientes datos» 

Capital inicial » Cq - 9,600 
tasa efeotiva de interés * r - .08 

la pregunta es» cuándo será c t " 3 0 o
 7 

/ 

C. - C (l + r)* t o r 
C - 9,600 , C. - 28,800 o u 

28fe(XÍ - 9,6P¿ (1.08)* 

(1.08)* - 3 

Aplioando logaritmos i 

•t log 1-08 - log 3 
l o * 3 o - 0.4771 1 L . ^ 1 4 

" - í ^ f u Ó T ~ 0 ^ 3 3 T 334 

Aproximadamente dentro de 14 años se triplicará el capital. 

C w 3. Interés compuesto » veces por aHo. Supongamos aue se desea 
una tasa efeotiva r a determinado capital 0., P - aplicando 

el interés , acumulando ft veces durante el aHo. Si divididos la 
asa efeotiva entre £ > -tenemos una tasa de interés *ue a -

i dará un capital mayor que si apxi 
caria n veces durante el ano no ^ E a t o p u e d e 
carnes la tasa efectiva r una sola ves al ftaal de 
demostrarse comparando los capitales acumulados al final 

en IOB dos casos» 
a ) Capital acumulado al final del afio, aplicando la tasa 

efectiva r una sola vez» 
Ct - CQ (1 + r) (¿J 

i ^ «1 final del año, aplicando una tasa de •b) Capital acumulado al final a« 

•n n periodos W e s t i e K p o ^ ^ ^ ^ 

°t - Co + f ) n © 
... - ® • • — 

°o + '/* ) n>-0 o (l + r) 

dad ; r v n° — - - - — 

.*. < ! • * ) n > l + r 

d e s j ; : r i a n d o por i a iey dei - - -

f > l + r 

/. + (suma de términos positivos) > JU-+"r" 

•*. Suma de términos positivos > 0 

L.C.D.D. 

Entonces, para que el capital acumulado aplicando el interés 
n veces durante el año, sea igual al capital acumulado aplicando 
la tasa de interés compuesto r al final del año, os necesario de-
finir la tasa nominal de interés a de manera que» 

1 + r - íl 
Ahora, despejando s» \ / 

e - n [Ti -»• r)1/" - T ¡ 

ejemplo, si se desea aplicar una tasa efectiva r «• 
a determinado oapital Co, acumulando intereses 2 veces por año, 
«Gonces la tasa nominal será» 

s - 2 gl + .21)1/2 - 7] 

- 2 (1.1 - 1) - 0.20 « 20jo 



Es decir deberá aplicarse una tasa del 10$ 2 veces por año. 
Si C^ - $10,000, el capital aoumulado al final de 4 años será» 

a) aplicando la tasa efectiva r «21$ al final de oada año« 

Ct - Co (1 • r)t 
Sustituyendo» - $10,000 j r - 0.21 j t - 4 « 

C. - 10,000 (1 + 0.21)4 - $21,435,89 (aproximado t ___________ 
a 2 decimales. 

b) aplicando la tasa nominal s - 20$ correspondiente a la 
tasa efectiva de 21$ aplioando intereses dos veces por año» 

Sus tituyendo Cq - $10,000 j s - 0.20 ; n - 2 j t - 4 » 
o 

C - 10,000 (1 + 0.10) - $21,435.89 aproximado a t 
2 decimales. I 
Q-Q L». fuerza de interés. Supongamos que se desea aplioar el 
interés continuamente al capital Cq de manera que el capital 
aoumulado al final del año sea igual al capital acumulado que 
resulta al aplicar la tasa efectiva r una sola vez al final del 
ano. Entonces, debemos considerar una tasa nominal correspon-
diente a la aplicación de los intereses un número infinito de 
veces durante el año. Para esto definiremos la fuerza de 
interés u de manera que» 

/ u \n 1 + p - lim (1 + ~ ) 
n 05 

Ahora, el límite del lado derecho de la ecuación es igual 

a eU porque» u 

lim ( l * f > B - U - [ U + K / U ] " *U 

. n 00 n -o 00 L 

definición» e - lim (1 + n ; n -í> co 

ronces» l + r » e \ s e a u - ln (l + r), y el capital 
acumulado después de t años correspondiente a una tasa efectxva r, 

pero aplicando los intereses continuamente, será» 

c w „ ut 
zzzJ—JL-l n d 9 l a f u e r z a d Q interés u - ln (l + r) 

Hemos deducido una función continua de t para calcular el capital 
acumulado en cualquier instante, correspondiente a una tasa efectiva 
de interés compuesto anualmente r. 

Derivando Ct con respecto a t, encontramos que la razón de 
aumento de C es proporcional a C 1 

t 
d C+ 
I T (co • i u 

Sustituyendo C. «. C e u t 
t o 

— « u 0j. 
d t 

Ahora, si una cantidad aumenta a una razón proporcional u si 
misma, entonces podemos demostrar que la ley de crecimiento es una 
función exponencial. S0a, x la cantidad que aumenta de manera que» 

d x , 
I T " k x 

Dividiendo la eou&oión entre x y multiplicando por d t. 

d x . , , — » k d t 

Integrando ambos lados* 

ln x - k t + C 
Para determinar C, supongamos x » xq cuando t • 0. Entonces» 

ln x « C o 
Sustituyendo* l n x « k t + lnx Q 

.*. ln x - ln x » k t 1 ln o x * - * t o 



Aplioando anti-logaritmos» 

x k t — « e 
.. Zo 

kt .. x - xo ® 

9.10 Modelo de Homar sobre la deuda públioa. Supongamos que 
•1 Ingreso naoional de un país aumenta a una velocidad constante ( v e Í ^ <» «O 
y que la deuda pública aumenta una fracoión constante del ingreso 
naoional. Para analizar el comportamiento de la deuda públioa a 
través del tiempo, consideremos la siguiente notaoión» 

1 
T - Ingreso naoional al prinoipio de un periodo determinado, o 
Y^ Ingreso nacional después de t_ años. 

D - Deuda públioa inicial, o 
D. « Deuda públioa, después de t, años. » 

- Fracoión del ingreso naoional correspondiente a deuda 
públioa. 

r - Velocidad de aumento relativo del ingreso nacional. 

El ingreso naoional después de ± años es dado por» 

. Y e r t t o 

Entonces, la deuda públioa después de t años serái 

D. » D + T d t 
* ° 0 

- »0 + c < Yo C x 

Bt - D o + - 1 1 

Para comparar el Valor de la deuda públioa acumulada des-
pués de t años, con el <n*reso naoional después ds t afios, oonsi-
deremos la razón entre D^ y Y^« 

D > Y t o , ̂  o / rt x 
rT ~ (e - 1 } 

Sustituyendo» YA » Y e t o 
rt 

\ gcL. t ^ -
Yt Yft ert * T 7 " ert 

o 

Ahora, cuando t tiende a infinito» 

K ¡ D \ ^ lim ~ l i m + lira (l -
t -oo *t t -.oo \Y o ert ) r t -oo 

O + r 

r 

Es deoir, el cociente de la deuda públioa entre el ingreso 
nacional, cuando J; tiende a infinito, depende del valor de la 
fracción del ingreso naoional que aumenta la deuda públioa y de la 
velooidad de aumento del ingreso nacional x. 

Kjeroioio 33. 

Tema» Integral definida. Interpretación geométrica. 

1. Enoontrar el valor de las siguientes integrales definidas» 

1.1 / 3 (x2 - 3x + 10) dx 1.2 / 3 & 
1 1 

1.3 f1 JÜL. 1.4 / 4 (x2 - 4) d 
O O I 
,.1 x i ¿ A d x 1.5 r ex d x 1.6 f - 2 7 -n O e 

x 

1 .7 ... - 1.8 f - Ü 
o VT^x" 1 - 8 



' 2 
1.9 I 9 (x - l)1'3 d X 1.10 f 1 

2 -1 x + ¿ 

1.11 - 4 - K ~ i a 2 ^ (x • 2) d x 

2. Aplicando la definición, demostrar las siguientes igualdades« 

2.1 J a f (x) d x - 0 
a * 

2.2 f (x) d x - - / a f (x) d x 
a b 

2.3 f (x) d x - /° f (x) d x + f (x) d x a a o 

3. Evaluar las siguientes integrales definidas. Graficar • 
interpretar geométricamente el valor de la integral definida» 

-3.1 / 3 (-* + 3) 4 x 3.2 f2 (x + 1) d x 
1 o 

. 3.3 Z 4 x2 d x 3.4 r 1 ®2X 4 * 
1 ~2 

3.5 Z 1
 x 3.6 /• l n x d x 

0 1 

Er1eroiolo 34«. 
Tema» Sumas de Riemarm. Areas. 

1. Caloular las sumas superior e inferior de f (x) - 2x - 1 
correspondientes a una partición uniforme del intervalo [0.5, 5 ] 
oon una longitud de los sub-intervalo* de 0.5, (*ase de los rectán-
gulos). Graficar y comparar los valores de las sumas superior e 
inferior con el área entre la curva de f (x) y el eje x calculada 

por geometría. ^ 
2. Encontrar la» sumas superior e .Inferior de f (i) - x - X 

+ 1 correspondientes a una partición uniforme del intervalo \0, 2J 
oon una longitud de los suWintorvalos de 0.5. Graficar cada una d. 
las sumas. Caloular el área bajo la curva de f (x) como la integral 

definida de 0 a 2 de f (x) y compararla con las sumas encontradas. 

3. Verificar que el área bajo la curva de f (x) - 5 de x - 1 
a i " 4 8 8 l g U a l a l a s s"raaa superior e inferior de la función co-
rrespondiente a una partición uniforme del intervalo oon longitud 
de sub-intervalos igual a uno. 

4. Demostrar que si f (x) - 0, entonces la suma general de 
Riemann correspondiente a una partición cualquiera Pn - {a - xo, x ^ 
X2» xn " b } 0 8 if^&l al área entre la ourva de f (x) y ll eje 
x en el intervalo de x - a a x - b. (o >0). 

5. Encontrar el área entre la ourva de la siguiente funoión 
y ©1 eje x en el¡ intervalo indicado. Graficar» 

5.1 f (x) - x3 - x + 1 de x - 1 a x - 3 
1 2 5.2 f (x) - x + 4 de x - 0 a x - 3 

5.3 f (x) « 1 - x2 de x » 0 a x « 1 

5.4 f (x) - x2 - 2x - 3 de x - -3 a x - 5 

5.5 f (x) « ex de x - 0 a x - 2 

5.6 f (x) « x3 de x - -2 a x - 2 

5.7 f (x) - - — - T " d e x - O a x - e - 1 

% 8 f (x) (x + 6)1/2 de x - -5 a x - 3 

6. Enoontrar el área entre la curva de la siguiente ooua-
oión y el eje % en el intervalo indicado. Orafioar. 

2 

6.1 y - 9 - x d e y « 0 a y - 5 

6.2 x - y2 • 2x - 35 de y - 3 a y - 6 

6.3 x • y - 4 d e y - 2 a y - 5 

Ejeroioio 35. 

Tema» Integrales impropios. Interpretación geométrica. 

1. Determinar si los siguientes integrales impropios existen 
y cuando este sea el caso, enoontrar su valor. Orafioar e interpre-
tar geométricamente el resultado» 



1 . 1 / 3 T - h 1 .a z 3 J l A f 
1 0 / 1 2 - 9 

1.3 z 1 m X d X 1.4 Z 1 - V " 
o O x 

1 C fl d * i 6 r2 2 x d x 
1.5 / T- ' i 2 , 

-1 i 3 O X - 4 

1.7 / 00 ex d x 1.8 7° ex d x 
o 

1.9 / 00 x e-* d x 1.10 / 00 (x • 4)1/2 d x 
o ° 

1 > u ji I.» z 2 ^ V } " 
-1 x — 1 O 

1.13 f « 3 X d x 1.14 r H -oo x 

2. Demostrar que / 3 d * o" no existe y comprobar que si se 
0 (x - 1) 

evalúa la integral definida sin tomar en ouenta el punto de dis-
continuidad en x - 1, entonces se obtiene un resultado absurdo. 
Orafioar. 

3. Demostrar 4ue ta * 4 x no ezlste. Orafioar e interpretar 

•1 resultado geométricamente. 

Ejercicio 36. 
Tema». Aplicaciones del oáloulo integral a eoonomla. 

V X Supongamos ,ue en la produco!«* de oierto artículo, el ingreso 
marginal I « t i dado por la siguiente ley. 

B g
 x . _¿220 _ 1 5 . 

»6 (i + 4) 

a) centrar la funoiín del ingreso total It, suponiendo ,ue 

I • 0 cuando x - 0. Orafioar. 
b) Encontrar la ley de demanda correspondiente. 

c) Orafioar el Ingreso medio y el ingreso marginal en 
el mismo sistema de coordenada«, „„„hurando las áreas corres. -
pendientes al ingreso total obtenido de cada una de las curvas, 
para un nivel dado de demanda. 

2. Supongamos que en la producción de oierto articulo, el costo 
marginal C ^ está dado por la siguiente ley» 

C m g " 2 x + 13 

a) Encontrar el costo total y el costo medio suponiendo 
que el oosto total es cero cuando x « 0. 

b) Orafioar los costos medio y marginal en el mismo sis-
tema de coordenadas y verificar que el área entre la curva del 
oosto marginal y el eje x, de x - 0 a x - 3.5, es igual a 3.5 
por el costo medio para x » 3.5. 

3. ün oapita o $100,OvO produce un interés compuesto anual-
mente de lO^o 

a) Encontrar una fórmula para determinar el capital acumu-
lado y enoontrar su valor cuando t - 10 años. 

b) Supongamos que se desea aplicar el interés mensualmente 
de manera que el efeoto sobre el capital sea el mismo que el que 
produoe la tasa efectiva de interés anual del 10?6. Enoontrar la 
tasa nominal de interés anual y determinar una fórmula para el 
oapital acumulado después de jfc años. Enoontrar el capital aoumu*. 
lado para t « 10 anos y verificar con el resultado del inciso (a). 

o) Enoontrar la fuerza de interés y determinar tina función 
continua del tiempo _t para el capital acumulado. Enoontrar el 
oapital acumulado para t « 10 años y verificar con los resultados 
anteriores. 

Botai Se pueden utilizar logaritmos para los cáloulos numéricos. 

4* Supongamos que el ingreso nacional de un país al principio de un 
periodo determinado es Y - 100 millones de pesos. La deuda pública D o 
aumenta anualmente^ del ingreso nacional Yt. Si la velooidad de 



aumento relativo del Ingreso nacional «a constante e igual a 
0,20, enoontrar una fórmula para oaloular la deuda pública 
después de t afíos. Verificar que la raeón entre T^ y D^ tiende 

a -g- ouando t_ tiende a infinitó. 

CAPITULO 10 

SERIES 

10>1 Secuenoias« Al iniciar el estudio del oáloulo infinitesimal, 
se definió el concepto de seouenoia como una función discreta de una 
variable cuyo dominio es el conjunto de los enteros positivos* 

Definamos ahora el concepto de secuencia da la siguiente 
maneras 

Def. Una seouenbia es una sucesión de números, ordenados 
de acuerdo con una ley determinada* 

A los números que forman una secuencia se les llama térmi-
nos do la secuencia» Las secuenoias pueden ser finitas o infini-
tas do acuerdo con que el número de términos sea finito o infinito» 
Por ejemplos a) 1,' 3, 5, • 15 os una secuencia finita que 
corresponde a una progresión aritmética de 8 términos» 

2 3 n 
b) x> i- f í- f , =- , . * • es una seouenoia 

' 21 3! 

infinita en la que el término número n es igual a ̂ y donde n I -

(n) (n - 1) (n - 2) (2) (l). Cuando una seouenoia es infi-
nita, puede representarse por el enésimo término, que proporciona 



aumento relativo del Ingreso nacional «a constante e igual a 
0,20, enoontrar una fórmula para oaloular la deuda pública 
después de t afíos* Verificar que la raeón entre T^ y D^ tiende 

a -g- ouando t_ tiende a infinitó. 

CAPITULO 10 

SERIES 

10>1 Secuenoias. Al iniciar el estudio del oáloulo infinitesimal, 
se definió el concepto de seouenoia como una función discreta de una 
variable cuyo dominio es el conjunto de los enteros positivos* 

Definamos ahora el concepto de secuencia da la siguiente 
maneras 

Def. Una seouenbia es una sucesión de números, ordenados 
de acuerdo con una ley determinada* 

A los números que forman una secuencia se les llama térmi-
nos do la secuencia* Las secuenoias pueden ser finitas o infini-
tas do acuerdo con que el número de términos sea finito o infinito» 
Por ejemplos a) 1,' 3, 5, • 15 os una secuencia finita que 
corresponde a una progresión aritmética de 8 términos» 

2 3 n 
b) x> i- f í- ^ , «o una seouenoia 

' 21 3! 

infinita en la que el término número n es igual a ̂ y donde n I -

(n) (n - 1) (n - 2) (2) (l). Cuando una seouenoia es infi-
nita, puede representarse por el enésimo término, que proporciona 



la ley de formación de los términos de la secuencia. En nuestro 
ejemplos 

X n l . xZ ¿ 
n « i T T ' I T " ' T T ' 

En álgebra se han estudiado algunas seouencias finitas in-
teresantes, como son las progresiones. Ahora dedicaremos especial 
atenoión a las seouenoias infinitas que representaremos por la 
siguiente expresión general» 

j u n j " V V u 3 ' V 

Clasificación. Tomando en cuenta la relaoión entre sus términos, 
las seouenoias se olasifioan de la siguiente manera» 

a) Secuencia monótona precíente, ouando cada término es 

mayor que el anterior. 
d e o r e c l e n t e * o u a n d o o a d a t 6 r m i n o ®B 

menor que el anterior. 

En símbolos, la secuencia ̂ ujes monótona creciente si ̂  < 

u 2 < u3 <. 

La secuencia es «*n*+.nn«t decreciente si ̂  > Ug > % > « . . . 

Ejemplos t a) i fl- 2, 22, 23, 24, ..... 
^ ^ . 2, 4, 8, 16, es monótona oreoiente. 

f 1 1 1 1 1 
*) [ y " j " 19 2 • 3 ' 4 

, ..••••• es monótona de-

creciente. 

De acuerdo con el limite del enísimo término ouando n 
tiendo a infinito, las eeouenoiae a. clasifican de la siguients 
manera. Secu^ncia^onver^ Una secuencia infinita es con-
vergente T T ^ ^ ^ *ende a Un número finito ouando n 

tiende a infinito* 

En símbolos» u e s convergente si» 

lim u - A (finito) 
n OD n 

Secuencia divergente. Una secuencia es divergente si 
BUS términos no tienen un límite definido ouando n tiende a 
infinito. En otras palabras, una secuencia es divergente si no 
es convergente. Nótese que una secuencia puede ser divergente 
Porque su enésimo término tienda a infinito o menos infinito 
ouando n tiende a'infinito o porque no exista un limite deter-
minado de acuerdo icón la ley de formación de los términos. 
Consideremos algunos ejemplos» 

1. La secuencia» ijn2J. 1, 4, 9, 16, ... es divergente porque 
lim n 2 •« 00 i . 

n - j . 00 

2. La secuencia {(-l)*} ® -1, 1, -1, 1, es divergente 
porque lim (-l)n no existe. En este oaso los términos toman 

00 

los valores alternados l y -1 sin tender a un límite definido 

3. La .eouencia + - ̂  , ̂  , , .... es convergente 

porque» lim (2 + ~ ) « 2 
n ->00 

Definamos ahora el oonoepto de serie. 

10.2 Series. Una serie es la suma indioada de los términos de 
una secuencia. En símbolos, la expresión general de una serie 
es la siguiente» 

k m \ \ • U1 + u2 + u3 + + ^ • 

Una serie puede ser finita o infinita de acuerdo con que 
el número de términos sea finito o infinito. Por ejemplo» 



4 Ir 
1. La serie E 2 « 1 + 2 + 4 + 8 • 16 es finita y oorrea-

k - 0 
ponàe a la suma de una progresión goométrioa de 5 términos. 

es una serie 
- 1 2 — H -

infinita. 

00 « i i 
2. La serie l — r - l + ¿ + ¡ + 

n - 1 4 2 

Dedioaremos especial atención a las series infinitas que 
son las que resultan interesantes según se verá después. Para 
definir los conceptos fundamentales de convergencia y divergencia 
de una serie infinita, es conveniente estableoer primeramente el 
oonoepto de suma parcial. Consideremos la expresión general de 
una serie infinita! 

oo 
E u v - u 1 + u 2 + *fun'f 

k - 1 
Ahora, las sumas parciales se definen de la siguiente manera» 

Primera suma parcial » - u^. 

Segunda suma parcial - • u^ + Ug. 

Tercera suma paroial « S^ - ux + Ug + uy 

Enésima suma paroial - Sn - «i • «2 * u3. * 

De acuerdo con éstas definiciones, el número de sumas par-
ciales de una serie infinita, es infinito y la ley de formación 
de las sumas parciales está dada por» 

21 
S - E u 
n k - 1 " 

Consideremos ahora la secuencia de sumas parolaie« para de, 

finir convergono ia y divergencia de una serie, 

{S«}" ^ S2' S3 Sn 
Una serie es convergente si la secuencia de sus sumas Par-

a : °°nVergente- S « i e « divergente si la 
de sue sumas parciales es divergente. 

Determinar si la siguiente serie es convergente o di-
vergente» 

oo 
k f 1 k " 1 + 2 + 3 + 4 + + n + 

Solución» 
Sumas parciales» Sl " ̂  

S2 " 1 + 2 - 3 
S 3 » i + 2 + 3 » 6 
S4 - 1 + 2 4 - 3 + 4 . 1 0 

Sn - 1 + 2 + 3 + 4 + n • -n ( n + 1) 2 
: : 
• ! • 

La ley de formación Sn . a ~ ( y l) ea l a s w n a d e l p - p r i -

meros n enteros positivos y se obtiene de la suma de una progre-
sión aritmética o se demuestra por inducción en álgebra. 

Entonces, la secuencia do sumas parólales es la siguiente» 

( n j ^ . i, 3, 6, 10 JL^L:til 

Ahora» 
li® n (n + l) „ qj # Entonces la seouenoia de sumas 

n—^ oo 
parciales es divergente y por lo tanto la serie considerada es 
div r.qente. ' 



Observáolón. Para determinar a partir de la definición, si una 
serie infinita es convergente o divergente, es necesario enoon-' 
trar la ley de formación de la secuencia de sumas parólales. En 
el ejemplo que acabamos de considerar, obtuvimos la ley de for-
mación de la secuencia de sumas parciales, porque se trataba de 
la suma d© los términos de una progresión aritmética para la cual 
se tiene mía fórmula algebraica. Sin embargo, con excepción de 
algunos oasos particulares como el de nuestro ejemplo, no es po-
sible establecer la ley de formación de la secuencia de sumas 
paroiales para determinar si la serie es convergente o divergente, 
a pa- ir de la definición. Entonces, es necesario deducir pruebas 
indirectas y criterios especiales para determinar si una serie es 
convergente o divergente» 

10.3 La serie geométrica. Antes de discutir métodos indirectos 
para la determinación de la convergencia o divergencia deuna 
serie, consideremos el caso particular de la serie geométrica, 
que es do especial importancia en el estudio de series y en teoría 
ooonómioa«. 

Al estudiar progresiones en álgebra, se definió la progre-
sión geométrica como una sucesión de números tales que cada tér-
mino, después del primero, se enouentra multiplicando al anterior 
por urv ~<uitidad constante llamada razón. En símbolos, si 
llamaba a al primer término y r a la razón, entonoes la forma 
general do la progresión geométrica es la siguiente seouenoiat 

a? ar, ar , -, a r 

Consideremos la serie infinita asociada a una progresión 
geométrica infinitat 

00 n 1 2 £ a r - a + a r + a r + 
n « 1 

La enésima suma parcial es: 2 . n-1 S n - s + a r + a r +......+ a r Q 

Multiplicando por x_ arabos lados de la ecuaoión ^ ^ i 
2 r S - a r + a r + a rJ + T i 

+ a r""1 + a rn © 
Ahora, restando (2) de (T) , se tiene 1 

5 - r B - a - a r11 
21 n 
3 n (1 - r) - » - a r" . 

Hemos obtenido una fórmula para la enésima suma paroial 
de la serie geométrioa general. Es deoir, la fórmula @ es la 
ley de formaoión de la seouenola de sumas paroiales. Entonoes, 
de acuerdo oon la definición, la serie geométrioa será convergente 
cuando el limite de Sr cuando n tienda a infinito, sea un número 
finito. 

Ahora) 
lim S^ - lim 

n 00 n —> Qo 
a-ar 
1 - r 

En esta expresión a y r permanecen constantes en cada caso 
particular, mientras que n varia tendiendo a infinito. Entonces, 
apilado los teoremas de limites Í^ _ n llra r

n 

lim S n -
n 00 

a - a lim 
n-»co_ 

1 - r 

Ahora, cuando r > 1, entonoes lirn̂ r11 - 00 y cuando r < -1, 
entonces lim rn no existe. En e s t o s ^ s la serie es divergente. 
Si r es ̂ e r o entre 1 y -1, entonces li» r* - 0 y por lo tanto, 

l l m s . _ J L _ (finito). Es deoir, la serie geométrioa converge 
n ->a>n 
cuando r es una fracción propia positiva o negativa. 

Ejemplo. La serie geométrica, ? 10 O f i f ^ - 10 • 5 • f + 
es convergente porque la razón es r - l/2 < 1. ^ este ejemplo el 

limito do S n cuando £ tiende a infinito es. 



a 10 10 _ jo 
li» Sn - T T - — - 1 / 2 ' - I T T 2 0 

n ->00 

Se dio« que la seri© converge a 20 porque la suma que cons-
tituye la serie, llamada también el valor de 1» serle puede ao.r-
oarse a 20 todo lo que uno quiera tomando un número de término 
suficientemente grande. 

.^„.Mnnes de la ..^jsSBSSSÍSÍ' fl9rie° 
útiles en el método de comparación para determinar convergencia 
o diverganola de una serie. Este mStcdo lo veremos más adelante. 
Consideremos ahora dos aplicaciones interesantes de la serie geomé-
trioa. 

10.* ».fr q . J H i M f e i « - Cuando un n^ero decimal 
^ Í t i r ^ T I ^ ^ ^ cifra, se repi . indefi-
„Idamente un grupo determinado de cifras, entonces - . a m a 
decimal periódico Infinito. Todos los decimales periódicos infi-
nitos provienen de una fracción formada por el cociente e £ 
.»teros. *ara encontrar Xa fracción de aue provien.und.om 
periódica infinito, se descompone en una serie con el ri» r ór-
l i conteniendo a Xa parte no periódica del número , los demás 
conteniendo cada uno, un grupo de las cifras ,ue se repiten. 

tt^ Encontrar la fracción de ,ue proviene el número 0 . 2 ^ 5 

BoluciÓn. En este caso Xa periodicidad empiesa desde Xa primera oi-
^ p o que se repite es el gonces, 

0.252525...... - 0.25 + 0.0025 + 0.000025 

U serie geométrica infinita *ue resulta, tiene como primer 
tórmino a ^ U es r - 0.01. Como la ra,ón es menor 

- ~ " o.Oí 0 ^ 9 99 

Kste resultado es correcto , puede comprobarse haciendo Xa 

división, -ff" • O.252525 

Ejemplo,2. Encontrar la fracción de que proviene el número i 
1.4270270270' 

e 
Solución. El grupo de oifras que se repiten es 270. Entonces des-
componemos el número de la siguiente manera» 
1.4270270270 - 1.4 + 0.0270 + 0.0000270 + 0.000000270 + .. 

A partir del segundo sumando tenemos una serie geométrica 
donde a « 0.0270 y r - 0.001. Esta serie es convergente porque ' 
r < 1 y su valor es» 

lim S , ... * •• .. —gAgISL 0,0270 
n -Nm n 1 " r 1 ~ 0.999 

Entcncws 
1.4270270270 

« J 2 8 . . J 6 1 . 
370 ^ 5 

10.5 El multiplicador. Si una persona dispone de un ingreso de-
terminado y recibe un ingreso extra, entonces gasta una parte de ese 
nuevo ingreso. La fracción del ingreso extra que una persona gasta, 
recibe el nombre d© propensión marginal al consumo, mientras que la 
fraooión del nuevo ingreso, que la persona ahorra, recibe el nombre 

Propensión marginal al ahorro. Consideremos el modelo simple de 
Keynes oon la siguiente notación» 

Y^ - Ingreso inicial $ C » consumo $ S » ahorro. 

Entonces» Y « C + S o 

Ahora, si se llama A y a un aumento del ingreso y ¿ a la 
fraooión deA y que se gasta, se tiene» 

Yq + AY « (C +°t A Y) + [ s + (1 -<<) A y] 

Entonces, ds acuerdo con las definiciones» 

27 
999 37 

« 1.4 + JL 37 
« 5IQ8 + 1 

37 
52.8 
37 



a 10 10 _ jo 
li» Sn - T T - — - 1 / 2 ' - I T T 2 0 

n ->00 

Se dice que la serie converge a 20 porque la suma que cons-
tituye la serie, llamada también el valor de 1» serle puede aoer-
oarse a 20 todo lo que uno quiera tomando un número de término 
suficientemente grande. 

de la ae^eosltíioa. U a series geométrica, son 
útiles en .1 método de comparación para determinar convergencia 
o divergencia de una serie. Este método lo veremos más adelante. 
Consideremos ahora dos aplicaciones interesantes d. la serie geomé-

trioa. 

10.* w q . J H i M f e i « - Cuando un n^ero decimal 
^ Í t i r ^ T I ^ ^ ^ cifra, se repi . indefi-
nidamente un grupo determinado de oifras, entonces - . a m a 
decimal persico infinito. Todos los decimales periédi o* infi-
nitos provienen de una fraooién formada por el cociente e £ 
•nteros. Para encontrar la fraooiín de aue provieneundec» 
periàdico infinito, se descompone en una serie con el ri» r ér-

c conteniendo a la P«*o no perisca del número , los demás 
oonteniendo cada uno, un grupo de las oifras ,ue se repiten. 

i j a à a ^ Encontrar la fraooién de ,ue proviene el número 0 . 2 ^ 5 

BoluciÓn. En este caso 1. periodicidad empie,* desde L primera ci-
^ p o que se repite es el 25- gonces, 

0.252525...... - 0.25 + 0.0025 + 0.000025 

U serie geométrica infinita *ue resulta, tiene como primer 
término. - , - ra.én es r - 0.01. Como la ra,*n es menor 

que . 0 , 1 . — es c o n v e r g e n t e ^ valor.. 

- ~ " o.Oí 0 ^ 9 99 

Sate resultado es oorreoto , puede compro,arse haciendo la 

divisióni -ff" - 0.252525 

Ejemplo.2. Encontrar la fracción de que proviene el número i 
1.4270270270' 

• 

Solución. El grupo de oifras que se repiten es 270. Entonces des-
componemos el número de la siguiente manera» 

1.4270270270 - 1.4 + 0.0270 + 0.0000270 + 0.000000270 + .. 

A partir del segundo sumando tenemos una serie geométrica 
donde a « 0.0270 y r - 0.001. Esta serie es convergente porque ' 
r < 1 y su valor es» 

lim S , ... * •• .. - J b t m . 0,0270 
n -Nm n 1 " r 1 ~ 0-999 

Entcncofcs 
1.4270270270 

« J 2 8 . . J 6 1 . 
370 

10.5 El multiplicador. Si una persona dispone de un ingreso de-
terminado y recibe un ingreso extra, entonces gasta una parte de ese 
nuevo ingreso. La fracción del ingreso extra que una persona gasta, 
recibe el nombre de propensión marginal al consumo, mientras que la 
fraooión del nuevo ingreso, que la persona ahorra, recibe el nombre 

Propensión marginal al ahorro. Consideremos el modelo simple de 
Keynes oon la siguiente notaoión» 

Y^ - Ingreso inicial $ C » consumo $ S » ahorro. 

Entonces» Y « C + S o 

Ahora, si se llama A y a un aumento del ingreso y ¿ a la 
fraooión deA y que se gasta, se tiene» 

Yq + AY « (C +°t A Y) + [ s + (1 - 4 ) A y] 

Entonces, ds acuerdo con las definiciones» 

27 
999 37 

« 1.4 + JL 37 
« 51o8 + 1 

37 
52.8 
37 



propensión marginal al oonsumo -

Propensión marginal al ahorro - 1 -

u propensión marginal al oonsumo es, en general, diferente 
para cada persona. Sin embargo, si se supone que el oonsumo de 
una persona depende únicamente del nivel de su ingreso sin tomar 
,n ouenta los factores que io rodean, como el ingreso de los 
veoinos, eto., entonces puede considerarse que todos los habi-
d a e un ais tienen la misma propensión marginal al consumo 
C o Sames que el ingreso nacional de un pais es T. en un — 
d i el gobierno .vierte una nueva cantidad X 
reouxBOS inactivos. Si la propensión marginal al consumo nació 
8 T entonces las personas que. reciben el dinero I, gastaran 
1 clntidad X I . Abora, las personas que reciban esta cantidad 

X) ^ sucesivamente se gastad can-
I f < 4 x 

suoesivos es una contribución al ingreso nacional « 
la inversión I contribuye en total una cantidad I, dada por 

siguiente expresión» 
t « 1 + 0 « + C<2 I + <<3 1 + 
t 

- I (1 + + 0C2 + ) 

. ( E * * ) ! 
n«0 

u "«.".i*«*«'-» 

. . r l .J£ - —•• " - 1 1 " 
r » oC • 

series geométricas convergen cuando 
„ o m o B demostrado que la - le. r a a 6 n 

l a raEÓn est4 entre cero y un • norIlialmente 
es igual a la propensión marginal a . <^ umo ^ ^ ^ 
e 8 „n número entre coro y uno. i» decir, 
0 < < < < 1 y su valor es« 00 

E 
n^O 

c< n « j^n - r r * 

Entonces, cuando la propensión marginal al oonsumo £< es una 
fraooión propia, lo cual sucede generalmente, la inversión inicial 
sigue un proceso de expansión, porque resulta multiplicada por una 
cantidad , que recibe el nombre de ME1 multiplioador'1 y 

normalmente es mayor que uno* 

Ejemplo. Si la propensión marginal al oonsumo ee o(» 0.68, en-
tonces el multiplioador M será» 

M L. „ -i 3.125 
1 - 0.68 0.32 

Entonces, si ee invierten $1000, el proceso de expansión 
los convierte en $3,125. Nótese que entre mas pequeña sea la pro-
pensión marginal al ahorro 1 - OÍ, el multiplioador Berá más 
grande porque es igual precisamente a la inversa de la propensión 
marginal al ahorro. 

Evaluación de limites. Para determinar la convergencia o diver-
gencia de una serie, generalmente es necesario evaluar limites 
de funoiones de una variable. La evaluación de limites se <̂ ifi-
oulta frecuentemente cuando aparecen formas indeterminadas, que no 
puedan ser eliminadas por las reglas particulares establecidas 
al estudiar límites. Ahora daremos sin demostración, una regla 
de gran utilidad para la eliminación de formas indeterminadas. 

10.6 Re^la de L'Bospital. Supongamos que para x « a, finito o 
infinito. ̂ fU toma la forma indeterminada ~ ó . Entonoes» g\x; o co 

f(x) f' (x) lira • •>• lim —¡4—< siempre que este límite exista. 

La regla de L'Hospital puede aplicarse a una gran variedad 
de formas indeterminadas, como 0.00, 00-00, 0o, etc., las 
cuales peuden ser transformadas en alguna de las formas ~ ó . 

Consideremos algunos ejemplos» 



e
x .. 1 ' Ejemplo Evaluart lim £ 

x H>o x 

Solución. Aplicando los teoremas de limites i 

L Í M ,.?X R 1 » - - J--." 1 « — (INDETERMINADO) 
X O X 2 O O O 

Ahora, aplicando la regla de Inospitali 

lim ¿ - f 1 - lim - co 
x x x-»o 2x 

-, j 2 ln x Ejemplo 2. Evaluar» lim 
x ->oo xr 

Solucióni 
l l m 2 ln x b 2 ln oo, . (indeterminado) 

x ->oo 
¿ co CO 

Aplicando la regla de L'Hospital« 

L I M 2 J Y P . L I M J ^ . LIM 

X ^ o o x3 x->00 3x x ^ o o oo 

E .i empio 3. Evaluar^ - î ^ J 
( 1 X \ JL_ _ 1 — . 00 - 00 (INDETERMINADO) 

SOLUCIÓN. LIM ( - T T X ) O O 
X \ / 

Esta f o r m a indeterminada se transforma en la forma f de la 

siguiente manera» 

Ahora, aplicando la regla de V Hospital» 

l i m L^zJÍ - lim - r ^ - - llm (-x) - - a L — 
x ->1 l n X x -»1 1 / X * -*1 ' 

M i ^ indirectos pam determina la c o n v e r f i e n p i a o i ^ ^ 
^T.erio. Cuando no es posible obtener la ley de formaexon de 

secuencia de sumas parciales, es neoesario determinar la oon-
vergenoia o divergencia de una serie a partir de la ley de for-
mación de loo términos de la serie. Consideremos primeramente 
el siguiente teorema, que nos proporciona un criterio general 
de divergencia. 

oo 
Teorema. Si l a serie infinita E IL es convergente, entonoes 

k-1 k 

lim u « O 
n oo n 

Demostración. Por hipótesis la serie» 
00 
1 \ " U1 * u2 + u3 + + \ * • • * ' G B o o n-k" 1 

vergente. Entonces, de acuerdo oon la definición de conver-
gencia» 

n 
lim S^ « lim R IL « A (finito) 

n ->oo n ^ oo k~l 

Ahora, consideremos las sumas parciales» 

S a - ux + u2 + u3 + + »„_! + ^ 

Sn_l " + "2 + u3 + — + un-l 

Hestando S , de S , se obtiene» n-1 n' 
u » S - S n n n-1 

Aplicando límites ouando n tiende a infinito» 

lim u - lini S - lim 3n , n n n—i n co n oo n -j» oo 

Ahora, las secuenoiae de sumas paroiales Sn y S^ ^ tienden 

al mismo límite A cuando n tiende a infinito porque S^ ^ toma los 
mismos valores que S^ desplazados un lugar hacia atrás. Esto se 
deduce de la siguiente tabla» 



n 

n u. U1 + U2 ul + u2 + u3 • ooooooo 

n - 1 

n-1 

k®l 

n 

n 
E u. 
k-1 K 

s o o o o o o 

n-1 u. U1 + u2 
n=2 
S 
k«l 

n-1 

k •« 1 

Entonces, lim S n - lia S ^ - A y por lo tantos 
n -£>00 n ->oo 

lim u n » A - A » O 
n -$»oo 

LoCOD.D. 

Este teorema estableo® una condición necesaria para conver-
gencia, es decirs si el enésimo término ufa no tiende a cero cuando 
» tiende a infinito, entonces la serie es divergente. Sin embargo, 
esta condición no es suficiente para decidir que la serie es con-
vergente porque si lim U r - O, la serie puede ser divergente, 

n ->eo , f 
como en el caso de la serie armónica que veremos despues. Lo 
importante del teorema es qiie nos proporciona el siguientes 

1H7 n-ritario de divergencia o Si el limite del enésimo término de 
~ serie, es diferente de cero cuando n tiende a infinito, enton-
ces la serie es divergente0 En sábelos 8 

co 
Si lim \ Oj entonces I < V divergente, 

n 

8j wlo_l. Determinar si la simiente serie es convergente o di-

vergente % 
oo i 2 ** 4 r — ® — + t + V + O + o o o o o . o o « 
\ 2n + 1 3 5 7 9 n>a 1 

269 

Solución. El enésimo término es dado por la ley de formación« 

n u w. -& 2n + 1 

Aplicando límites cuando n tiende a oo s 

lim -g- (indeterminado) 
n «£co 

Por la regla de L'Hospitals 

Entonces la serie es divergente porque el enésimo término 
no tiende a cero cuando n tiende a infinito. 

Principios fundamentales0 Las pruebas de convergencia y diver-
gencia d© series, que serán establecidas a continuación, se 
apoyan en los siguientes principios fundamentalesx 

Ij La convergencia o divergencia de una serie no se altera 
si se suprime un número finito de sus términos. Es decir, sit 

co 
* ®k * al * a2 + + + «»41 + ®lí+2 + ••••• 6 8 o o n-k»l 

c© 
vergente, entonces £ 9, » + a-,« + .....oo también es 

WT+1 K J*+A a ¿ 

oonvergente9 para cualquier J finito. De la misma manera, si 
00 00 
£ 8, es divergente, entonces £ a. también es divergente, 

k-1 K kpH+1 
para cualquier Jí finito o 

(2^) La convergencia o divergencia de una serie no se al-
tera, si todos los términos de la serie se multiplican por un 
número finito c ¿ 0«, 

00 co 
Es decir, si £ a. es convergente, entonces £ o a^ también 

k-1 k-1 



n 

n u. U1 + U2 W * 3 • ooooooo 

n - 1 

n-1 

k®l 

n 

n 
E u. 

k-1 K 
s o o o o o o 

n-1 u. U1 + u2 
n=2 
S 

k«l 

n-1 

k •« 1 

Entonces, lim S n - lia S ^ - A y por lo tantos 
n -£>00 n ->00 

lim u n » A - A » 0 
n -$»00 

LoCOD.D. 

Este teorema establece una condición necesaria para conver-
gencia, es decirs si el enésimo término ufa no tiende a cero cuando 
» tiende a infinito, entonces la serie es divergente. Sin embargo, 
esta condición no es suficiente para decidir que la serie es con-
vergente porque si lim u R - 0, la serie puede ser divergente, 

n ->eo , f 
como en el caso de la serie armónica que veremos despues. Lo 
importante del teorema es qiie nos proporciona el siguientes 

m 7 Altarlo de divergencia. Si el limite del enésimo término de 
~ serie, es diferente de cero cuando n tiende a infinito, enton-
ces la serie es divergente» En sábelos8 

co 
Si lim \ Oj entonces I < V divergente, 

n 

8J W1._1. Determinar si la simiente serie es convergente o di-

vergente % 
00 i 2 ** 4 r — ® — + t + V + o + 00000.00. 
\ 2n + 1 3 5 7 9 n>a 1 

269 

Solución. El enésimo término es dado por la ley de formación« 

n u w. -& 211 + 1 

Aplicando límites cuando n tiende a 00 « 

lim (indeterminado) 
n J^GO 

Por la regla de L'Hospital« 

Entonces la serie es divergente porque el enésimo término 
no tiende a cero cuando n tiende a infinito. 

Principios fundamentales. Las pruebas de convergencia y diver-
gencia d© series, que serán establecidas a continuación, se 
apoyan en los siguientes principios fundamentalesj 

Ij La convergencia o divergencia de una serie no se altera 
si se suprime un número finito de sus términos. Es deoir, si« 

00 
* ®k * al * a2 + + * «»41 + ®lí+2 + ••••• 6 8 o o n-

00 
vergente, entonces £ 9, » + a-.,, + «•••••• también es 

WT+1 K J*+A a ¿ 

oonvergente9 para cualquier J finito. De la misma manera, si 
00 00 
£ 8, es divergente, entonces £ a. también es divergente, 

k-1 K kpH+1 
para cualquier Jí finito o 

(2^) La convergencia o divergencia de una serie no se al-
tera, si todos los términos de la serie se multiplican por un 
número finito o / 0. 

00 co 
Es deoir, si £ a. es convergente, entonces £ o a^ también 

k-1 k-1 



.8 convergente9 para cualquier o i o finito. De la misma manara, 

•i Z es divergente, entonces l o aJc también se divergente 
k-1 M 

para oualquier o / o. 

0 Si una secuencia infinita {sjts monótona creciente, 
pero todos sus términos son menores o Ízales que un número fi-
nito 8, entonoes lim S « S y por lo tanto la aeou^oia ^ 
convergente, fin Siglos, .1 es tal que S, < S2 < 83 < ... 

y S k 4 S (finito para todo k - 1, 2, 3, e n t o n" 
ees lim Sr ̂  So 

n -»00 

@ Si una seouenoia infinita js^j «a monótona decreciente, 

pero todos sus téraino. son mayores o Iguales que un número B, 

entonces lim S n > B . En símbolos, si|s n}es tal que ^ > S£ > 
n ->00 

S3 > y 3 k > B para .todo k - 1, 2, 3 ...... entonces 

lia S n > B . 
n—> 0 0 

«-i,., positivos. Las serie, de términos positivos 

son series de la forma ? ^ con ^ > e para todo k - 1. 2, 3, 

Las pruebas .^importantes para determinar la conver-
s ó l a o divergencia de una serie de términos positivos, son 

lfcS siguientes i 

comparación. U serie infinita de términos 

,ü3itivos J T a, es convergente, si cada uno de sus términos es 

menor o j T l \ u . el correspondiente término de una serie conocida 
como oonvergente. La serie ser* divergente, si cada uno d sus 
términos es mayor o igual que lo. correspondientes términos de 
una serie oonooida oomo divergente. 

271. 

Demostración. 
. co 

aj Supongamos que la serie E bk es oonvergente y que 
oo la serie de términos positivos £ a. es tal que a, < b, para 

k-1 * * " k 

todo k - 1, 2, 3 .ceo 

Entonces« s
n - + * 2

 + + an < ^ + bg + .... + ba 

oo 
Si la serie E b. converge a B { entonoest 

k-1 * 

+ ^2 + 0 0 0 9 0 + \ < B y P ° r 1 0 "fcanto t 

Sn " al + a2 * 0 0 0 0 0 * a n ^ B (finito). 

Ahora, la seouenoia de sumas parólales i S i es monótona 
oo L nJ 

oreoiente porque la serie ̂  ^ «s de términos positivos* 

Además S es menor que el número finito B9 para todo n. En-n 00 
tonoes, lim S ^ B y la serie E a es convergente. 

n ->oo k-1 * 
(Por el prinoipio fundamental (3) )• 

00 
b) Supongamos que la serie de términos positivos E h. 

• fc» 1 * 
00 

es divergente y que la serie de términos positivos E a. es 
k-1 * 

tal que a^ para todo k « 1, 2, 3, •«>«,•. Entonces« 

Sn " al * a2 * •0B0° + an > *1 * *2 + 000°- + \ " Tn 

•• S n > T n 
00 

Ahora, la serie E b, es divergente y de términos 
k-1 * 

positivos. Entonoes lim - 00 y por lo tanto, lira Sn - 00. 
n ->00 1 =>00 

(por el prinoipio fundamental (4) ) 



Entonces, la serie E a. es divergente. 
k-1 

Observación. De acuerdo oon el principio fundamental ® , la 
comparación de las series puede hacerse eliminando cualquier 
número finito de términoso Entonces la prueba es igualmente 
válida si la comparación se hace a partir de cierto término 
ajj, para cualquier N finito. 
Ejemplos Determinar si la siguiente serie es convergente o 
divergentes 

n»l n á 5 

Solución. Comparemos esta serie con la serie geométrica de 
razón r - l/2, aue es convergente« 

oo -i i 1 , 1 . 

n«l 2 2 2 2 4 

Simplificando ambas seriess 
o© i l 1 1 . i • 1 + — + + — * .. o o o o o 

nn 4 27 256 

T _JL _ A + A + A + - A - + ....... n-x 2* 2 4 8 16 . • 
00 T _ 

^ -i r -s— son menores que ios Los términos de la serie E a son n*l n w i 
correspondientes términos de la serie convergente ^ ^ , 

. partir d.l tercer término. Entonces la serie 

00 -i 
r «¿L- es convergente. \ n n»l n 

TT, Prueba del INTEGRAL- ( D «aclaurin. 1698-1746). 

Sea f (n) - V donde an es el enésimo término de la serie 

d . términos positivos t V Si f W es - a £l»oi6n posi-
n-1 

tiva y decreciente para todo x mayor que un entero positivo c, 
entonces 8 

o© 
a) La serie E aR es convergente si el integral im-

n«l 
propio / °°f (x) d x es convergente, es decir, si es igual a 
un número finito A. 

co 
b) La serie E aR ee divergente si el integral im-

n»l 
propio f 00 f (x) d x « co . 

o 

Demostración, a) Consideremos la gráfica de una funoión que 
•atisfaoe las condiciones del teorema» 

Sea la partición uniforme* del—intervalo c ̂  i + n 
oon sub-intervalos de longitud uno, como indica la figura 10.1. 
El área anchurada es la suma inferior S# (n) d* f (x) oorres-
pondiente a Pn. Además S# (n) - f (c + l) + |f (c + 2) + 

o+n c+n 
+ f (o + n) E f (x) - E a, „ 

fc«c+l k-c+1 



Entonces, la serie E a. es divergente. 
k-1 

Observación. De acuerdo con el principio fundamental ® , le 
comparación de las series puede hacerse eliminando cualquier 
número finito de términos«, Entonces la prueba es igualmente 
válida si la comparación se hace a partir de cierto término 
ajj, para cualquier N finito. 
Ejemplo» Determinar si la siguiente serie es convergente o 

divergente» 

n»l n á 5 
Solución. Comparemos esta serie con la serie geométrica de 
rasón r - l / 2 , que es convergente» 

oo -i i 1 , 1 * 

n«l 2 2 2 2 

Simplificando amba® seriess 
o© i 1 1 1 . i • 1 + + + — * .. o o o o o 

nn 4 27 256 

T _JL _ A + A + A + - A - + „.„.... n-x 2 4 8 16 . • 
00 T _ 

^ -i r -s— son menores que ios Los términos de la serie E a son n»l n w i 
correspondientes términos de la serie convergente ^ ¿ n , 

. partir del tercer término. Entonces la serie 

00 -i 
r es convergente. 
\ n n»l n 

, W |o TT, Prueba del integral- (d «aclaurin. 1698-1746). 

Sea f (n) - V donde an es el enésimo término de la serie 

d . términos positivos t V Si f W es ̂ a funoién posi-
n-1 

tiva y decreciente para todo x mayor que un entero positivo c, 
entonces« 

o© 
a) La serie E aR es convergente si el integral im-

n«l 
propio / °°f (x) d x es convergente, es decir, si es igual a 
un número finito A. 

co 
b) La serie E aR es divergente si el integral im-

n»l 
propio f 00 f (x) d x « oo . 

o 

Demostración, a) Consideremos la gráfica de una funoión que 
satisface las condiciones del teorema» 

Sea la partición uniforme- del--intervalo c i + n 
oon sub-intervalos de longitud uno, como indica la figura 10.1. 
El área anchurada es la suma inferior S# (n) de f (x) corres-
pondiente a Pn. Además S# (n) - f (c + l) + |f (c + 2) + 

c+n c+n 
+ f (o + n) E f (x) « E a, „ 

-fc-c+1 k-c+1 



Es decir, la suma inferior S# (n) es la enésima suma 
. S° „ que resulta do eliminar los parcial de la serie !. \ i k*c o, 

primeros o términos de la aerie E an -

Ahora, S# (n)< f (x) d x < °° f («) 4 x para todo 

„. Entonces la secuencia de sumas parciales {s, (n)} es 
monótona creciente, por ser de términos positivos, y todos sus 
términos son menores que la integraÜ.propia / f W 4 X. 

Si f (x) d X « A (finito), entonces ^ S , (n) < A 

y lft0serie l a, es convergente. Portel principio funda-

mental © r e c l u y e ,ue la serie ¿ - n es convergente. 

b) Supongamos ahora que / °° f (*) d x " + 0 0 

Coneideremos la secuencia de sumas superiores 8* (n) -
0 4 A 

* ( . ) • * ( . • ! ) • • « ( • + » ) - *k ' 

términos de esta secuencia son mayores aue la inte-
gral definida f (x) * x. Si n tiende a infinito, la 

integral tenderl a + oo , porque hemos supuesto. 

r f (x) d x - lim ; 0 + n f (x) d x - + 00 
J n ->oo o o 

i ..^A l a. Berá divergente. Ahora, por Entonces la serie A ^ 
l a Serie £ es divergente, 

el principio fundamental (l) , s e r l e
 nBjl » 

Ejemplos. 
00 t , 
r (—1 es convergente 

1. Determinar si la serie armónica ^ y 

o divergente« 

Soluoión. El enésimo término de la serie es dado por \ m ^ 

la oondioión neoesaria para convergencia se satisface, es decir, 
•1 enésimo término tiende a oero. Sin embargo, la serie resulta 
divergente al aplicar la prueba del integral« 

f ( x ) - ¡ (positiva y deoreciente para todo x en el 

intervalo 1 ̂  x < oo ) 

/°°f (x) d x - / » ¿ - i - lim f 
1 1 x n -*oo * X 

- lim [( 
n ->oo [_ 

(in x) f 

«lim (ln n - ln l) 
n -5,00 

• lim (ln n) 
n -*oo 

»4-00 
00 x 

Entonces, la serie £ ( — ) es divergente. 
n-1 

2. Una serie de gran utilidad para el criterio de comparación, 
la serie £ ouya convergencia o divergenoia para los dife-

rentes valores positivos de P, se determina por la prueba del Q¡> 2 
integral. La serie P tiene la forma Z ( -y- )• 

n«l n 
Consideremos primeramente P >1. El enésimo término es 

.10 por a m y la función f (x) • — e s deoreciente y 
n ar 

positiva para todo x en el intervalo 1 ̂  x < oo. 

Aplicando la prueba del integral! 

/ 0 0 f (x) d x - lim J* - lim y* x" P d x 
,1 n ->oo 1 jt n ~»oo 1 



1 1-P In 
« l i m In 
Il -4 00 x 

/ 1 1-P j J \ 
« lis» n ~ 1-p) 
n-j>w \ ' 

1 w 1 p „ 1 

1 ««rie ? es convergente para oual-Bntoncesy la serie E l p I n-1 \ n / 

quier p > 1 « 
1 

Bi P - 1, ottiene la serie arménioa ( S ) 

•s divergenteo 
Si 0 < P < 1, * w - - f 8 i g u e 8 i e n d 0 i« o r' o l e n t # y 

positiva. Api loando la prue,a del integral, .e — e n t r a 

/ 0 0 f (l) dx » + <*> • Entonces la serie es divergente. 

Por « U l » . si P < 0, la serie es divergente por.u. .1 

i « lim n -co 
Para p < o l i m p A 

n oo n n «o 
00 

4 ? ( -J- ) es convergente para todo P > 1 
He sumen . La s®rie Z V p > — n-1 n 

y «8 divergente para todo P < 1 . 

1 0 10 P r u e b a ^ - ^ ^ ^ X U l M h ^ 

a) La serie es convergente si lim r < 1 
n ->oo 

La serie es divergente si lim r > 1 
\ - n oo 

A 
o) Si lim 

n -£oo 
rn 

w . 
• 1, la prueba no sirve, porque la 

ser^e puede- ser convergente o divergente. 

iSBOBtï^oidn*' 

~ a) Supongamos que lim r • P < 1 . Sea r uh número 
n -*oo 

entre f> j 1, ss deoir j> <r < 1 oomo indica la figura* 

ó t 

1 T 

La seouenoia tiende a f cuando n tiende a infinito» 
Entonces, « partir de oierto entero H, r« será menor que r, para 

todo n > Ï. Eliminando los primeros N términos de la sèrie, su 
oonrsrgenoia o divergencia no se altera y se tiene lo siguiente i 

• a x • - ' 
« — ü — - i - < r para todo n > * 

n • •n ' 
. < Entonces, la seouenoia f r l a partir de n - K,'satisface 

lo siguiente i 

Para N - I I - Í - ± J L < P. Es deoir« ÍJ ^ | < r s^ 
" *H 

Para n - N U i Í L ± 2 < r # Ea* decir* + 2 < r ®TÎ + 1 
+ 1 

Para n N + 2 » * * < r . Bs deoirt *N + 2 
. + 2 



Sustituyendo la primera desigualdad obtenida en la 
segunda, la segunda en la tercera y asi sucesivamente, se obtienel 

•h + l < r + 2 < r 2 ** 1 * 3 < r 3 *I 1 ' 

oo 
Sntonoes, los términos de la serie £ a^ son menores 

n»n+l 
qut los oorrespondientes términos de la serie geométrica oonver-

oo 
gents t rn

 V con r < 1. Por lo tanto, la serie J ^ 
n-1 

•s convergente. 

b) Supongamos qus lim rft > 1. este caso, a partir 
n -*oo 

de cierto N, los términos de la secuencia son mayores que 

1 y se tienes 

+ 1 • > 1. Es decir i *N + 1 > *N 

+ 2 - > 1. Es deoiri + 2 > + ** 
®H + 1 

+ 3 > 1 # Es deoiri ® 1 ¡ + 3 > a l í + 2 > a H 

oo 
Entonces los términos de la serie £ a son todos 

n«N+l n 
Es mayores que a^ y no tienden a cero cuando n tiende a oo 

oo oo 
decir, la serie £ a. y por lo tanto« la serie £ a 

n-Nfl n n«l n 

es divergente. 

o) Cuando lim r » 1, la prueba no sirve para deter-

minar convergencia o divergencia® Para demostrar esto, basta 
observar los siguientes dos ejemplos donde lim r « 1 t 

n—>oo n 

00 1 Ejemplo 1. La serie £ — es la 
serie armónica que ya cono— 

n*l 
oemos como divergente. 

Ahora8 a 'n 1 - n + 1 * an n Entonces i 

a. 
n " n 

n + 1 n 
n + 1 

n 

lim rn » lim n * lim 1 - 1 
n ->oo n n + 1 n ->oo 1 + — 

® 2 Ejemplo 2o La serie £ 6 8 serie con £ « 2 > 1, 
n*l n 

Entonces, es convergente o 
a 

Ahora! r « n 
n+1 
n 

1 
i s . i i ) : 

n 

n 
(n+l)' 

lim r « lim n 
n 

n ~>oo n ->oo n + 2n + 1 

* lim 
n ^co ! + | + i 

n n 2 



De acuerdo oon IOB ejemplos, si lim r - 1, la serie £ a 
n n n-1 n 

puede ser convergente o divergente. Cuando este sea el caso, -debe 
intentarse otra prueba. Para determinar la oonvergenoia o diver-
gencia de una serie, se reoomienda la siguientei 

oo 
Regla pr&ctlca. Si lim a / O, entonces la serie £ a es 

n ->oo n n-1 n 

divergente. Si el enésimo término tiende a oero cuando n tiende 
a infinito, se aplica primeramente la prueba de la razón y si 
lim r n • 1, entonces se intenta la prueba del integral o la 
n co 
prueba de oomparaoión. 

Ejemplo. Determinar si la serie es oonvergente o divergentsi 

? "i . 1 + (1) (2) + (l)(g)(3) , + 
n-1 (1*000,000)n 1*000,000 (1*000,000)2 (1*000,000)3 

Solución. Apliquemos la prueba de la razón« 

ni a (n U ) 1 
R n " (1*000,ooo)n 1 ' n + 1 " (1*000,000)n+1 

Entonoes» 
(» • l ) ' 

an+l ^1*000.000) 
an " n I 

n+1 

(1*000,000) n ' 

(n+1) t (1*000.000)n 
" n ! (1*000,000)n + 1 

n + 1 •. r _ -
n 1*000,000 

Ahora« 

n'^cD n n ->oo 1*000,000 
lim r - lim — n * * — - oó > 1 

Entonces, la serie es divergente. 

.10.11 Series de términos negativos. Para determinar la oonver-
genoia o divergencia de una serie de términos negativos, se puede 
transformar a una serie de términos positivos, multiplicando por 
menos uno todos los términos. 

Esto no altera la oonvergenoia o divergenoia, de acuerdo 
oon el prinoipio fundamental ( 5 ) . 

Entonoes, se aplican las pruebas de oonvergenoia o diver-
genoia para series de términos positivos. 

E.1emplot Determinar si la siguiente serie es convergente o di-
vergente« | 

n-1 ' 4 6 
Solución. Consideremos la serie de términos positivos. 

+ i + i 
Aplicando la prueba de la razón« 

an " 2n * an+l " 2n + 2 

- ..a— 
n + l 2n + 2 6n 

" rn T " 3 " 6n + 6 
\ n 2 n ~ 

lim rn - lim g- - -g- - 1 
n ->oo n ->oo 6 + — 

Entonces, la prueba no sirve. Intentemos la prueba del 
integral« 

1 M • an -

/. f (i) - -T^T (positiva y deoreoiente para todo 
x >1). 

f (i) d i - lim Z 1 d x 
1 n -*oo 1 



De acuerdo oon IOB ejemplos, si lim r - 1, la serie £ a 
n n n-1 n 

puede ser convergente o divergente. Cuando este sea el caso, -debe 
intentarse otra prueba. Para determinar la oonvergenoia o diver-
gencia de una serie, se reoomienda la siguientei 

oo 
Regla pr&ctlca. Si lim a / O, entonces la serie £ a es 

n ->oo n n-1 n 

divergente. Si el enésimo término tiende a oero cuando n tiende 
a infinito, se aplica primeramente la prueba de la razón y si 
lim r n • 1, entonces se intenta la prueba del integral o la 
n •> co 
prueba de oomparaoión. 

Ejemplo» Determinar si la serie es oonvergente o divergente! 

? "i . 1 + (1) (2) + (l)(g)(3) , + 
n-1 (l«000,000)n 1'000,000 (1*000,000)2 (1*000,OOO)3 

Solución. Apliquemos la prueba de la razón« 

ni a (n + 1) 1 
R n " (1*000,ooo)n 1 * n + 1 " (l'000,000 

Entonoes» (n ̂  1) 1 
an+l {l •000,000) 

r n " an " n! 
n+1 

(1«000,000) n ' 

(n + l) t (l'OOO.OOO)11 
" n ! (1*000,000)n + 1 

n + 1 •. r _ • 
n 1*000,000 

Ahorat 

n'^co n n ->oo 1*000,000 
lim r - lim — " * * — - oó > 1 

Entonces, la serie es divergente. 

.10.11 Series de términos negativos. Para determinar la oonver-
genoia o divergencia de una serie de términos negativos, se puede 
transformar a una serie de términos positivos, multiplicando por 
menos uno todos los términos. 

Esto no altera la oonvergenoia o divergenoia, de acuerdo 
oon el prinoipio fundamental ( 5 ) . 

Entonoes, se aplican las pruebas de oonvergenoia o diver-
genoia para series de términos positivos. 

Ejemplo i Determinar si la siguiente serie es oonvergente o di-
vergente! | 

n-1 ' 4 6 
Solución. Consideremos la serie de términos positivos. 

+ i + i 
Aplicando la prueba de la razóns 

an " 2n * an+l " 2n + 2 

- ..a— 
n + l 2n + 2 6n 

" rn T " 3 " 6n + 6 
\ n 2 n ~ 

lim rn - lim g- • -g- - 1 
n ->oo n ->oo 6 + — 

Entonces, la prueba no sirve. Intentemos la prueba del 
integral! 

1 M • an -

/. f (I) - -T^T (positiva y deoreoiente para todo 
x >1). 

f (i) d i - lim Z 1 d x 
1 n ->oo 1 



« lini In x \ \ 
n ->oo \ '1 / 

• lim ^ In n » co 
n ->oo 

oo , 
Entonces la serie £ ( -g- ) es divergente y por lo 

n-1 
oo , 

tanto la serie Z ( - ) es divergente. 
n-1 

¡LO.12 Series alternantes. Son las series de términos positivos 
y negativos de la forma» 

oo 
E (-I)»"1 

n-1 
donde a n > o para todo n - 1, 2, 3, 

Para determinar la convergencia o diverganola de la» series 
alternantes Be tiane la siguiente pruebat 

® n-1 con 
prueba t>arf Beyies alternantes. La serie («l)n""'t 

a Q > o, es convergente sil a) ^ < aft para todo n , b)^lia 

a n - o» Si no se cumple alguna de estas condiciones, la serie es 

divergente. 

Dsmoatraol6n. Consideremos Xa secuencia de sumas parólales pares. 

S - i" (-1)""1 a n . Esta suma parcial puede escribirse de la 

Biguient^manera, agrupando lo» términos de £ en 2 « 

S2m " (al " * U 3 - + + ("2«1-1 " *Za> 

1. secuencia { s j es monótona creciente porque los términos 

de U suma que representa, son positivos. (Por hipétesis, a „ + 1 < V 

Es decir, an - a n + 1 > o para todo n). 

Ahora, S ^ puede esoribirse también de la siguiente manera! 

S2m " *x " ("a " »3) " (»4 - a5) ( a ^ - a ^ ) - a ^ 

" ftl " (Suma de términos positivos). 

•• S 2 m < * l 

Entonces, la secuencia^ 2mfy 1>°r l o t a n t o> l a eeouenoia 
\ B n J * B oonvergente. (Prinoipio fundamental Q ) ). Entonces 

00 -
la secuencia alternante Z (-1) ~ a, es convergente* La oonver-

n-1 n 

genoia de la secuencia S^ se deduoe de la convergencia de S 2 m y 

del heoho de que lim a^ « o . 
n —> co 

/ 00 f y 1 
Ejemplo» Determinar si la serie armónica alternante £ v***/,,. ' . 

n-1 
es oonvergente o divergente. 

oo / ,\n-l 
£ 

n-1 
Solución £ « 1 - Ì + Ì - Ì + . 

« i n ¿ 3 4 n-1 

a - ì i lim a - lim - o 
n ->oo n ->oo 

Ahora, a n + 1 « • Comparando a n + 1 con ah, se tiene i 

a n + l < a h Para todo n porquet 

— • Es deoirt n < n + 1« n + 1 n 

Entonoes, la serie es oonvergente. 
oo / 1 

Observación i La serie armónica alternante £ es con-
n»l 

oo 1 

vergente, mientras que la serie annónioa original £ - es di-
n-I 

•ergente. Cuando una serie alternante es oonvergente y la corres-
pondiente serie de términos positivos también es oonvergente, entonces 
se dice que la serie alternante es absolutamente convergente. 



« lini In x \ \ 
n ->oo \ '1 / 

• lim ^ In n » co 
n ->oo 

oo , 
Entonces la serie £ ( -g- ) es divergente y por lo 

n-1 
oo , 

tanto la serie £ ( - ) es divergente. 
n-1 

¡LO.12 Series alternantes. Son las series de términos positivos 
y negativos de la forma» 

oo 
E (-I)»"1 + 

n-1 
dondo a n > o para todo n - 1» 2, 3, 

Para determinar la convergencia o divergencia de las serios 
alternantes Be tiene la siguiente pruebai 

® n-1 con 
prueba t>arf Beyiea alternantes. La serie («l)n""'t a^, 

a Q > o, es convergente sil a) ^ < aft para todo n , b)^lia 

a n - o. Si no se cumple alguna de estas condiciones, la serie es 

divergente. 

Demcatraolén. Consideremos Xa secuencia de sumas parciales pares. 

S - ( - 1 ) " " 1 a n • Eota suma parcial puede escribirse de la 

siguiente^manera, agrupando lo» términos de £ en 2 « 

S2m " (al " * U 3 " + + ("2«1-1 " *Za> 

1. secuencia { s ^ } as monótona creciente porque los términos 

de U suma que representa, son positivos. (Por hipétesis, a n + 1 < V 

Es deoir, an - a n + 1 > o para todo n). 

Ahora, S ^ puede esoribirse también de la siguiente manera! 

S2m " *l " ("a " »3) " (»4 - a5) ( « ^ - a ^ ) -

" ftl " (Suma de términos positivos). 

•• S 2 m < * l 

Entonces, la secuencia^ 2mfy 1>°r l o t a n t o> l a seouenoia 
\ B n J * B °onv«rgente. (Prinoipio fundamental Q ) ). Entonces 

00 -
la secuencia alternante Z (-1) ~ a, es convergente* La oonver-

n-1 n 

gencia de la seouenoia S^ se deduoe de la convergencia de S 2 m y 

del hecho de que lim a^ « o • 
n —> co 

/ 00 f , Vil—1 
Ejemplo. Determinar si la serie armónica alternante £ v***/,,. ' . 

n-1 
es convergente o divergente. 

oo / ,\n-l 
£ 

n-1 
Solución £ « 1 - Ì + Ì - Ì + . 

« i n ¿ 3 4 n-1 

a - ì i lim a - lim ^ - o 
n ->oo n ->oo 

Ahora, « • Comparando a n + 1 con ah, se tiene i 

a n + 1 < a h para todo n porque i 

— • Es decir« n < n + 1. n + l n 

Entonoes, la serie es oonvergente. 
oo / 1 

Observación \ La serie armónica alternante £ es con-
n«l 

oo 1 

vergente, mientras que la serie armónica original £ - es di-
n-I 

vergente. Cuando una serie alternante es oonvergente y la corres-
pondiente serie de términos positivos también es oonvergente, entonces 
•o dico que la serie alternante es absolutamente convergente. 



Guando una eerie alternante es convergente, pero la correspondímte 
serie de términos positivos es divergente, entonces se le llama oon-
dioionalroente convergente. 

Para encontrar un valor aproximado de la suma de una serie 
alternante, se define el residuo Rq oomo la seriei 

0 0 n i R . £ (-l)*-1 \ - an+i - an+2 + an+3 
n k-n+1 

(suponiendo n » par)• 
i " ;• • 

De acuerdo con su definioifin, Hn repreaenta el error al con-
siderar el valor de la serie como la suma de los primero, n «minos. 
Be puede demostrar que el valor absoluto del error es menor que .1 
valor absoluto del término a„+1 de la serie. Entonces, al tomar n 
términos para un valor aproximado de la serie, se tiene una idea 
del error, observando el término an+1- ¡ 

Ejemplo. Verificar que el error que se comete al aproximar la serie 

x ? J-l)11"1- a 15 términoB es menor que 0.0625. armónica alternante E n 
n»l _ i . 

Soliiclfin. El enésimo término es dado pon aQ - n 

Al aproximar a 15 términos, el error debe ser menor que el 
valor absoluto del término número 16. Ahora. 

( l)15 1 
1 6 - - T T -

Error - R ^ ^ 

R < 0.0625. 15 

1 
-TS 

4r - 0'0625 lo 

M » La prueba de la raB6n es valida para series = ' 
ñ prueba puede demostrarse de la misma - o r a , 
l a xaaón en valor absoluto, con los siguientes resultados, 

. 00 
aj La serie E a es absolutamente convergente sil 

n»l 

lim 
n ->oo n lim 

n ->oo 

a. n+1 
n 

<1 

co 
\>) La eerie E a es divergente sil 

HmI n»l 
lim r I « lim 

n ->oo I n ->oo 
n+1 
n 

> 1 

10,13 Series de potenzas. Una serie de potencias es una serie 
infinita de potencias de una variable x. La forma general de las 
series de potencias es la siguiente! 

oo 
© 2 in i" • a„ + a, i + a, i 2 + i, x 3 + n«o n 

ae, a^, &2> i ®on constantes. Obsérvese que una 
serie de potencias puede considerarse como un polinomio de grado 
infinito. En particular, un polinomio de grado n puede conside-
rarse oomo una serie de potencias en la que los coeficientes de 
las potenoias de x son ceros a partir de an+1, es deciri a^ - o 

para k • (n+l), (n+2), . 

Intervalo de convergencia. Cualquier serie de potenoias de la 
forma ̂ ¡^ es convergente para x «» o porque en este oaso, la suma 
o valor de la serie es igual al número finito a . Para determinar 

el conjunto de valores de x para los cuales, la serie de potencias 
oo n 
E a^ x es convergente, se utiliza la prueba de la razón« 
n«o 

oo 
E 

ü»o 
a„ xn « a •+ a, x + a0 x2 + a, x3 + n o 1 c. j 

bn+l " an+l x 
n+1 

b • a x n n 
n 



Guando una serie alternante es convergente, pero la correspondente 
serle de términos positivos es divergente, entonces se le llama oon-
dioionalroente convergente. 

Para encontrar un valor aproximado de la suma de una serie 
alternante, se define el residuo Rq oomo la seriei 

0 0 n i R . £ (-l)*-1 \ - Vfi - an+2 + an+3 
n k-n+1 

(suponiendo n » par)• 
i " ;• • 

De acuerdo con su definioifin, Hn repreaenta el error al oo«-
Biderar el valor de la serie como la suma de los primero, n «mino.. 
Be puede demostrar que el valor absoluto del error es menor que .1 
valor absoluto del término a„+1 de la serie. Entonces, al W E 

términos para un valor aproximado de la serie, se tiene una idea 
del error, observando el término an+1- ¡ 

Ejemplo* Verificar que el error que se comete al aproximar la serie 

x ? J-l)11"1- a 15 términoB es menor que 0 .0625 . 
armónica alternante E n 

n»l _ i . 

Soliicifin. El enésimo término es dado pon aQ - n 

Al aproximar a 15 términos, el error debe ser menor que el 
valor absoluto del término n W o 16. Ahora. 

( l)15 1 
1 6 - - T T -

Error - R ^ ^ 

R < 0.0625. 15 

1 
-TS 

4r - o »°625 lo 

L a prueba de la raBén es vélida para series = ' 
ñ prueba puede demostrarse de la misma -ñora, oons - d o 

l a raeón en valor absoluto, con los siguientes resultados. 

. 00 

aj La serie E a es absolutamente convergente sil 
n»l 

lim 
n -><x> n lim 

n ~>oo 

a. n+1 
n 

<1 

oo 
b) La serie £ a es divergente sil 

HmI n»l 
lim r I « lim 

n ->oo I n ->oo 
n+1 
n 

> 1 

10,13 Series de potenzas. Una serie de potencias es una serie 
infinita de potencias de una variable x. La forma general de las 
series de potencias es la siguiente! 

oo 
© 2 a» * n - + a, x + a0 x 2 + a, x 3 + n«o n 

V a^, &2> i son constantes. Obsérvese que una 
serie de potencias puede considerarse como un polinomio de grado 
infinito. En particular, un polinomio de grado n puede conside-
rarse oomo una serie de potencias en la que los coeficientes de 
las potenoias de x son ceros a partir de an+1, es deciri a^ - o 

para k • (n+l), (n+2), . 

Intervalo de convergencia. Cualquier serie de potenoias de la 
forma ̂ ¡^ es convergente para x «» o porque en este oaso, la suma 
o valor de la serie es igual al número finito a . Para determinar 

el conjunto de valores de x para los cuales, la serie de potencias 
oo n 
£ a^ x es convergente, se utiliza la prueba de la razón« 
n«o 

oo 
E 

n»o 
a„ xn « a •+ a, x + a0 x2 + a, x3 + n o 1 c. j 

bn+l " an+l x 
n+1 

b • a x n n 
n 



Entonoes t 
*n+l 

n+1 
an+l X an+l 

| rn| * BS n •i n+1 
n 

Ahora« lim r
n p 

n -> oo I ' n ->oo 
n+1 
n 

x | lim 
11 ->00 

n+1 

(porque | x | no depende de n) 

Sustituyendo lim 
n - * o o 

n+1 
n 

lim 
n ->oo 

rn 

Ahora, la serie será oonvergente cuando este límite sea 
menor que uno, de acuerdo con la prueba de la razón. Es deolrl 

oo 
£ 

n«o 
£ an xn es oonvergente si | x j J 9 < 

. \ | x | < p (porque jo > o). 

La expresión encontrada determina una vecindad alrededor 
de x - o, de longitud 2 ( jp ) . Por esta razón, al oonjunto de 

valoree de x para los cuales, la serie *s convergente, se le llama 
intervalo de convergencia de la serie y al número j se le llama 

radio de convergencia de la serie. La siguiente gráfica ilustra 
oo 

el intervalo y radio de convergencia de la serie de potencias^ an x 

Desde luego, el intervalo y el radio de convergencia de cada serie de 
potencias de la forma (T) dependen de» 

an+l 
f - lim 

n «>oo n 

-/f Vf 

H 

Fig. 10.2 

Kota» Los extremos del intervalo de oonvergenoia, ouando éste 
sea finito, deben Investigarse por medio de otra, prueba para 
oonvergenoia o divergencia porque en esos puntos se tiene 
lim Irl 1 y por lo tanto la prueba de la razón no es 
n -*a>< 
aplioabls» 

i 
i 

Ejemplo» Determinar ®1 intervalo de oonvergenoia de la serie l 
i ',.' • ' 

J5 » 1 + X + J x2 + X3 + • • • * 
n«o 2n 

Solución. 

P « lim 
n -b oo 

\ 

p - lá 
' n 

lim 
oo 

2»+! 

„n 
- lim 
n ->oo 

2° 
2 n + 1 

11- ( | ) 
n-*oo 

Entonces, el radio de oonvergenoia esi 

r . -i- . 2 y la serie converge para todo -2 < x < 2. 
• ! | ¡ 

Ahora, investiguemos los extremos del intervalo« 
oo xn 

Para x • -2 « S 
n«o 2 

1 - 1 + 1 - 1 + 

oo n 
Para x - 2 « £ 

n«o 2 
X — „ 1 v l + 1 + 1 + n 



Eri ambos casos lim u j- o. Entonces, la serie diverge 
n ->oo 

para x » + 2. 
oo ^n 

La serie E 
n«=o 2n 

vaio [-2, sin incluir los extremos. 

es convergente para todo x en el inter-

E.1 empio 2, Determinar el intervalo de oonvergenoia de la serie 
alternante» oo 

E 
n«o n! - 1 - x + 

Solución» 
. J d H 

n+1 
an+i " 7 7 7 7 7 ! 

(» + 1)1 

- f r - " f r + 

n) 

r - lim 
n ->oo 

n+1 
n 

- lim 
n ->oo 

ni (-1) n+1 

(n+l)I(-l)n 

- l i m t ' r + r } " n ->oo 

Entonces, el radio de oonvergenoia es r - •j 0~ " 00 T 

la serie es absolutamente oonvergente para todo x entre - 00 y + oo . 

Es decir, la serie t ^ •• convergente para todo número real X. 
n.tart n»o 

funia""*'1'" - ^ l e s de Potencias. Si la serie 

de potencias t a„ xn es considerada como una función de la va-
n»o riable x, entonces se demuestra rLue esta función se comporta de 

manera "semejante a 1 » funcione, polinomiales fritas, dentro del 
intervalo de convergencia. Las .iguientes propiedades fundamentales 
de las series de potencias será' establecidas sin demostración, 

i) La función f (x) - E aM xn e<. continua en el inter-
n-o n 

oo w vaio de convergencia de la serie E a xn. Por esta razón,, si 
n-o 

una función continua puede expresarse como una serie de potencias, 
entonces se dioe que la serie representa a la función en el inter-
valo de oonvergenoia. 

2 
Ejemplo. Sea f (x) - 2' - x * E s t a t x m o i 6 n Puede desarrollarse 

en serie de potencias haciendo la división» 

Ahora, hemos encontrado que el intervalo de oonvergenoia 
00 x° 1 1 2 de la serie E — - - 1 + J X + J X + es el intervalo 

n -o Z 4 

[-2, sin incluir los extremos. Entonoes la serie E ~ — 
n-o 2" 

2 representa a la función f (x) - ¿ x
 p a r a * e n t r e -2 y 2. 

Obsérvese que el valor de la serie es igual al valor de la funoión 
para x en el intervalo de oonvergenoia [-2, 2J . 

ii) Si f (x) «• E a xn, entonoes la derivada de la fun-
n»o 

oión f (x) es igual a la derivada, término a término, de la serie 
oo 
E a x en el intervalo de conyergencia. Es deoir» f*(x) -

n-1 n 

oo t 
E n an x " para todo x en el intervalo de convergencia, 

n «o 
2 03 xn 

Ejemplo. En el ejemplo anterior teniamos f (x) - -x - E — " 
'*" n-o 2 

para todo -2 < x < 2. 
2 00 n xn 

Entonces» f1 (x) - ¿ - E — para todo -2 < x < 2. 
(2-x) n-o 2 
oo 

iii) Si f (x) - E a x , entonces la integral de f (x) d x 
n-o n co n 

os igual a la integral, término a término de la serie E an x d n»o 
en el intervalo de convergencia. BE decir» 



f (x) d X - /* ? a x n d x - ? - X - XN+1 
°« « 'n n+T" x p a r a 
n-o n«o 

todo x en el intervalo de oonvergenoia. 

Ejemplo. En el ejemplo anterior« 
oo ^n 
n-1 2n 

Entonoeai 

f (x) . . E para todo -2 < x < 2. 

* SLO A-r v oo n , 00 n+l 
(x) d x - - / X E E n i ° 2 " x c n-o 2^ n-o (n+l) 2n 

• ' Para todo x én el intervalo £-2, 2̂J . 

Ahora» /j* - - 2 ln (2 - x) Entonces» 
oo n+l q 

- 2 ln (2 - x) - E — ~ 
i . n«o (n+l) 2 

od n+l £ Jt, 2. i 
.\ ln (2 - x) - - f E 5 — , para todo X 

, v n»o (n+l) Z 
entre -2 y 2, Hemos encontrado una fórmula para oaloular Ida 
logaritmos naturales de los números entre cero y cuatro. La 
aproximaoión en cada caso, depende del número de términos que se 
tomen de la serie. 

10.14 Desarrollo de funciones en series de potencias. Hemos 
establecido que si una serie de potencias se oonsidera oomo una 
función de x, entonces podemos encontrar las derivadas de la fun-
oión, derivando término a término la serie en el intervalo de 
oonvergente• Ahora, dada una función de x, se puede encontrar 
una serie de potencias que sea equivalente a la funoión para 
determinados valores de x. Consideremos primeramente el desa-
rrollo de una función en serie de potencias de x. 

Series de Maolaurln. El siguiente teorema .se debe a Colin Maolaurin 
(1698-1746) aunque algunoB historiadores lo atribuyen a Stirling 
(1692-1770). El teorema proporoiona una fórmula para desarrollar •• 

en serie de potonntai de x, cualquier función que satisface las 
oondioiones indicadas. 

Teorema. Si una función f (x) y BUS derivadas de todas las órde-
nes, están definidas en un intervalo alrededor de x - 0, entonces 

la serie, f (x) - f (0) + f• (0) x + ¿ + (o) 

+ representa a la funoión f (x) para todos los valores de x 

tales que R, (x) - ̂  j») x n+l + ^ ^ & ^ ^ ^ ^ 
(n+l) I 

n tiende a infinito. 

Demostración. Cualquier funoión definida en un intervalo alrededor 
de x - o, puede ser expresada en la siguiente serie de potencias 
que es oonvergente por lo menos para x - o» 

f (x) - aQ + ax x + a2 x2 + a^ x3 + 
• o Para x - o i f (o) -

Ahora, las derivadas de f (x) estén definidas en un intervalo 
alrededor del oero. Derivando término a término, se obtiene» 

f* (x) « a1 + 2 a2 x + 3 a3 x2 + ......... 

Para x - o j f1 (o) - a1 

Derivando de nuevo» 

f " (x) - 2a2 + (3) (2) a3 x + 

Para x- o » f M (o) - 2 a2 

* a . (o) , f " (°) 
2 2 • . 

Volviendo a derivar» 

f " (x) - (3) (2) a3 + (4) (3) (2) x + 

Para x - o » f'*1 (o) - 3* â  

'.a - f,,,_(o) . a3 - jr^-' 



f (x) d X - /* ? a x n d x - ? - X - Xn+1 
°« « 'n n+T" x p a r a 
n-o n«o 

todo x en el intervalo de oonvergenola. 

Ejemplo. En el ejemplo anterior« 
oo ^n 
n-1 2n 

Entonoeai 

f (x) . . E para todo -2 < x < 2. 

y to _ oo n , oo n+l 
(x) d x - - / x e E - a — n 

i ° 2 " x c n-o 2» n-o (n+l) 2n 

• ' Para todo x en el intervalo £-2, 2̂J . 

Ahora« f* - - 2 ln (2 - x) Entonces« 
oo n+l q 

- 2 ln (2 - x) - E — ~ 
i . n«o (n+l) 2 

od n+l L l i 
.\ ln (2 - x) » - f E - — , para todo X 

, v n»o (n+l) Z 

entre -2 y 2, Hemos encontrado una fórmula para oaloular lds 
logaritmos naturales de los números entre cero y cuatro. La 
aproximación en cada caso, depende del número de términos que se 
tomen de la serie. 

10.14 Desarrollo de funciones en series de potencias. Hemos 
establecido que si una serie de potencias se considera como una 
función de x, entonces podemos encontrar las derivadas de la fun-
oión, derivando término a término la serie en el intervalo de 
oonvergente• Ahora, dada una función de x, se puede encontrar 
una serie de potencias que sea equivalente a la funoión para 
determinados valores de x. Consideremos primeramente el desa-
rrollo de una función en serie de potencias de x. 

Series de Maolaurln. El siguiente teorema .se debe a Colin Maolaurin 
(1698-1746) aunque algunoB historiadores lo atribuyen a Stirling 
(1692-1770). El teorema proporoiona una fórmula para desarrollar •• 

en serie de potennis«« de x, cualquier función que satisface las 
oondioiones indicadas. 

Teorema. Si una función f (x) y sus derivadas de todas las órde-
nes, están definidas en un intervalo alrededor de x - 0, entonces 

la serie, f (x) - f (0) + f• (0) x + x2 + ^ («) 

+ representa a la funoión f (x) para todos los valores de x 

tales que R, (x) - ̂  j») x n+l + ^ ^ & ^ ^ ^ 
(n+l) I 

n tiende a infinito. 

Demostración. Cualquier funoión definida en un intervalo alrededor 
de x - o, puede Ber expresada en la siguiente serie de potencias 
que es oonvergente por lo menos para x - o» 

f (x) - aQ + ax x + a2 x2 + a^ x3 + 
• o Para x - o « f (o) -

Ahora, las derivadas de f (x) estén definidas en un intervalo 
alrededor del oero. Derivando término a término, se obtiene» 

f* (x) « a1 + 2 a2 x + 3 a3 x2 + ......... 

Para x - o j f1 (o) - a1 

Derivando de nuevo» 

f " (x) - 2a2 + (3) (2) a3 x + 

Para x- o « f M (o) - 2 a2 

* a . (o) , f " (°) 
2 2 .. 

Volviendo a derivar« 

f " (x) - (3) (2) a3 + (4) (3) (2) x + 

Para x - o « f'*1 (o) - 3* â  

'.a - f,,,_(o) ' 3 Jl 



Repitiendo el proceso de derivación, se enouentrat 

_ . ^ (o) donde f ^ (x) es la enésima derivada de f (x). 
n ni 

Sustituyendo las expresiones obtenidas para aQ, a^ a2, a^, 

....... en la serie original» 

f (x) - f (o) + f W . ^ ' ¿ 

Ahora, para determinar los valores de x para los cuales la 
serie representa a la función f (x), consideremos la enésima suma 
parcial» < (n) / \ 

f n (Q) ? , f v ' o _ Ji 
Sn (x) - f (o) + fio) X + x + . " — ¿ r ^ * 

De acuerdo oon la definición de Rn (x), se tiene. 

Sn (x) - f (x) - Rn (x) 

Aplioando limites cuando n tiende a infinito. 

lim S (x) - f (x) - 11* Rn (x) (porque f (x) no depende 
n »>0o n n -*00 /de n en el limite). 

Ahora, lim Sn (x) es el valor de la serie y cuando 
n ->oo 

lim R (x) - o se tiene, 
n ->oo 

f (x) - lim Sn . (x) 

Entonces, la serie repreLta a la función f (x) para los 

valores de x tales que lim Rn (x) - o n ->oo 
L.C.D.D. 

Mota, Es importante observar 4ue puede haber valores de * dentro 
¡^intervalo de convergencia de Xa serie, para los cuales 

lim Hn (x) i 0. 

' 11 * ̂  Sin embargo, el intervalo <, convergencia coincide con el 

conjunto de valores de x para los ouales lim R - o para las 
n ->oo n 

funciones que hemos estudiado. (En general). 

Ejemplo. Desarrollar en serie de Maolaurin la función f (x) - e1. 
Enoontrar el intervalo de convergenoia. 

Soluolón. 
2 f (x ) - ex - ao + a;L x + a2 x2 + 

a<> - f (o) - e° « 1 
1 f(x) - < 
- f» (o> - e - 1 

(x) 

• a f"(o) e 1 
2 2! " 21 " 2 i 

f»" (x) - e1 1 

. . f " (o) ,_g! 
" 3 31 31 31 

Puesto que f ^ (x) - e1 para todo n - 1, 2, ...., se tiene. 

f(n> (o) 
n 

e 
ni 

1 
n! 

Sustituyendo, 
x e ! + I + _ _ + 

x3 
+ . . . . + 

1 1 Intervalo de convergencia» a n + 1 » (n+i) J I ttn " 

1 an+l (n+1)I n 1 
s 1 (n+1) ! n ni 

P- lim Pn „ - lim 1 
n + 1 n ->oo Pn n ->oo 

>s o ni « (o) 1 g.ur 
- apiassj.0 J. 

pi&t 

•ira 
Entonces r - T " 0 

x real (- a> < x < + co ) . 
- 00 y la serie converge para todo 

~ " • 1*1 

En este caso puede demostrarse que lim RQ (x) es igual a n ->oo 



oero para todo x en el intervalo de oonvergenoia, ee deoir, para 
todo - oo < x < oo . 

Un valor aproximado del número e puede ser obtenido de esta 

serie sustituyendo x - 1 en la serie ex - 1 + x + ff-
se tienei 

e - 1 + 1 + - j y + - j p 

Serle de Taylor. El desarrollo de una función puede hacerse sobre 
un intervalo alrededor de cualquier número o, ouando se satisfacen 
las condiciones indicadas en el siguiente teorema debido a Brook 
Taylor (1685-1731). 

Teorema. Si una función f (x), y sus derivados de toda. la. órde-
nes, están definida, en un intervalo alrededor de x - c entonce. 

U B • r i • , . fífll / ^ + + ,f(n) f (x) - f (o) +f'(o) (x - o) + ̂ f 1 (x-o) • iTT" 
" (x - o)n + representa a la función f (x) para todos los 

valores de x tales que lim RQ (x) - o n -ooo 

La demostración de eete teorema es semejante a la 4.1 teoría 
anteriora Obsérvese que la serie de Haolaurin es un cae. Particular 
d. la serie de Taylor, cuando o - o. U serie de Taylor p.rmit. 
desarrollar funches que no estén definidas para x - o. 

Ejemplo. Desarrollar en serie de potencia, la funcién f .(*) - 1» 
Encontrar el intervalo de oonvergenoia. 

Soluoián. -ta funoién no puede desarrollarse en s.ri. d. 
^ 7 7 (o) . m o no existe. Consideremos la serie de potencias 

de (x - 1). 2 

f ( x ) - l n x . a o + a 1 ( x - D - a 2 ( x - l ) + 

f (1) - ln 1 - o. Entonces aQ - o 

f'(x) 

f'(l) - 1. Entonoes & 1 - 1 

f M(x) - - . Entonoes i 

f , M(x) -

-1 
®2 * 2T 

l 
- ? 

f , M(l) - 2. Entonoes & 3 « - -

f I V ( l ) - - - T 

fIV(l) - -6. Entonoes a^ - -

Sustituyendo! 

ln x - (x - 1) - \ (x - l)2 + ̂  (x - l)3 - (x - l)4 

Intervalo de convergencia. El enésimo término es dado por! 

_ (-l)n-X (x-l) 
n 

Entonoesi (-1)» (x-D n + 1 

n 

n+1 

lim 
n -»oo 

Y 

If.l-

f.| 4 - 1 

(-l)n-x (x-l) 
n • 

n 
(*-l)n (n+1) 

n + 1 

lim 
n ->oo | 

x - l 

n + 1 

Entonces la serie es oonvergente para los valoreB de x 
tales ques 

|x - 1 |< 1 (por el criterio de la razón). 
Esta desigualdad define el intervalo alrededor de x - 1 de 

longitud 2 i 
1 1 

/ 



L a B8ri. encontrada nos permite calcular valoree aproximados 
de loe logaritmos naturales para »<S-.ro. entre o y £. ^ este 
oaso, la serie resulté alternante por lo *ue el error, al oonside 
rar el valor de "la funoién igual a la suma de los primeros n 
términos, es menor aue el término n&mero (n + 1). 

r r T r ^ i " ' . « en serie de funciones, son muy variadas. Hemos va 

ban sido elaboradas aprobándo lo. ^ del 
«n serie. Consideremos ahora, otra de las »" serie, vuu variable. Supongamos desarrollo en serie de las funciones de una variabl desarrollo , defi„ida de una .xpresién dife-
, u e deseamos enoon ra í e B a r r o l l a n d o la funoién en 
renoial ,ue no puede ser ntegra^ contenga al inter-
aerie de potencias alrededor de un J a término 
valo de integraoién, se puede ^ ^ ^ tonando un 
V Obtener un valor aproximado de la integral 
nfimero n de términos de la serie integrada. 

< , » 1 deoimales de la siguiente 
Ejemplo. Encontrar el valor aproxima., a 3 
integral definida! ' d x 

o 4 - * 

la funoión f (x) - " " T ' 4-x 
la división, se obtiene» 

2 jA x6 

• t - ^ ' i ^ 
2 x4 X6 . 

- - i - + - ! r + " ^ r + 

.ncia El enésimo ooefioiente es dado por. 
Intervalo_^con^rgeno^ 

1 _ 
an 

an+l 

Ahora P - J ^ L . - J L - m 1 I n i * - - -
4n 

4n+l 4 

Entonces P - lim P m llm/¿\. I 
1 n -ooo ' n n - o J 4 ) 4 

•• r " "4. Entonces, la serie converge para un 
intervalo alrededor del oero de longitud 8. 

El intervalo de convergencia contiene al intervalo de 
integración. Entonoesi 

r 1 A x ,„. . 1 (1 x2 x4 ^ _ 
í 4 - X2 { ( 4 + 16 + 64 + -256 

4 x + (3U16T + (5) (64) + T77T25S) + • 

• 3(167+ T 5 5 ^ + T t T T W + 

- 0 .25 + 0.0208 + 0.0031 + 0.0006 • 

Después del cuarto término, la primera cifra significativa 
está después de la cuarta cifra decimal. Entonces, aproximando a 
ouatro términos» 

f 1 d x
 2 » 0.2745 

o 4 - x 
Redondeando a tres decimales» 

{ 1 ^ 0.275 
0 4 - x2 

Ejeroioio 37. 
Tema» Secuencias. Convergencia y divergencia, 



1. Determinar ni las siguientes secuencias son convergentes 
o divergentes. 

1.1 1, 4, 7, » 3n - 2, .. 
i p o 1 1 1 ÍL^-l 1.« ü» 2 ' 3 ' 4 n > 

-, i 1 I i 1.3 g ' 4 » ' . (tí" • 
n , 1 1 I - . 1.4 3 I 3 I 3 f » 3 9 

1.5 1» 4» !» -1» (-i)""1» 

2. Establecer la ley de formación de los términos de las 
siguientes necuenoias y determinar si son convergentes e divergentes. 

2.1 2, 4, 8, 16 2.6 2, 4, 6, 8, 

2.2 1, • *-7 5' 5' 5' 

2.3 t 2 2 X 3 ' 2 X 3 X 4 
.. 2.8 (1) (2), (2) (3), (3) (4), (4) (5),. 

1 1 1 
4 9 TS 9 64 

.5 * , f , f . f ' 2 a ° • ! ' i ' ' 

2.4 1, f , f . » 2 ' 9 l f 4 ' » ' ' 

3# Encontrar los primeros cuatro términos de las siguientes 
secuencias, dado el enésimo término un y determinar si son conver-

gentes > 
% n 

1 3 a u n - 3.6 » 

3.2 un - 3 + 3 , 7 Un " n 

3 , \ - ~ i r 3-8 ^ ^ 

3.4 u„ - (0.08)n 3.9 - », , 
3.5 % - 3 M 3.io un - ( - i r 1 

5n 

E.ieroicio 38. 

Tema. Series geométricas. Regla de L'Hospital. 

1. Determinar si las siguientes series geométrioas son 
oonvergentes o divergentes. Cuando sean convergentes, encontrar 
el valor de la serie: 

1.1 + I + ̂  + 

1.2 ? (n)11-1 - 1 + VT + 3 + 3 vr + 
nul 

i i v — « —3— + — + 27. + A O 1000 1000 1000 1000 

n»l 
co .n 
E 
n«l 

1.4 1 + 0.1 + 0.01 + 0.001 + 
1.5 8 + 4 + 2 + 1 + 

2. Encontrar la fraooión de que provienen los siguientes 
números decimales, 

2.1 O.858585 2.5 0.87777. ...i... 
2.2 0.9999 2.6 3.181818 
2.3 O.125125125 2.7 0.21400400400 
2.4 0.3225 2 .8 12.121212 

3. Si la expansión del ingreso es determinada por el muí-
co -, 

tiplioador m «= E , encontrar una fórmula para m cuando 
n«=l 

c* está entre cero y uno. Determinar el multiplicador cuando la 
propensión marginal al consumo es 0.6. 

4o Si la propensión marginal al ahorro es igual a 0.25, 
encontrar la propensión marginal al consumo y el multiplicador 
del ingreso m. 

5. Evaluar los siguientes límites, aplicando la regla de 
L'Hospital ci ido sea necesario» / \ 

5.1 lim ^ f - 5.4 lim ( t ^ - 7 ~ 2 
X * -+-1 \ 1 - 1 > 



5.2 lim — y 
x -*oo e 

5.3 il® 
I -F CD ln x 

5.6 lim ln x + x 
i -FOO x ln x 

Ejeroicio 39. 

Tema» Convergencia y divergencia de series de términos positivos. 

1. Demostrar que las siguientes series son divergentes por-
que el límite del enésimo término ouando n tiende a infinito es di-
ferente de oero» 

, , r a2 . I + 1 + -2. + E " 9 * t; 10 2 , , " 2 * 5 '10 n-l n + 1 

i . . ( f ) n 

n-o x ̂  ' 
co 

2xTTT A T 3 5 i.3 s ^ r r r - 1 + f + s + 
n-l 

1.4 ? + ñ ' " 2 T 3 4 n-l 
2. Determinar BÍ las siguientes series son convergentes 6 

divergentes » 
co - 1 2 3 p i y •• • n •,- m — + — + 'i, + •••.... 2n + 1 3 5 7 n-l 

2«2 5 + 9 + + 4nX-f 1 

2.3 1 + + 

00 n + 1 
2'4 £r n-l n U) 

1 i 1 + 1 
2 - 5 TÏT(2T +

 (2) (22) + (3) (23) 4(24) 
+ . . . 

00 i 1 1 
2.6 s + i r + 

n-l 

2.7 l — - — - 1 + — i — + - i — + 
n-l )n fF Y3~ 

2 . 8 ÏTT + 1^3 + 1^4 + 1^5 + 
CO 

2 9 r n 1 2 3 
' n-l en " e + e2 + e3 + 

œ i 2.10 E — i — 
n-l 3 n 
oo 2.11 2 r£ n-l M r V T l T 

OD _n 
2.12 E 

n-l 3°YH~ 

2-13 X tct 
00 1 ** 2.14 E i 
n-o Í 2 ~ 7 |/n + 4 
oo 

2.15 2 - y * 
n-l n + 4 

Ejercicio 40. . 

Tema. Series alternantes: Series de potencias. 
1. Determinar si las siguientes series son convergentes o 

aivergentes. Ea caso de que sean convergentes, investigar FÍ son 
absolutamente convergentes. 

i-i \ i-1)"'1 s r n - 1 - ! + í - f + -n-l 
« 

00 (-i)11-1 1 1 1 
i-2 * [iL • i - I + 4-ïï + n-l 2 



1.3 t ( - i r 1 (rfi) n-l ^ 

1 . 4 n!i (" ( 
1.5 r (-i)»-1 — 

n-l 1 + nTfn 

2. Enoontrar el valor de la siguiente serie aproximado 
a 5 decimales i 

? ( - i r 1 - i - + - i - « — 
n-l ni 21 31 4! 

3. Encontrar la suma de los primeros 10 téiminos de la 
Biguiente serie y comparar el error, oon respecto al valor de 
la eerie, con el onoeavo término» 

" " - r - - o r T S 7 + TO^-OH»)*" n-l 
4. Encontrar el intervalo de convergencia de las Biguiente. 

series y representarlo gráficamente. 

4.1 1 + x -f x2 + x3 

oo n 
4.2 i " T -

n«l 

oo n-l i 1 2 
4.3 I - V - " 1 + *T 1 + I T 1 

n-l 

? (* + I)" 4.4 £ 
n-l fn 

, n ., ( x - D 2
 + Sf - V* + ^ i l í • 4.5 (x - 1) + 3 4 

4.6 ( , - » ) . « . ( X - 2 ) 2
 + 3. ( x - 2 ) 3 + 4 . ( X . 2 ) 4

 + 

4.7 + 2 
2x • 4x 8x l6x 

4.8 (x - 3) + (x - 3)2 + (x - 3)3 - (x - 3)4 + 

4.9 
00 
E 

n-l 

n-l 
1 + I x + ± x2 + 

Ejoroioio 41. 

Tema» Desarrollo de fundones en serie. Aplicado es. 

1. Desarrollar en serie de Maclaurin (potencias de x) las 
siguientes funciones y determinar su intervalo de convergencia. 

1.1 f (x) - ln (1 - x) 

1.2 f (x) - | (eX + e~X) 

4f 1.3 f (x) - ln (x + /l + x2 ) 

2. Desarrollar en serie de Taylor (potencias de (x - c) 
las siguientes fundones; para el valor indicado de o y determinar 
su intervalo de convergencia. 

2.1 f (x) - ln x o - 3 
x 

2.2 f (x) - e3 c - 3 , 

2.3 f (x) - ln (1 + x) o - O 

3. Encontrar el valor aproximado a ouatro decimales de ln 
0.98 utilizando el desarrollo en serie de ln (l - x) encontrado 
en el problema 1.1. 

4. Encontrar el valor aproximado a ouatro decimales de ln 
1,04 utilizando el desarrollo en serie encontrado en el problema 2.3 

5. Encontrar el desarrollo en serie de Maclaurin de f (x) - e 
para encontrar el área aproximada limitada por la curva de f (x), el 
eje de las x y las reotas x - O y x - 1. 



Sugestión. Integrar la serie aproximada a 6 términos 
entre los limites x - 0 y x - 1. 

6. Encontrar el valor aproximado a 3 deoimales del número 
£ utilizando el desarrollo en serio de f (x) - e 1 ^ encontrado en 
el problema 2.2 

Sugestión. Sustituir o - 3. 
CAPITULO 11 

MATRICES Y SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES 

11.1 Matrices. El estudio del álgebra de matrloes y sus álge-
bras isomórfioas de Espacios Vectoriales y Transformaciones 
Lineales, proporcionan la base matemática para el desarrollo de 
nuevas técnicas de optimización de funciones lineales de varias 
variables sujetas a condiciones laterales lineales. La progra-
mación lineal y el planteo y solución de modelos lineales exigen 
conocimientos básicos de esta rama de las matemáticas que se ha 
denominado Algebra Lineal. 

E m p e z a r e m o s por definir el oonoepto de matriz y la notaoiín 
matemática que será utilizada. Lae matrices se definen, en ge-
neral, sobre los elementos de un sistema algebraico llamado carneo. 
Limitaremos el estudio de las matrices al campo de los números 
reales, es decir, sus elementos serán del sistema de números 
reales, que satisface las condiciones necesarias para ser un 
oampo. 

La forma general de una matriz mjLn es la siguiente« 

I a 11 a12 aln 

a21 a22 a2n 



Sugestión. Integrar la serie aproximada a 6 términos 
entre los limites x - 0 y x - 1. 

6. Encontrar el valor aproximado a 3 deoimales del número 
£ utilizando el desarrollo en serio de f (x) - e 1 ^ encontrado en 
el problema 2.2 

Sugestión. Sustituir o - 3. 
CAPITULO 11 

MATRICES Y SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES 

11.1 Matrices. El estudio del álgebra de matrloes y sus álge-
bras isomórfioas de Espacios Vectoriales y Transformaciones 
Lineales, proporcionan la base matemática para el desarrollo de 
nuevas técnicas de optimización de funciones lineales de varias 
variables sujetas a condiciones laterales lineales. La progra-
mación lineal y el planteo y solución de modelos lineales exigen 
conocimientos básicos de esta rama de las matemáticas que se ha 
denominado Algebra Lineal. 

Empozaremos por definir el oonoepto de matriz y la notaoiín 
matemática que será utilizada. Las matrices se definen, en ge-
neral, sobre los elementes de un sistema algebraico llamado oam£0. 
Limitaremos el estudio de las matrices al campo de los números 
reales, es decir, sus elementes serán del sistema de números 
reales, que satisface las condiciones necesarias para ser un 
campo. 

La forma general de una matriz mjLn es la siguiente, 

I a 11 a12 aln 

a21 a22 a2n 
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Def. Una matriz m x n es un arreglo en m hileras y n columnas 
de números reales. 

EJi'tr.ploB< 

» • i 
4 1/3 0 

3 1 - 2 \ 
X = ¡ eB una matriz 2 x 3 

II 
2 

2 

5 

o 

3 

i /5 

es una matriz 3 x 3 

El doble subindióe en los elementos de la matriz permite iden-
tificar la posición de cualquier elemento, pues el primer subíndice 
indica el número de la hilera y el segundo subíndice indica el número 
de la columna a que pertenece cada elemento. Asi, por ejemplo, 
es el elemento que está en la 3a. hilera y en la cuarta columna de 

la matriz. 

SI n - m, se tiené una matriz ouadi.-da. Si m - 1, la matriz 
eB una matriz hilera y si n - 1, eerá una matriz celumna. Ee con-
veniente observar la semejanza entre una matriz ouadrada y un de-
terminante y hacer notar que eon conceptos matemáticos totalmente 
distintos. Una matriz es un arreglo de números, mientras que un 
determinante es un número que ee obtiene de acuerdo oon su definí-

ción. 

WnfnH» compacta. La matriz m ^ se expresa en forma compacta 

de la siguiente manera* 
A - ((a1;j)) m_* n donde, ^ - demento en la hilera 

i y oolumna j.. 
La hilera i se denota para Ai - (ai]L, ai2, 

a, . 

-in) 

La columna J. 8 6 denota por* 
Ü). 21 

Nótese que A^ es una ibatriz.lxn ; A ' es una matriz 
m x 1. 

11.2 Transformaciones elemental"3 en hileras. De acuerdo oon su 
definición, las matrices constituyen un conjunto infinito de 
elementos, (arreglos de números reales en m hileras y n columnas), 
sobre los cuales definiremos operaciones para formar propiamente 
un álgebra que es el álgebra de las matrices. Antes de definir 
operaciones oon matrices, definiremos las llamadas "Transformaciones 
elementales en hileras" de una matriz con el propósito de relacionar 
las matrices con los sistemas de eouaciones lineales y al mismo 
tiempo motivar el estudio del álgebra de matrices aplicando estos 
oonooptos fundamentales a la solución de sistemas de ecuaciones 
lineales. Consideremos primeramente las siguientes definiciones» 

Def. Multiplicar una hilera de una matriz por --u número real o, 
es multiplicar cada elemento de la hilera por el número real en 
ouestión. 

0 Ai " 0 ( ail» ai2» ain ^ " (o ail' ° ai2» 
0 ain > 

Def. Sumar 2 hileras de una matriz es sumar sus elementos corres-
pondientes . 

En nuestra notación: 
Ai + Ah " (ail' ai2' ain^ * (ahl» *h2» ' a h n ) 

" (ail + *hl* ai2 + ^2» ' ain + ahn^ 
Las transformaciones elementales en hileras son las siguientes: 

(i) Intercambio de 2 hileras cualquiera, 
(ii) Multiplicación de una hilera por un número real diferente 

de cero. 
(iii) Suma de un múltiplo cualquiera de una hilera a otra hilera. 

Observemos el efeoto de estas transformaciones en la matriz 
general m x n: 



308. (all a12 aln> 

a21 a22 a2n 

: : i 

ail ai2 ain 
• l • • • ajl aj2 V : : : Vaml am2 amn 

La transformación (i) intercambia 2 hileras de la matriz, 
digamos A^ y A^ y el resultado es» 

'all a12 

l21 tt22 2n 

Jn 

îl i2 in 

lml m2 mn 

La transformación (ii) multiplica la hilera Ai por un número 
real o diferente de oero y el resultado es» 

309. 

lll a12 ln 

l21 a22 

0ail cai2 

aJl aj2 

f \ 

oa in 

ün 

aml am2 mn 

La transformación (iii) suma un múltiplo de A^ a la hilera 
A^ y el resultado es» 

all a12 
a21 a22 

ail + 0ajl ai2 + ca;)2 

lJ2 

ln 

2n 

ain + °ajn 

> 

m2 mn 

11.3 Equivalencia de matrices. Una matriz A es equivalente a otra 
matriz B si puede transformarse A en B por medio de un número finito 
de transformaciones elementales en hileras. 

Notación» La relación A es equivalente a B se denota por A — B . 

La relación A — B es una relación de equivalencia, es decir, 
satisface las leyes reflexiva, simétrica y transitiva. 

1. Lev reflexiva. Cualquier matriz A es equivalente a si misma 
A ~ A . Esta ley es inmediata de la definición de equivalencia. 



2. Le.v simétrica. Si A ea equivalente a B, entonces B 
es equivalente a A, En símbolos» 

Si A—'B, entonoes 

Esta ley se deduce de que para cada una de las transformaciones 
elementales en hileras puede encontrarse a otra transformación ele-
mental en hileras que invierte el efecto de la primera. Por ejemplo, 
el efeoto de la transformación que intercambia la hilera ̂  con la 
hilera A puede invertirse por medio de la transformación que Ínter-

J 
oambla la hilera A^ oon la hilera A±. 

Si A v B , entonces, por definición, puede transformarse A en B 
por medio de un número finito de transformaciones en hileras. Apli-
cando las transformaciones inversas, puede transformarse B en A por 
medio de un número finito de transformaciones elementales en hileras. 
Es decir, B-^-A, 

3. Lev transitiva. Si A es equivalente a B y B es equivalente 
a 0, entonces A es equivalente a C. En símbolos« 

A-wB y B-^C, entonoes A-^-0. 
Esta ley también es inmediata de la definición de equivalencia 

do matrices. 

n.j F n ^ s r e d u c á de una matriz. Per medie de transformaciones 
elementales en hileras, pedemos reducir una matriz a ciertas formas 
especificas que son útiles para la soluoiín de sistemas de ecuaciones 
lineales. Las formas reducidas que utilizaremos son las siguientes, 

1 . Tflrinnida inferior. S e d i c e que una matriz tiene una forma 
reducida inferior si, despuSs de aplicarle transformaciones eiementalee 
convenientes, cuando esto sea necesario, satisface las siguientes 

condiciones, ^ ^ ^ ^ diferente de cero (gemente principal) 

de oada hilera es uno. 

b) Todos los elementos bajo el elemento principal de 
oada hilera son cero. 

2* Forma reducida en escalón. Es una forma reducida inferior 
que ademán satisface las siguientes condioionesi 

o) Los elementos sobre cada elemento prinoipal son cero. 
d) Las hileras de ceros, si las hay, aparecen al final. 

e) Sea hi el número de la columna que contiene al elemento 
prinoipal de la hilera i. Entonces i h ¿< h^ si 
i < j. Esto significa que los elementos principales 
de la matriz están escalonados a la derecha y hacia 
abajo• 

Ejemplos. 

1. Enoontrar una forma reducida inferior de la siguiente matriz* 

Para las transformaciones elementales que se aplicarán a la 
matriz, utilizaremos números enoerrados en oiroulos para indicar 
multiplicación de la hilera por el número en cuestión y flechas 
para indicar intercambio de hileras o suma de un múltiplo de una 
hilera a otra* 

La última matriz B es una forma reducida inferior de la 
matriz A. 



Nótese que el oamino seguido para encontrar la forma reducida 
es un proceso sis temático en el que se aplica una sucesión de trans-
formaciones elementales para satisfacer las condiciones necesarias. 
La primera oondioión es que el primer elemento diferente de oero en 
la primera hilera sea uno. En el ejemplo, esta oondición se satis-
face en la matriz original A. Después los elementos bajo el elemento 
principal de la primera hilera deben ser ceros, lo oual se consigue 
sumando a las hileras después de la primera, múltiplos apropiados 
de la primera hilera. El siguiente paso es que el elemento principal 
de la segunda hilera sea uno, lo cual se consigue por medio de trans-
formaciones elementales con las hileras después de la primera tratando 
de evitar fracciones que complicarían los oáloulos posteriores. En 
el peor de los casos, hay que dividir entre el primer elemento di-
ferente de cero de la segunda hilera para obtener un uno como 
elemento principal. Este proceso se repite hasta satisfacer todas . 
las condioiones necesarias. 

Para la forma reducida en escalón, el proceso es completamente 
semejante* 

Por ejemplo * 
Encontrar la forma reducida en osoalfin de la siguiente matriz. 

1 i\ 
1 4 
2 ,0 

Utilizando las mismas indicaciones que en ejemplo anterior. 

= B 

La matriz B es la forma reducida en escalón buscada. 
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gigtoma;^..^ecuaciones^lneaj^B. Pará resolver un sistema de ecua-
ciones lineales, tenemos los métodos de eliminación estudiados en 
el álgebra elemental. Estos métodos resultan sumamente laboriosos 
cuando el número de incógnitas en el sistema es grande, digamos 
más do 3 incógnitas. El método de Gauss es un proceso organizado 
de eliminaoión que, con la ayuda de matrices y fornr reducidas, 
resulta ser uno de los mejores métodos para resolver sistemas de 
eouaoiones lineales. 

Sistemas cuadrados. Consideremos la forma general de un sistema de 
n eouaciones lineales con n incógnitas: 

all X1 + a12 X2 + + aln Xn " \ 

a21 X1 + a22 X2 + + a2n Xn " b2 

a , X-+a«X 0-í-.e. + a X « b ni 1 n2 2 nn • n n 

La eliminación gaussiana consiste en eliminar X^ en todas las 

eouaoiones después de la primera. Después, eliminar X^ en todas 

las eouaciones después de la segunda, y así sucesivamente hasta la 
incógnita X^ ^ que» se elimina en la última ecuación. Al terminar 
este proceso y si el sistema (T) es consistente, se obtiene un sis-
tema equivalente que se transforma'en la forma reducida de Gauss } 
dividiendo cada ecuación entre su primer coeficiente. Es deoir, 
el sistema original se reduce al siguiente sistema: 

X1 + °12 *2 + C13 X3 + + °ln-l Xn-1 + Cln Xn " dl 

*2 + ° 2 3 V + + C2n-1 Xn-1 + °2n Xn " d2 

' X . + C • X « d * n~l n-lv\ n n-1 



Do la última ecuación ee tiene «i valor de ̂  » dn» De 

la penúltima ecuación, ee obtiene X ^ en términos de X^ ouyo 

valor d ya se conoce y así sucesivamente hasta llegar a X^. 

De la forma reducida de Gauos (lí) , se obtiene la si-
guiente fórmula para obtener cada incógnita en términos de las 
que le siguen* n 

d i ~ J-t+1 
C. , X. ij J 

El método de Gauss puede efectuarse trabajando únicamente 
oon el cuadro de coeficientes y los términos independientes de 
las cuaoiones del sistema. Consideremos la siguiente definición» 

11.') Matriz asociada a un rt» eoua .iones lineales. Es 
la matriz que se obtiene agregando a la matriz del cuadro de coe-
ficiente, la columna de términos independientes. 

En nuestro sistema general I, la matriz asociada, es* 

a u a12 

a21 a22 

anl an2 

1n 

l2n 

nn 

A 

E a aou8rdo oon Seto, heno* establecido una ley de corres-
pondencia que asocia a cada sistema de ecuaciones, una matriz y a 
cada matriz, el correspondiente sistema de ecuaciones. Inmediata-
mente podemos deducir el siguiente! 
Lema, Matrices equivalentes corresponde a sistemas de ecuaciones 

lineales equivalentes, es decir, sistemas que tienen exac-
tamente las mismas soluciones. 

Demostración: Si en la matriz asociada al sistema, efectuamos 
2 2 transformaciones elementales en hileras, obtenemos una alriz 

equivalente y el efecto de cada transformación elemental en 
hileras sobre el sist„a correspondiente es el siguiente, 

1« El interi tmbio de 2 hileras produce un intercambio de las 2 co-
rrespondientes ecuaciones en el sistema. 

2. La multiplioación de una hilera por un número real diferente de 
cero equivale a multiplicar la ecuaoión correspondiente por ese 
número. 

3* La suma de un múltiplo de una hilera a otra hilera, equivale a 
sumar un múltiplo de una eouaoión a otra del sistema. 

Puesto que éstas transformaciones conducen a sistemas equiva-
lentes en el sentido de tener las mismas soluoiones, se concluye 
que matrices equivalentes corresponden a sistemas de eouaoiones li-
neales equivalentes. 

Con la ayuda del lema que acabamos de demostrar, el método de 
Gauss puede realizarse de la siguiente manera» 

1. Se ordenan las incógnitas en las ecuaciones para obtener la 
matriz asociada al sistema. 

2. Por transformaciones elementales en hileras se enouentra la 
forma reducida inferior. ' 

3. Se establece el sistema correspondiente a la forma reducida in-
ferior que tendrá las características de la forma reduoida de 
Gauss de un sistema de eouaoiones. 

4. Se resuelve como antes, determinando los valores de las inoÓg-
nitas de atrás para adelante, es decir, empezando oon Xr y 
terminando con X][. Este último paso del prooeso puede efec-
tuarse directamente de la matriz en su forma reducida inferior 
eliminando el paso 3. 

Ejemplo» Resolver el siguiente sistema de eouaoiones lineales* 

Xx + 2 X2 + X3 « 2 

Xx - X2 - 2X3 - 5 

2XX + X2 + X3 » 1 



La matriz A, asociada al siBtema est 

A» 
1 2 1 
1 -1 -2 
2 1 1 

Enoontramos ahora su forma reducida inferiori 

/l 2 1 
1 - 1 - 2 
2 1 1 

' 1 2 1 
0 -3 -3 
0 -3 -1 

1 2 1 
O l i 
0 0 2 

1 2 1 
O l i 
0 0 1 

1 
0 
0 

2 
iJL 
-3/ 

2 1 
1 1 
-3 -1 3 
» ü (forma 
reducida in. 
f erior) • 

X3 

De la éouación correspondiente a la última hilera, se obtiene! 
- 3« De la hilera anterior» 

Xg + X - - 1 

Sustituyendo X^ • - 3 

. a Xg - 3 - - 1 

X2 - 2 

De la primera hilera» 

Xx + 2Xg + X3 - ,2 

Xx - 2 - 2X2 - X3 

Sustituyendo Xg y X^ » 

- 2 - 4 * 3 

h " 1 

Entonces la solución es X1 - 1 j Xg « 2 j X^ - -3 

11.6 Método de Gaues-Jordán. Si el sistema general ouadrado (T) 
es consistente y la matriz aBooiada al sistema se transforma a su 

forma reducida en esoalón, entonoes se obtienen los valores de 
las incógnitas en la última columna porque la matriz asociada 
se reduce a» 

11 0 0 0 kA 

Entonces, el sistema correspondiente a esta forma reducida 
es precisamente» 

X1 " K1 i *2 - K2 » < \ " Kn 

Esta variante del método de Gauss se conoce oomo el método 
de Oauss-Jordán y aparentemente es mejor que el primero. Se puede 
demostrar que el método de Oauss-Jordán generalmente requiere mayor, 
número de operaoiones numéricas que el método de Causa. Sin em-
bargo, todas las operaciones numérioas se hacen sistemáticamente a 
través de las transformaciones elementales en hileras y se obtienen 
los valores de las incógnitas directamente de la forma reducida 
en escalón. 

Ejemplo» Consideremos el sistema que resolvimos en el ejemplo 
anterior. Aprovechando la forma reducida inferior, encontremos 
la forma reduoida en esoalón» , 

B . 1 1 
\o o 

1 0 - 1 4\ /l 0 0 1 
0 1 1 -1 p [0 1 0 2 

0 0 1 -3/ \0 0 1 - 3 , 

De la iorma reducida en escalón, se obtienen los valores de 
las incógnitas en la última columna» 

X 1 - 1 J X 2 - 2 | X 3 - - 3 



11.7 Sistemas reotanguiares. Los sistemas reotangulares de m 
ecuaciones lineales oon n incógnitas pueden resolverse oon la -
ayuda de la matriz asociada y sus formas reduoidas. Consideremos 
primeramente el sistema general oon mayor número de incógnitas 
que de eouaoiones. (m ¿ n) 

" n x i + 12 + 

*21 + »22 *2 + . • . • 
«tal »1 + am2 + 

+ a ln - b, 

+ a2n xn ' 

+ a mn - b_ m 

La matriz asooiada a este sistema es la siguiente» 

/all ft12 
a 2 1 a22 

k -

aln 
a2n M . ; . 
amn J \aml am2 

Supongamos que en la forma reducida inferior resultan r 
hileras diferentes de cero, con r m . Entonces, si denotamos 
por B a la matriz equivalente a A y correspondiente a la forma 
reducida inferior, eliminando las hileras de ceros, se tiene» 

h 

o 
B -

12 ^13 

'23 

ln dA 
'2n . 

d2 . 

\ •°r r+1 - 7 
Bota. Las hileras de ceros se eliminan porque corresponden a 
eouaoionee de la forma o - o que no contribuyen a la solución del 
sistema. De la última ecuación correepondiente a esta forma redu-

_ T , De la cida se obtiene xp en términos de x y + 1 , xr+2, n 

misma manera se obtienen las demás- Incógnitas en términos de las 
que le siguen. Entonoes la fórmula general para las inoógnitas 
resulta» 

n 
x. - d - E C x 

j-i+i 13 3 1, 2, ...., r, 

Ahora, si la matriz asociada al sistema se transforma a 
su forma reducida en escalón se tiene» 

C -

1 
0 • 
e 
e 
e 

\o 

lr+1 

2 r+1 

le r r+1 

°ln 
e2r 

e J rn 
r / 

Entonces, de las eouaciones correspondientes a esta forma 
reduoida se obtienen las inoógnitas x^, x2 

de las inoógnitas x 
• . . . , en términos 

r+1' r+2 , ... x^, las ouales pueden-tomar 
valores arbitrarios. La fórmula general para las incógnitas 
resulta la siguiente* 

x - f - E 
Ó-r+1 

9id XJ i m 1, 2, .... 

cr+l' Xr+2» x t Arbitrarias. 

En este caso, se dice que el sistema es indeterminado 
porque tiene una infinidad de soluciones. Si en el sistema aso-
ciado a la forma reduoida aparece una contradicción, por ejemplo 
o " 5, entonces el sistema no tiene solución y se dice que es 
imposible. (Ver ejemplo 2). 

Ejemplo 1. ] Xĵ  + 2xg + x^ - 15 

- *2 " x3 " 3 

Solución. Consideremos la matriz asociada para obtener su forma 
reduoida en escalón: 



1 - 2 1 
2 -1 -1 

15 
3 > 

© 
1 2 1 
0 -5 -3 

15 
-27 

<T 1 2 1 
0 1 3/5 

15 
27/5 

1 0 -1/5 
jo 1 3 / 5 

21/5 
27/5 

21 1 Entoncesi x^ - ~ + "jj x^ 

x - a . J L -2 5 5 3 

x^ i arbitrario 

El sistema es indeterminado porque para oada valor de x^, 
•noontramoa una soluoión. Por ejemplo. Para x^ - 4 » 

x . 21 J L . 5 
1 5 5 5 

*2 5 5 
Entonces, ^ - 5 I ̂  - 3| - 4 forman una Boluoión del 

sistern. 

E.1 empio 2. Resolver el sistemai 

f »1 + - x3 " 5 

V i + - 2i3 " 1 2 

SoluoiÓni 

De- última ecuación correspondiente a esta forma reduoida 
se tienet 0 « 2. Entonce* el sistema es imposible porque no 
tiene soluoión debido a la contradicción obtenida. En este ejemplo, 
laa eouaoiones del sistema corresponden a dos planos paralelos en 
el espacio de 3 dimensiones y por lo tanto no tienen puntos en oomún. 

Consideremos ahora los Bistemas de eouaoiones lineales oon 
mayor número de eouaoiones que de incógnitas. En este caso también 
podemos utilizar la matriz asociada y las formas reducidas, para 
resolver el sistema o decidir que os imposible. 

Ejemplo. Resolver el sistema* 

[ x + y - 5 
< x - y - 3 
2x +3y - 15 

Soluoión. La matriz asociada es la siguiente* 

A 
5 
3 
15 

Encontremos su forma reduoida inferiori 

a 1 1 
1 -1 
2 3 

5 
3 

'15 

1 1 
1 -1 
2 3 

5 
3 

'15 

© 
1 1 
0 -2 
0 1 

5 
-2 
5 

? , 
1 1 
0 1 
0 1 

5 
1 
5 

1 1 
0 1 
0 1 

5 
1 
5 

1 1 
0 i 
0 0 

5 
1 
4 



Lo la última eouaoión se obtiene la contradicción 0 - 4 . 
Entonces, el sistema es imposible, es decir, no tiene solución. -
En este ejemplo, las eouaoiones del sistema corresponden a 3 
líneas reotas en el plano que no tienen punto en oomún. 

Observaoión. El rango de una matriz se define como el número de 
hileras no-oero en una fc-na reduoida de la matriz. Entonces, el 
rango de la matriz de ooeiíoientes de un sistema de eouaoiones 
lineales es menor o igual que el rango de la matriz asooiada al 
sistema y se obtiene la siguiente oonolusión» 

a) El sistema no tiene soluoión, si el rango de la matriz 
de ooefioientes es menor que el rango de la matriz asooiada al 
sistema. < 

b) El sistema tiene soluoión, una o una infinidad, si el 
rango de la matriz de ooefioientes es igual al rango de la matris 
asooiada. 

11.8 Algebra de matrioes. Hasta ahora, hemos definido las ma-
trices, las transformaciones elementales en hileras y las formas 
reducidas de una matriz. Definiremos ahora el conoepto de 
igualdad y operaoiones entre las matrices para formar propiamente 
el álgebra de las matrioes. 

Igualdad de matrioes. Dos matrioes son iguales si sus elementos 
semejantemente dispuestos son iguales» 

Si A - ((a^)) y B - ((b^)), entonces, 

A - B si ai;j - bi¿ | para todo i, j. 

Observación» La definición de igualdad implica que para que 2 
matrices sean iguales, deben ser de las mismas dimensiones y 
además idénticas. La relación de igualdad entre matrices es pro-
piamente una relación de equivalencia, es decir, satisface las 
leyes reflexiva simétrioa y transitiva. 

1. Ley reflexiva, A - A para cualquier matriz A. Esta ley 
es inmediata de la definición. 

2. Ley simétrica» Si A • B, entonces B « A. Esta ley 
también es trivial de la definición y de la ley simétrica en el 
álgebra ordinaria de los números reales. 

3. Ley transitiva. Si A - B y B « C , entonoes A • C. 

Demostración. 
Hipótesis» A - B , es dooir a ^ - b ^ para todo i y Además 
B » C, es deoir b ^ » o ^ para todo i y j,. 

Entonoes, por la ley transitiva de las igualdades en el 
álgebra ordinaria de los números reales» a ^ - o ^ para todo i y 

Es deoir, de aouerdo oon la definición de igualdad» A - C. 

Operaoiones. 
I. Suma. La suma de 2 matrioes m x n A y B es otra matriz m x n 
ouyos elementos se encuentran sumando los elementos correspondientes 
de A y B. 

En símbolos» Si A - ((»i;j)) y B " ((bij)) 
A + B - ((aid)) + ((b^)) - ((ai;J 

Nótese que para que 2 matrices ŝ ean sumables, es necesario 
que sean de las mismas dimensiones. 

Propiedades de la suma. La suma de matrices tiene las mismas pro-
piedades que la suma de los números reales. 
1. Ley asociativa, (A + B) + C - A + (B + C) para cualquier 
matrioes A, B y C, que sean sumables. 

Demostración. Sean» A » ((A±J)) , B - ( ( ^ » 1 C " ((Cij)> 

Entonces, (A + B) + C - ¡«a^)) • U \ j ) \ + ((Cij)) 

- « aij + b i j )} + ((CiJ)} 

" «»id + <biJ + ^ » 



v. - ((a..)) ̂  ( «b^)) 4 ((Cid)) ) 

- A + (B + C) 

2. Ley conmutativa. A + B - B + A para oualquier 2 matrices m x n 
A y B. La demostración es semejante a la anterior. 

3. Matriz nula. Para oualquier matriz. A m x n, existe otra 
matriz 0 mxn tal que » A + Omxn - Omxn + A « A. 

A la matriz 0 mxn se le llama matriz nula y hace las veoes 
del cero en la suma del álgebra ordinaria de los números reales. 

4. Inversa de suma. Para oualquier matriz. A mxn existe otra 
matriz -A., mxn cuyos elementos son los negativos de los elementos 
de A tal que» 

A + (-A) - Omxn 

Demostración» A + (-A) - (U^)) + ((-»i;j)) 

" ((aij " aij}) " ' 0ffiin 
Observación. El sistema algebraico de las matrices tiene, hasta 
ahora, las mismas características del álgebra ordinaria de loo 
números reales. El álgebra moderna llama Grupo a una estructura 
matemátioa con las oaraoterísticas hasta ahora establecidas, es 
deoir, el álgebra de matrices es un ¿rugo conmutativo bajo la 
operación de suma. Se le llama conmutativo porque satisface la 
ley conmutativa que no es una condición necesaria para ser grupo. 

II. Multiplicación por espalar. Si c es un escalar (número real 
cualquiera) y A es una matriz mxn, entonoes la multiplicación de 
o por A es otra matriz mxn, ouyos elementos son los de A multi-
plicados por o.. 

En símbolos» o A « o ((a^ )) - a^)) 

Propiedades de la muí IJ j-licación por escalar. 
1. LgyL_a_sociativa* c, (o2 A) « (C;L o2) A. 

2. Le^istributlva. a) o (A + B) - o A + o B para oualquier 
2 matrices man A y B y oualquier escalar o. 

+ °2) A - c1 A -f c2 A para oualquier 
2 reales ô  y Og. 

3» Cero» o A « Omxn para cualquier A mxn. 

4. Identidad» 1 A • A para cualquier A mxn. 

Las demostraciones de Éstas propiedades son inmediatas de 
la definición y de las propiedades algebraicas de los números 
reales. El estudiante puede hacerlas como ejeroicio. 

Ejemplos t 

1. Dadas las siguientes matrices, enoontrar el resultado de las 
operaciones indioadas cuando la expresión tenga sentido» 

i 1.2 A + D + C. Resp.» No son suxaables. 



326. 

c. Resp. No t 

D + 3 B - 4 

í 4 

12 

IB 4 • -u> 

í " 5 

3 20' 

\-22 -38 2 

3 

1 

i' 6 -6 u -48 
-6 

III. Multiplicación de matrices. El producto de una matriz A mea 
por otra matriz B nx£ es otra matriz C mx£ en la que cada elemento 
se enouentra sumando los productos de los elementos de la hilera que 
lo oontiene en el primer factor por los correspondientes elementos 
de la oolumna que lo oontiene en el gundo faotor. 

En símboloB, seani 
• • > • i a-. 

A- ((a^)) -

ali a12 

a21 a22 
• • • • 

'ln 

2n 

a ü ai2 ain 
• • 

aml &m2 amn 

B- ((b )) -

bll *12 
b21 b22 

c • 
• • 
• • 

\bnl *n2 

lk 

'2k 

nk 

* lp\ 
b2P 

np 
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Entonces» A B - C - ((o., )) donde»' o., - E a4 4 b, 
j-1 ^ J 

" ail . * ai2 b2k + + ain bnk 

En particular, si D es una matriz hilera y E es una matriz 
oolumna se tiene» D - (d̂  , d12 dln) 1 x n 

E - n x 1 

D E " < dn di2 dm> 
'íi 
*21 

ni 

" dllell + d12e21 + dln 4 

n 

Entonces si expresamos nuestra matriz general A mxn denotando 
sus hileras con la notación establecida, es decir A^ » a¿2 M * 
ain^ ^ m a t r^ z ® nxp denotando sus columnas de manera semejante, 

es deoir B W - bk2 resulta, de acuerdo oon la definición» 

( B ^ B ^ i « ... B'»)) 

A m 

Az B « ¿ 2 B<2> 

A 1 « A B<2> m m 

A 1 B (p) 

(P) Ag B 
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De este resultado se deducen las siguientes observaciones 
importantes respeoto a la multiplicación de matrices» 

1. La primera hilera del primer faotor "genera" la primera hilera 
del produoto al multiplicarse por las oolumnas del segundo faotor. 
En general, la hilera i. del primer faotor "genera" de manera seme-
jante la hilera i, del produoto. 
2. Si A es mxn y B es nxp, entonces A B - C ea mxp. Es decir el 
produoto tiene tantas hileras oomo el primer faotor y tantas oo-
lumnas como el segundo faotor. 
3. Para que 2 matrioes sean multiplicables, es neoesario que el 
número de oolumnas del primar faotor sea igual al número de hileras 
del segundo factor.. 

Ejemplo. 
Si» 

B -

Resp, 
Enoontrar C « A B 

-1 
0 
1 11 15 

La multiplicación puede organizarse convenientemente para 
comprobar los resultados de la siguiente manera» 

i» 

(ler.Faotor) 

1 3 1 5 
2 1 3 6 

' A 
5-, 1 -4 2 

5- 6 -5 6 

3 0 i 8 10 -1 17 

4 • 1 -2 -4 11 15 22 

E 9 0 0 9 27 9 

(2o. Factor) 

(Resultado) 
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Las comprobaciones pueden hacerse sumando las columnas' del 
ler. factor para formar otra hilera como se indica en el ejemplo 
y multiplicando esta nueva hilera por las oolumnas del segundo 
faotor para obtener una hilera adicional en el producto que debe 
ser la suma de las oolumnas del produoto. La base de esta compro-
bación son las propiedades de la suma y la multiplioaoión de los 
números reales. Otra oomprobaoión semejante puede hacer sumando 
las hileras del segundo faotor para formar una nueva columna y 
multiplicando las hileras del primer faotor por esta nueva columna 
para obtener una columna adicional en el producto que debe ser la 
suma de las hileras del produoto. 

Propiedades de la multiplioaoión. 

1. Ley asociativa» A (BC) » (AB) C para oualquier matrices A, B y 
C que sean multiplicables en orden indicado. 
2. Ley distributiva. A (B + C ) • A B + A C para cualquier ma-
trioes B y C que sean sumables y multiplicables por la Izquierda 
por la matriz A. 

3. Cero. Si A es mxn, entonoesi 
A On,xp » Omxp 

4. Identidad. Si A es una matriz cuadrada nxn entonces» 
/ ¿ • 

A I « I A - A donde n n 
I es una matriz nxn con unos en la diagonal principal y n 

oeros fuera de la diagonal principal. Es decir» 
) 1 Si i - j 

In - ((</i;j)) donde»di;. 
[o Si i / j 

La demostración de estas propiedades se dejan como ejercioio. 

Observación. La multiplicación de matrices no tiene todas las pro-
piedades de la multiplicación en el álgebra ordinaria de los números 
reales. Por ejemplo, la ley conmutativa no es cierta, en general para 
la multiplicación de matrices. Es decir» A B / B A , en general. 



•ata y otras propiedades del álgebra ordinaria que no Be oumplen 
en el Algebra de Matrices debilitan eu estructura y es importante ~ 
imev plena oonóienoia de BUS limitaoiones para evitar errores. 

Potencias de matrices. Habiendo definido la multiplioaoión de 
•«trices en general, podemos ooncentrar nuestra atenoión en laa 
Mktricea cuadradas para definir el oonoepto de potenoia entera 
positiva. 

Pef. Si A es una matriz cuadrada nxn y % es un número entero poai-
tivo« 

AP - A A A A 
v v ' 

p faotores 

Las propiedades inmediatas de esta definición son las siguiente®i 

1. AP A* - A P + * 

2. (Ap)* - AP* 

Nótese que estas propiedades corresponden a 2 de las 5 leyes 
fundamentales de exponentea en el álgebra de los númeroa reales. 
Por otra parte la potenoia de matrioea ouadradaa que hemoa definido 
tiene la siguiente falla, que ea una consecuencia de la no oonmutati-
vidad de la multiplioaoióni 

(AB)P jl Ap Bp, en general. 
SI oonoepto de potenoia tiene importanoia para oiertoa modolo» 

dinámiooa en eoononia, en lo» aue ae utilizan oonoeptoa oomo loa 
siguientes i 

Si Ap - 0, entonoes A es Nul-potente de Indice p. 
JDj£. Si A2 - A, entonces ae dice que A eo idem-potente. 

Si A k 4 1 - A, entónese A ea periódica de periodicidad k. 

^ U & T^pusata de una nutriz ouadrftda. Ea otra matriz cuadrada ouyaa 
columnas acn la» correspondiente hilera» de la matriz original. En 
•íabolosi Si A - (Ulá)) o» nxn, entonoea. 

Traspuesta de A - A1 - ((»¿i') 

Nótese que A* ynoáe obtenerse de la matriz A reflejando 
todos sus elementos sobre la diagonal principal. 

Si A -

'll " a12 
l21 " a22 

Vi " an2 

Entonoes 
*11 

*12 

lln 

. • a k21 

.. a k22 

c. a '2n 

ln 
a2n 

nn 

an2 

nn 

Las propiedades de la traspuesta son las siguientes» 

1. La traspuesta de la traspuesta de A es igual a A. Es 
deoir (A')' « A. 
Dem. Si A - ((a^)) es nxn, entonces por la definición» 

A'- ((a )) y reaplicando la definición se obtiene» 
ji 

(A«)' - (Kj)) " A 

2. (kA)* - kA* para cualquier número real k. 

Dem. Sea A - ((&i;j)) 

kA - ((kai5)) por definición. 

Ahora» (kA)' - ((ka^))' - ( 0 ^ ) ) , ^ d e f i n i° i 6 n 

Entonces (kA) • » k ((a^)) - kA' 

3. La traspuesta de una suma de matrices es igual a la suma de 
las traspuestas de los sumandos. Es decir. (A + B)' »A 1 + B 
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Derot Sea A « ((a^)) y B - d°6 »atrioee nxn. 
A +B - ((a^ + b^)) Por definición de suma 

(A + B) ' - ((adl + b^)) por definioión de traspuesta. 

- «»JÍ)) + ( ( V } " A ' + B ' 

4. La traspuesta de un produoto es igual al producto de 
las traspuestas de los factores en orden inversc. Es decir» 
(AB)1 - B1 A». 
Be»." Sea A - ((a^)) y B - ((b^)), dos matrices ffi. El elemento 
general del produoto C - AB es, por definioión» 

Ahora» (AB)« - 0« - ((C^))' - ((C^)) " (( J , ^ 

Por otra parte desarrollando B' A« y observando que los sub-
índices i y k varían ambos de i a n, se encuentra que» 

(A B)« - B» A1 

11.10 Matriz sjjnétrloa. Es aquella en la cue los elementos 
o o n respecto a la diagonal principal, son 

ifruales. Es deoir» . 2 
X - Ua i 3)) e* simétrica, si ^ - ^ Para todo i, i 1, . 

< 

• . . , 

Ejemplo. . 
^ 2 3 6 es una matriz 

simétrica 3 * 3 -
Corolario. Si A es simétrica, entonces A' - A. 

mente situados con respecto a la dlago 
de signo contrario. Es deoir» 
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a 

A « ((a^)) es anti~simétrica si» 

ij " " aji p a r a t o d o — y 

Ejemplo» 
1 

Corolario. Si A es ant i-simé trica; entonoes» A' - - A. Inmedia-
tamente se deduce que si A es anti—simétrica, los elementos de 
la diagonal principal son ceros. 

11.11 Inversa de una matriz. La matriz inversa A""̂ - de una matriz 
ouadrada A nxn es otra matriz cuadrada tal que A A""̂  • A""-̂  A • 

La inversa de una matriz cuadrada no siempre existe según 
veremos adelante. 

La propiedad fundamental de la inversa es la siguiente» 

(A B)-1 - B-1 A"1 

Nótese el cambio de orden en el producto de las inversas (lado 
dereoho de la ecuación). Además, es necesario que A y B tengan 
inversas para que ésto tenga sentido. 

El problema de la determinación de la inversa de una matriz 
ouadrada A es uno de los temas fundamentales del álgebra de matrices 
por sus múltiples aplicaciones. Existen diversos métodos para re-
solverlo, de los cuales serán considerados los 2 métodos que utilizan 
los conceptos estableoidos, ademas de la teoría de determinantes 
que condensaremos en seguida. (Capítulo 12). 

Antes de atacar el problema de la determinación de la inversa, 
veamos una motivación en nuestro objetivo fundamental que es la 
solución de sistemas de ecuaciones lineales. 

El sistema general de n ecuaciones con n incógnitas tiene 

la forma* 



all X1 + a12 X2 + .... + aln Xn -

a2X *1 + a22 X2 * — + B2n Xn " *2 

anl X1 + an2 X2 + + ann * ̂ n 

Esta expresión general para el sistema lineal puede oom-
paotarse utilizando amatorias simples» 

S 

> 1 a i } V b l 

¿ -2j. XJ- b2 

di ^ ^ ' ^ r 

Esto puede expresarse en forma más compacta utiliaando una 
sola sumatoria, de la siguiente manera» 

n i - 1, 2, ...» n. 

Consideremos ahora, la matriz del ouadro de ooefioientea. 
A "b i 

A -

Si 

all a12. 
a21 a22 
• • . 

• . 
\anl an2 

las incógnitas las expresamos en una matriz columna ; 

A 

Los términos independientes los reunimos también en una 
matriz oolumna: 

Entonces el sistema puede expresarse en términos de matrices 
de la siguiente manera» 

0 seas AX •» B 
Supongamos que la inversa A"1 de la matriz cuadrada A existe. 

Entonces multiplicando ambos lados de la eouaoión por A"" por la 
izquierda, se tiene» 

A"1 A X « A*"1 B 
Por la ley asociativa y las definiciones de inversa e iden-

tidad, se tiene: ^ 
(A~ • A) X - A"-1 B 

I X » A 4 B 
X - A"1 B 

Entonces, la solución del sistema general de n ecuaciones 
lineales con n incógnitas, es igual al producto de la inversa de 
la matriz del cuadro de coeficientes por la matriz columna de 
términos independientes. 
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Ejercido 42. 

Temal Matrices. Transformaciones elementales y formas reducidas. 

1. Enoontrar Qa forma reduoida inferior de las siguientes 
matrices» 

1.1 -2 

1 

1.2 1 1 2 61 

1.3 2 
0 
4 
2 

/1.5 I2 3 4 5 6 

1 3 
4 5 6 7 

í 4 5 6 7 8 

5 6 7 8 9 
1 6 7 8 9 10 
\l2 13 14 15 16 

2. Encontrar la forma reduoida en eBoalón de las siguientes 
matrices « r\ 

2,1 /l 4 -l\ 2.2 
0 1 3 
2 - 2 2 

2.4 

2.5 2 2 
1 1 
J¿ -2 
1 0 
5 4 

2 
1 

- 2 

1 
3 

3 
-1 
3 
1 
2 

2.6 3 2 1 0 -1 -2 
2 1 0 -1 -2 -3 
6 5 4 3 2 1 
4 3 2 1 0 -1 
8 7 6 5 4 3 
12 11 10 9 8 7 

Ejercido /H. 

Tema: Sistemas de ecuaciones lineales. Métodos de Gauss y de 
Gauss.-Jordán. 

1. Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones lineales 
por el método de Gauss» 

1.1 2xl + 3x2 " 1 4 

: 3 X1 - x2 

1.2 x1 4 2X2 -f x3 - 1 

\2x1 - x2 - 2X3 « -1 

X1 + 5x2 + 3x3 " 2 

1.3 X1 + x2 + x3 + x4 " 0 

10 

1.4 
2 V 2x2+ 3X3- X4 

X1 ~ ̂  ~ x 3 + 2 x 4 * 
3xx+ 5x2 -f 2X3 - 4X4 » 11 

X1 + x2 - x3 + x 4 + 2i5 » 3 
~2x± - zg +2x3 - 5x4+ 3x5 - 14 

-3X2 + 2x3 + 3X3 +6X4- X5 - 1 

X1 + x2+ 2 x
3 ~ 3 x

4
 + x

5 - 6 
v-xl - x 2 " 2 x 3 + 4X4 + 2X5 » 3 

2. Resolver los siguientes sistemas lineales por el método 
de Gauss-Jordánt 

2.1 j 3x1 + 2x2 « 7 

[ 5xl + 6x2 " 1 

2.3 + Xg + x3 » 1 

S3xx + 6xg - 3x3® 2 

l6xl + 3x2 " 3x3 ~2 

2.5 ¡ x± - x2 -f x3 - 3 

|2xl + 3x2 ~ *3 - 9 

2 . 2 + xg - 4x3 - 1 

< 
X1 - 2*2 +x3 - 7x4 " -1 

5X2 + x2 + 2xx » 1 

~X1 * 5x2 ~ x3 ~ 5x4 " 



2.7 2ll " *2 + 3i3 * 4 

ll + I2 - 2x , 

3x1 - 2x2 + x3 - 1 

3*1 - *2 + x3 " 4 

2.8 3xx - xg + x3 + 2X4 - 10 

x1 + 2X2 - 3x3 - x4 -.4 

E.leroioio 44. 
Tomai Matrices. Operaoiones fundamentales. 

1. Dadas las siguientes matrices» 

• -

Encontrar el resultado de las siguientes operaoiones cuando 
la expresión tenga sentido* 

1.1 • A + B 
1.3 " B + C 
1.5 A - B - C 
1.7 A • B + C + D 
1.9 3A + 2B 
1.11 3E - 2F 

1.2 A + C 
1.4 A + B + 0 
1.6 A + B + D 
1.8 A + D + E 
1.10 5B - 3D 
1.12 D - E + 2F 

2. Utilizando las matrices del problema anterior, encontrar 

la matriz X, tal que» \ 
2A + 30 - B - + 40 - C - A 

A » 

Dadas las matrioes» 

¡1 3 l\ 
2 4 -1/ » 

B 

C - D -

0 
3 
- 2 

0 
1 

Efectuar las siguientes operaciones cuando la expresión 
tenga sentido» 

3.1 A B 3.2 E A 
3.3 A D 3.4 B D 
3.5 A B C 3.6 A B D 
3.7 C A B 3.8 A (B + D) 
3.9 3 A B - 2 A 3.10 D B + B D . - C 
3.11 4 C A ( B - D) 3.12 (B + D) (B - D) 

Sugestión» Pueden utilizarse las propiedades de las operaoiones 
y los resultados que se van obteniendo en loa prime-
ros problemas para resolver los últimos. 

Ejercicio 
Tema» Potencias de matrioes. Traspuesta. Matrioes simétrioas y 

anti~simétricas <. 

1. Verificar que la siguiente matriz os idem-potente. 

2. Verificar que la siguiente matriz es nul-potente y 
determinar su orden. 

3. Encontrar« kJ - A2 + 3A - 21, sis 

4. Verifioar que la siguiente matriz es periódica y deter-
minar su periodicidads 



Si A - I 1 t 1 \ y k - 6, rarificar qua (k A) •« 
k A1. 

2 
1 1 A 
,0 1 

qua U B c) ' / 

J B - t 
- 1> 

Demostrar qua ai A «a cualquiar matriz cuadrada nm, 
entoacas * 
7.1 A + A' aa una matriz aimStrica 
7.2 A - A1 aa una matriz anti-aimS trica, 

7.3 A - ~ (A + A') • \ (A - A'). Sa dacir, cualquier 
matriz n m puede expre-
sarse como la suma de 
una matriz simétrica y 
una anti-simétrica. 

ear 

í" 

a) Expraaar al siguiente 8iatema en forma matriciali 

+ Xg + 2X3 - 1 

x1 - x2 - 4x3 - 0 

<3x1 + x, • 2X3 - 2 

b) Verificar que la siguiente matriz'as la inversa del 
cuadro de coeficientes y resolver el sistema aplicando 
la fórmula X - A""1 B 1 

A"1 - 1 7 1 
0 
1 

-1/2 3/2> 

CAPITULO 12 

DETERMINANTES « IHVERSA DE UNA MATRIZ 

12.1 Determinantes. Los determinantes son arreglos cuadrados 
de números en hileras y columnas que tienen un valor numérico de 
acuerdo con su definición« Las fórmulas para resolver los siste-
mas de ecuaciones lineales sugieren la definioión de los determi-
nantes, que simplifican notablemente la expresión para la solución 
goneral de los sistemas lineales, 

Consideremos el sistema lineal de ? eouaoiones oon 2 in-
cógnitas» 

'all * a12 *2 " ^ 

Resolviendo por cualquiera de los métodos de eliminaoión, 
se obtiene» 

bI a22 - b2 a12 
X1 " 

alla22 ~ a21a12 

all - a21 bl 
x2 " — * alla22 " a21a12 



Si A - I 1 t 1 \ y k - 6, verificar qua (k A) •« 
k A1. 

2 
1 1 A 
,0 1 

qua (A B c) ' / 

J B - t 
- V 

Demostrar que si A ea cualquier matriz cuadrada nm, 
entonces J 
7.1 A + A' «8 una matriz aimitric* 
7.2 A - A1 ea una matriz anti-simétrica 

7.3 A - ~ (A + A') + j (A - A1)• Sa decir, cualquier 
matriz nxn puede expre-
saras corno la suma de 
una matriz simétrica y 
una anti-simétrica. 

ear 

í" 

a) Expresar el siguiente sistema en forma matriciali 

+ Xg + 2x3 - 1 

x1 - x2 - 4x3 - 0 

<3x1 • x, • 2x3 - 2 

b) Verificar que la siguiente matriz'es la inversa del 
cuadro de coeficientes y resolver el sistema aplicando 
la fórmula X - A""1 B 1 

A"1 - 1 7 1 
0 
1 

-1/2 3/2> 

CAPITULO 12 

DETERMINANTES. IHVERSA DE UNA MATRIZ 

12.1 Determinantes. Los determinantes son arreglos cuadrados 
de números en hileras y columnas que tienen un valor numérico de 
acuerdo con su definición« Las fórmulas para resolver los siste-
mas de ecuaciones lineales sugieren la definioión de los determi-
nantes, que simplifican notablemente la expresión para la solución 
general de los sistemas lineales, 

Consideremos el sistema lineal de ? eouaoiones oon 2 in-
cógnitas» 

'all *1 * a12 *2 " 

Resolviendo por cualquiera de los métodos de eliminaoión, 
se obtiene» 

bI a22 - b2 a12 
X1 " 

alla22 ~ a21a12 

all *2 - a21 bl 
x2 " — * alla22 " a21a12 



Consideremos ahora el sistema lineal de 3 ecuaciones oon 3 
incógnitas i 

all X1 + a12 x2 + a13 x3 " bl 

< a21 X1 + a22 x2 * a23 X3 
a31 X1 + a32 x2 + a33 x 3 

Resolviendo por cualquiera de los métodos de eliminación, se 
obtiene» 

m »1 a22 a23 * b2 a32alj a2^ a12 a22 a13 ~b2a12a^ - bl»2^2 
' «11 a22 a33 + a21a32a13 + a31 a23a12 " a31a22al3 :La21a12a33-aila23a 32 

• ^ 1 ^ * 3 3 +&21b3 a13 + &31a23bl - » u V l l - 2 1 V 3 3 - ^ 
all a22 a33 fa21 a32a13+ a31a23a12 " a31a22a13 ~a21a12a33 -*lla23a32 

x >lla22b3 4 a21a32bl + a31b2a12 " a31a22bl -21»12bl ' allb2a32 
3 a n e22a33 + a21a32a13 + a31a23a12 " a31a22a13 ~ a21a12a33 " alla23a32 

La deduooión de estas fórmulas y el tamaño de los sistemas con-
siderados indican que las expresiones para determinar las incógnitas 
se extienden rápidamente a medida que aumentamos el número de incógnitos. 
Para el sistema general de 4 ecuaciones oon 4 incógnitas, las fórmulas 
para cada una de las inoógnitas son cocientes de sumas de 24 produotos 
ou&druples. Sin embargo, observando la estructura de las fórmulas en 
oada uno de los sistemas, se enouentran características comunes como 
las siguientes» a) El denominador es el mismo para todas las inoóg-
nitas de un sistema) b) El númeró de términos positivos es igual al 
número de términos negativos en cada uno de los numeradores y denomina-
dores! etcétera. Estas observaciones sugieren la definición del oon-
oepto de determinante. 

Consideremos primeramente las definiciones particulares de loe 
determinantes de orden dos y tres, para aplicarlas a las fórmulas 
para los sistemas cuadrados de 2 y 3 inoógnitas. 

Determ' inte de orden 2. 

all a22 ~ a21 a12 

De acuerdo oon esta definición, las fórmulas para el 
sistema cuadrado de 2 incógnitas, resultan» 

bl a12 
b2 a22 

X l ~ 

all bl 

a21 b2 

all a12 

a 2 1 a 2 2 

all a12 

a21 a22 

Determinante fté^Vgden 3« 

all a22 a33 + a21 a32 a13 + a31 a23 

a12 - a31 a22 a13 " a21 a12 a33~ a H &23 

Nota. Los dia^am/s indican los caminos y loo signos para la for-
mación de los productos cuya suma define a los determinantes. 

De acuerdo con la definición del determinante de orden 3, 
las fórmulas para el sistema cuadrado de 3 incógnitas resultan» 

* 

bl a12 a13 ail bl a13 
b2 a22 a23 a21 b2 a23 

b3 a32 a33 i xo • 

a31 b3 a33 

alla12 a13 
' c 

alla12 a13 
a21a22 a23 

a21a22 a23 

a31a32 a33 a31a32 a33 



X3 

all a12 
a21 a22 
a31 ft32 

all a12 a13 
a21 a22 a23 
a31 a32 a33 
De estas fórmulas para las incógnitas, se deduce la siguiente 

regla práctica para resclver per determinantes, los sistemas cuadra-
dos de 2 y 3 incógnitas. 

Regla. Las incógnitas son cocientes de determinantes con las si-
guientes características» 

a) El denominador es el mismo para todas las incógnitas e 
igual al determinante del cuadro de coeficientes. 

b) E 1 numerador de cada incógnita es el determinante que 
resulta del determinante denominador común, cambiando la columna 
de coeficientes de la incógnita en cuestión, por la columna de tór-

minos independientes. 

Observaciones. 1. Es importante observar que las incógnitas deben estar 
•, „ f.ita al cuna incógnita en una ecuación, ordenadas en columna y si falta alguna 

su oosfioiente debe considerarse como oero. 
2. Esta regla para resolver por determinantes sistemas cua-

drados de 2 y 1 incógnitas, es válida también para sistemas cuadra-
dos de cualquier número de incitas, segta se verá despues. 

M w l o . Resolver por determinantes el siguiente sistema de eoua-

oiones lineales» 

' «i + *2 + 2I3 " 1 

1 " *2 + 3i3 - "3 

+ 2i2 + x3 ' 4 

Solución, Aplicando la regla establecida y evaluando los deter-
minantes de acuerdo con su definición, se obtiene» 

Denominador común de las incógnitas - D t 

D 

1 1 2 

2 - 1 3 

1 2 1 
- -1 +8 + 3 + 2 - 2 - 6 - 4 

Numerador de x. - N * x x1 

N 
1 

-3 

1 

-1 

Numerador de x0 - N t 

- -1 -12 + 12 +8 + 3 - 6 - 4 

N-
1 1 2 
2 - 3 3 
1 4 1 

- - 3 +16 +3 +6 - 2 - 1 2 - 8 

Numerador de x, - N » 
3 

N -
X3 

1 1 1 
2 -1 -3 
1 2 4 

. -4 +4 -3 +1 -8 +6 - -4 

Sustituyendo los valores encontrados, se tiene* 

1 -

x2 . 
N 
'2 i . 2 r ' 4 2 

x3 • 

N 
J i . =-A - -



Entonoes, la solución del sistema est 

- 1 

Oeneralizaoión del concepto de determinante» Consideremos ahora 
la definición del determinante general do orden n para aplicarla 
a la determinación de la inversa de una matriz y a la solución de 
sistemas de eouaoiones lineales con igual númoro de ecuaciones que 
de inoógnitas. Debe entenderse y desde luego puede verificarse, 
que la definición que daremos a oontinuaoión no contradice lao 
definiciones particulares de los determinantes de orden 2 y 3. 

Determinante general de orden n, Es la suma algebraioa d6 todos 
los productos que pueden formarse tomando oomo factores uno y sólo 
un elemento de oada hilera y de cada columna, con signo positivo 
o negativo de aouordo con lo siguiente i 

El determinante general do orden n tiene la formal 

all a12 aln 
a21 a22 a2n 

anl &n2 ann 
* 

Tomando en cuenta que los a ^ son números reales3 podemos 
cambiar el orden de los factores en cada uno de los sumandos de 
la definición general de manera que los primeros sub-indicas queden 
ordenados 1, 2, 3, n, Entonces, cualquier tómino do 1" ?^na 
tiene la formas 

» a2J2 

donde ^ j2 jn es una permutación de los números 7.. 2. 
n. Ahora, un intercambio de 2 números consecutivo* de un«, 

permutación se llama una trasposición. Si el número de trasposiciones 

necesarias para que la permutación ^ ^ ^ q u e d e o r d e n a d a 

• 1 al n, es par, entonoes el producto es positivo. Si es impar, 
el producto será negativo. 

Obs^vación. La evaluación de determinantes a partir de la defi-
nición general es más laboriosa y complicada, a medida que aumenta 
el orden del determinante. Sin embargo, los determinantes tienen 
propiedades de las que se deducen métodos para su evaluación sin 
necesidad de encontrar los n! productos de n factores oada uno que 
establece la definición. (El estudiante puede intentar evaluar 
el determinante general de orden 4 a partir de la definición). 

Consideremos las definición de menor y cofaotor de un ele-
mento de un determinante i 

Def. El menor de un elemento ai;j de un determinante es el deter-
minante que resulta eliminando la hilera y columna que contienen al 
elemento en cuestión, es decir, eliminando la hilera i y la columna 
j. del determinante original. Utilizaremos la siguiente notación« 

Menor de a ^ «• M ^ 
Def. El cofactor de a ^ es igual a (-l)i+;j por el menor de . 
En símbolos t 

Mi M Cofactor de a. - (-l)1"^ M, ij ij " ' "id 
12.2 Desarrollo de Laplace. El valor de un determinante es igual 
al de la suma de los elementos de cualquier hilera o columna mul-
tiplicados por sus respectivos cofaotores. En símbolost 

D -

411 12 
l21 a22 a, 2 j 

ail ai2 aij 

anl an2 anj 

l m 

2n 

in 

nn 



entonces i 
n 

D - Z 
i-i 

n 
D » Z 

i»l 

"id lf 2, 

I J - 1, 2, • • • > 

Laplace demostró que estas expresiones son equivalentes e 
iguales preoisamente al valor del determinante. Por otra parte, 
el desarrollo d Laplace proporoiona una alternativa para definir 
el determinante general de orden n. 

Ejerzo lo. Evaluar el siguiente determinante desarrollándolo por 
los cofaotores de la primer columna» 

2 

-3 
1 

1 -3 1 -3 

3 5 +1 4 2 
1 - 3 4 2 
4 2 «2 -(-3) 

3 5 
3 5 

- 2 (20 - 6) + 3 (5 + 9) + 1 (2 + 12) 

« 28 + 42 + 14 - 84 

Propiedades fundamentaos de los determinantes. Para obtener 
mejores métodos de evaluación, se demuestran las propiedades de 
lot. determinantes que ahoi sintetizamos. Estas propiedades se 
deducen de la definición del determinante general y las propiedades 
de los números reales. El estudiante puede demostrarlas como 
ejeroicio. 

1. Si en un determinante se intercambian las hileras con 
las correspondientes oolumnas, el valor del determinante no se 
altera. Es decir» » 

21 

12 

22 

Sil an2 

ln 
2n 

nn 

lll 
12 

ln 

l21 

a22 

2n 

anl 
a»2 

nn 

o, utilizando matrices» |A|« |A* | , De acuerdo con esta pro-
piedad, lo que sea estableoido para hileras, será cierto también 
para columnas. 

2. Si se interoamblan 2 hileras (columnas) cualquiera, el 
determinante cambia de signo. En símbolos» 

all aln 
a21 a2n 

• . o . 
• • 

ail ai2 ain 

• 
. 

&jl aj2 ajn 

anl an2 nn 

all a12 
a21 a22 

. . . . . . 
ail ai2 

• . 
. . 
• . 

ln 
2n 

ajl aj2 ajn 

in 

anl an2 ann 

3. Si se multiplica una hilera (columna) cualquiera por 
un número real diferente de cero, el determinante resulta mul-
tiplicado por ese número. 

all a12 aln 
a21 a22 2n 

oail oai2 **'*oain 

\l an2 nn 

all a12 
a21 a22 a 

ail ai2 

anl an2 

ln 
2n 

> 
> 
> 

*in • 
> i 
*nn 

4. Si dos determinantes difieren por los elementos de una 
hilera, digamos la hilera i., entonoes pueden sumarse de la si-
guiente manera» 



all a12 aln 
a21 a22 a2n 

• • * . . • 
• • . 

ail ai2 *,,,a in 
• • • 
• • • . . 1 • 

\l an2 ann 

all a12 aln 
a21 a22 a2n 

• • • 
• • • • » • 

bl b2 bn « . • • • . . . • 
anl an2 ann 

all a12 ^ 
a21 a22 a2n " 

. • . • • • 
• • . 

ail+bl ai2+V-ain+bn 
. . •. 
• • . 

anl an2 ann 

5, Si un determinante tiene 2 hileras (oolumnae) iguales, entonces 
su valor es oero. EB decir» 

all a12 
a21 a22 

ail ai2 

lil ai? 
• • * • 

ni n2 

ln 
fc2n 

in 

in 

nn 

- 0 

6. Si se suma a una hilera (columna) un múltiplo cualquiera de 
otra hilera (columna), el valor del determinante no se altera. En 
símbolos i 

all a12 aln 
a21 a22 a2n 

ail a12 

ajl aj2 

anl an2 

in 

nn 

all a12 
a21 a22 

lil+bajl ai2+baj2 

ajl aj2 

a a r> ni n2 

in 

ln 
2n 

+ h a 

3n 

nn 

351. 

- » « u i . . de ia* determinantes y el d e e a r r o l l o d 9 i a p i a o 

; R' e0:r8a ,ír0°8M Para reducir de orden un deter-
minante hasta obtener un determinare de orden 2 6 3 se evalfla 
do acuerde con s u definición particular. n p M 0 e 8 0 puede describirá. 
a e l a siguiente manera» 

1. Se localiza un uno en el determinante. Si no hay unos, 
•o transforma el determinante, de acuerdo con sus propiedades, para 
oDtener un elemento igual a uno. 

2. Se hacen ceros los elementos de la hilera o la oolumna 
que contenga al elemento uno seleccionado, utilizando para esto la 
propiedad 6. 

3. Se desarrolla por menores (desarrollo de Laplaos) de la 
hilera o oolumna que contieno el uno y en la que los demás elementos 
se han transformado en ceros„ 

4. El determinante de orden n , 1 obtenido, se transforma de 
la misma manera que el determinante original siguiendo los pasos 1, 
2 y 3 y así sucesivamente hasta obtener un determinante de orden 2 6 
3 ouyo valor se encuentra aplicando directamente su definición par-
ticular. 

E¿eBvgloe Encontrar el valor del siguiente determinante, reduciéndolo 
a un determinante d® ordei ~ 

1 1 1 1 1 
-2 0 3 1 -2 
1 -1 _2 -4 " 1 
3 1 4 5 3 
@ 1 - L - Í 

2« 

0 0 0 2 5 3 
2 
-2 

5 
-3 

3 
-5 «(-i)2 

»2 
-2 

-3 -5 
1 2 

-2 1 2 L 



12 5 -7 12 -7 12 -7 
-8 -3 1 - (-D 3 + 2 -8 1 

•> _ 

- 8 1 0 1 0 

- - (12 - 56) « 44 

12.4 Método de Chio. En un prooeso de reduooión de orden para 
evaluaoiÓn de determinantes. Este método, ideado recientemente 
por Chib, ea ura simplificación del anterior y consiste en lo 
siguientei 

1« Se localiza un uno en el determinante. En caso de que 
no haya unost aa transforma el determinante en otro equivalente 
que contenga un elemento igual a uno. (Este primer paso es idén-
tioo al del método anterior). 

2. Se eliminan la hilera y oolumna que contienen al «Lemento 
uno seleooionado para formar un nuevo determinante de orden n - 1 
en el que cada elemento es igual al elemento aotual del determi-
nante, menos el producto de los elementos que estén sobre la 
oolumna e hilera eliminados y en la hilera y oolumna del elemento 
en cuestión. 

En símbolos, sea D el determinante que contiene un elemento 
uno en la hilera k y columna Es decir* 

a. all a12 
a21 a22 

• • 
• • 
• • 

. e o . 
» . 

anl an2 

*lp 
l2p 

'm 
2n 

np nn 

Entonces, el determinante reducido y equivalente a D es* 
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B» (-l)k+P 

lH - «kl alp a12 ~ ̂ 2 % > aln ~ akn «ip-
a2n ~ V ^ p 

anl " \ l * np ' an2 ~ ak2 anp > \ n Y p 

3. Se repiten los pasos 1 y 2 en este determinante de orden 
~ ~ 7 a B Í euc^ivamente hasta obtener un determinante de orden 2 
ó 3 que se evalúa directamente de acuerdo con su definición. 

Observación. El método de Chifc que acabamos de describir corres-
ponde al primer método de reducción de orden que describimos antes. 
Si se observan las operaciones efectuadas, se puede explicar el 
método de Chio de la siguiente manera* Localizado el elemento uno 
en la hilera k y oolumna £ se hacen ceros los demás elementos de la 
oolumna j> sumando a cada hilera A^, la hilera A^ multiplicada por 
(-aip). Entonces al haoer el desarrollo de Laplace por loa menores 
de la oolumna £ se obtiene el determinante reducido. El mismo 
resultado se obtiene ai se Biguá el camino do haoer coros los 
demás elementos de la hilera k. 

jyemglo. Consideremos al determinante del ejemplo anterior y es-
cojamos el elemento uno de la primera hilera y segunda oolumna para 
haoer la reduooión de orden por el método de Chio* 

- 2 

1 
3 

© 
0 
-1 
1 

3 
-2 

1 
-4 
5 

1+2 
-2 -(1)(0), 3 - (l)(0), 1 - (i)(0) 
1 -UK-1), -2 -(1)(-1),-4~(1)(-1) 
3 -(1)(1), 4- (1)(1), 5 - (1)(1) 

2 -1 
2 3 

© 
-3 
4 



- - (-D 1+3 

-4 8 
10 -9 

. (-2) (-3), -1 - (3) (-3) 

- (-2)(4), 3 - (3)(4) 

- - (36 - 80) - 44 

12,5 Solución de sistemas de ecuaciones lineales por determi-
nantes . los sistemas cuadrados de ecuaoiones lineales, pueden 
ser resueltos por determinantes de aouerdo con la re«la de 
Oramer que proporciona una fórmula para la soluoión del sistema» 
La demostración de la regla de Craraer puede deducirse de la 
fórmula para resolver un sistema cuadrado por matrioes y la fór-
mula que encontraremos adelante para determinar la inversa por 
determinantes. Por ahora, nos limitaremos a establecer la regla 
para aplioarla a la soluoión de sistemas lineales cuadrados. 

Regla de Oramer. Las inoógnitas de un sistema lineal cuadrado 
eon cocientes de determinantes. El denominador es el mismo 
para todas las incógnitas e igual al determinante del ouadro de 
ooefioiontes de las Inoógnitas. El numerador de oada incógnita 
es el determinante que se obtiene del cuadro de coefioientes d© 
las inoógnitas, sustituyendo la columna correspondiente a la 
incógnita que se está encontrando por la columna de términos 
independientes• 

En símbolos, sea el sistema general ouadrado* / 
a u x1 + a12 *2 + .... + a1;) x¿ * 

a21 X1 + a22 *2 + + a2j Xj + 

+ aln xn 
+ a2n "ta 

anl X1 + an2 *2 + + anj xj + nn - b 

355. 

Entonces * 

all a12 4 . * . b^ .... "ln 
a21 a22 . . « . b2 .... a2n 
• . 
• 

• • • » . • • • 
anl a2n .... ann 

all a12 • • • . alJ aln 
a21 a22 . * • • r2¿ '" a2n 
9 • 0 

1 • • • • . » • 

anl \ 2 » . . • Rnn 

)J " !» 2» • • n 

Ejemplo» Resolver por determinantes el siguiente sistema de 
ecuaciones lineales* 

~ 2 " 3 4 
. 1 + 3 x 2 - x 3 + X 4 » 2 

3xx - 4Xg + x3 - x4 - 5 

Solución. Para aplicar la regla de Cramer, encontremos el deno. 
minador oomún de las incógnitas y cada uno de loa numeradores* 

© . 2 3 1 . 
a) Denominador común » D 2 - 1 - 2 2 

1 3 - 1 1 
3 - 4 1 - 1 

Aplicando el método de Chio, con el elemento en primer 
hilera y primer columna como pivote* 

-5 -8 0 
D « 1 - 4 0 

„10 -8 -4 

Ahora, desarrollando por los cofaotores de la tercer columna* 



D » -4 
-5 -8 
1 -4 

- - 4 (2 O + 8) 

b) Numerador de x^ - N^ -

- 112 

1 2 
-3 -1 
2 3 
5 -4 

3 © 
.2 2 
-1 1 
1 - 1 

Aplioando el método de Chi&, con el elemento en primer hilera y 
última columna oomo pivote» 

No. de hilera del pivote + No. de columna - 1 + 4 " 5» En-
tonces, le oorreaponde signo negativo. 

-5 -5 -8 
1 1 - 4 
6 -2 4 

-5 -5 -2 
1 1 - 1 
6 - 2 1 

Aplioando de nuevo el método de Chii, con el elemento en 
2a. hilera y primer columna como pivote» (le corresponde signo nega-
tivo)! 

0 -T 

Entonces 

v 4 

• *1 

-8 
- 4 (-56) - - 224 

- 1 1 2 
- 2 

o) Numerador de Xg -
N 

© 
-3 
2 
5 

- 2 

-1 
1 

2 
1 
-1 

Por el método de Chio, oon pivote enoerrado en circulo» 

N 
-5 -8 0 

• 1 -4 0 
2 -8 -4 

Desarro]lando por la última columna» 
-5 -8 N »- » 4 x2 4 - - 4 (20 + 8) - - 112 

Entonoes» x^ « „ j 

© 2 1 1 
2 - 1 - 3 2 
1 3 2 1 
3 -4 5 -1 

Por el mismo camino que el anterior» 

d) Numerador de x, - N 3 x 

N 
-5 -5 0 
1 1 0 

-10 2 - 4 
- - 4 

-5 -5 

1 1 

- - 4 (-5 + 5)— 0 

Entonces, x^ • — - 0 

e) Sustituyendo x^, ig y x^ en la primera eouaoióni 

2 + 2 + 0 + x . « I 4 
*4 - - 3 

Entonces, la solución es» 
- 2 , x2 - 1 

«3 - 0 , x4 « -3 

12.6 Inversa de una matriz por determinantes. Una aplioación 
interesante de loa determinantes al Algebra de matrices es la 
determinación de la inversa de multiplicación A~" de una matriz A, 

El teorema fundamental de determinantes para obtener la 
fórmula de la invarsa es el siguiente» 



Teorema» B1 producto de los elementos de una hilera cualquiera 
de un determinante, por los correspondientes oofaotoree de otra 
hilera, es cero. 

En símbolos, si» 

all a12 aln 

D » 
lll 12 

*kl ak2 

ni *n2 

• « • • a in 

\ n 

nn 

, entonces» 

£ B. . C , » 0 para todo i / k -¡„i 3-0 

Dem. La expresión l a ^ C ^ es el desarrollo de Laplaoe de un 
determinante que tiene 2 hileras iguales. Entonoes, por una de 
lee propiedades fundamentales de los determinantes, su valor es 
oero. 

Definamos ahora lo que ee llama la matrls adjunta A* de una 
•«tris ouadrada A. 

Def. La adjunta A* da una matriz ouadrada A es la matriz de 
cofaotores del determinante de la traspuesta de la matriz A. 

En símbolos, sea» 

A -

/ all a12 aln\ 
a21 a22 a2n 
• • • 
• • • 

• . • 
\ anl an2 ann/ 

La traspuesta de A es» 

'll 21 
a 1 2 a 2 2 

\*ln a2n 

ni 
n2 

nn 

A 

Entonoes, por definición, la matriz adjunta A* es» 
L . 

A» 

°11 °21 
C12 C22 

\ 
En notación compacta» 

Cln C2n 

ni 
3n2 

"nn / 

Si A - ((b.±í)) , A» - ((aj;L)) , A* - ((Cái)) 

Ejemplo. Encontrar la adjunta A* de la matriz ouadrada* 

'l 3 1> 
2 -1 
a 2 

Solución» 
A« 

A* -

-1 2 3 2 3 -1 
4 -5 l -5 1 4 

2 1 1 1 1 2 
4 -5 1 -5 1 4 

2 1 l 1 1 2 
-1 2 3 2 3 -1 



r 
17 13 

A* - 14 ~6 -2 
\ 5 1 -7 

Consideremos ahora al produoto de una matriz ouadrada A 
por su adjunta A*. 

A A* -

/a n a12 

a21 a22 
• • 
• • 
• • 

\anl an2 
n 

lln\ 
2n 

ann 

'°11 °21 
C12 C22 
• • 
• • • a 

v°ln C2n 

s »1 -i c« H 

ni 
'n2 

nn 

¿ *2j Clj» ¿ *2j °2j ¿ a2j °nj 

¿L **° i ' f A v » Z % j Cn J-l ' 

Los elementos de la diagonal prinoipal son todos iguales 
, desarrollo de Laplaoe por oofaotores de las diferentes hileras 

del determinante do A, mientras que todos los demás elementos son 
desarrollos de determinantes que valen oero por el teorema funda-
mental que acabamos de demostrar. (Tienen 2 hileras iguales}. 

Entonces » 

A A* -
k\ o, 
0 1 4 • • 
• • • a 

0 o |A|/ 

- A 

1 0 
0 1 

o\ 

,0 o i 

« A I 
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Suponiendo que jA |es diferente de oero, podemos dividir ambos 
lados entrelA\para obtener» 

Aeooiando convenientemente» 
1 ( A*) » I 

-1 Entonces por definición de la inversa A"" de una matriz A, ae 
tiene » 

.-1 
m 

A* 

Entonces, la inversa de una matriz puede ser determinada, en-
contrando el valor del determinante de la matriz | A |y los valores 
de los determinantes oofaotores de la matriz traspuesta que propor-
cionan la adjunta A*. Este es un método práotico para encontrar 
ouando A es una matriz de pequeño orden ya que el cáloulo de los 
determinantes oofaotores s© complica rápidamente ouando el orden de 
|A I aumenta. 

Corolario» Una condición necesaria para qu® A tenga inversa, es 
que |A | sea diferente de cero. 

Ejemplo. Consideremos la matriz A del ejemplo anterior» 
3 1 

Enoontramos t 
A* 

-i) M 
Ahora» 

1 3 1 1 3 1 -7 2 
2 . -1 4 ra 0 2 m -1 «6 

4l 2 -5 0 -1 -6 

™ + 42 + 2 • + 44 



De aouerdo 0011 la fórmula» 

A""1 * -i- A* « * ]A| +44 

A" 1-

/ n ii 
44 44 44 

M JL JL 44 ~ 44 44 

-L \ 44 44 44 / 

Comprobación» 

A A' 1« 
l\ ¿3/44 .17/44 13/44V> 
4 j j14/44 -6/44 -2/44 
5/ \ 5/44 1/44 -7/44/ 

- I 

12.7 Demostración de la regla de Cramer. La regla de Cramer puede 
ahora ser deducida de la fórmula para resolver un sistema lineal 
ouadrado y la fórmula que aoabamos do obtener para la inversa de la 
matriz del ouadro de ooafioientea. 

El aistema lineal ouadrado tiene la forma raatricial» Ax • B^ 
La soluoión general x os ti dada por» x « l"1 B. Sustituyendo A*"1 • 

.1 1 
"FT A*B A*, se tienes x «* -p-

Donde A* - c¿i " Cofaotor do • 

K >L\ 

B - x -

w 
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Oonaideremoa el produoto A* B t 

'Cll °21 ni 

A* B 
C12 °22 ••••• Cn2 

y°ln C2n 3nn/ 

'il 

12 

"in ) 
Cada una de las sumatorias son desarrollos de Laplaoa de 

determinantes que so obtienen d© A cambiando oada una de sus 
columnas por la matriz columna B. Ahora, en el enunciado de la 
regla de Cramer', estos determinantes son los numeradores de laa 
incógnitas, que hemos designado por K^ , N , N . 

Sustituyendo en x • U*B). 

Be tiene la regla da Cramer» h \ / 
X2 1 0 • 
• 

» T n 
x j \ \ 

12«>8 Inversa por transformaciones elementales. La Inversa de 
una matriz A puede ser determinada también utilizando transforma-
ciones elementales en hileras. Empeoomos con la siguiente definioión» 

Def. Laa matrioes elementales_jan hileras son las qu© se obtienen 
e ia identidad por madio de una operación elemental en hileras. 
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Ejemplo, Para la identidad 3x3? 

Matrices elementales i a) b 0 

0 
i 

\o 0 

1 

1 
0 

\o 0 

o) A 0 

0 
1 

U 0 
' etcétera. 

Ahora, de esta definición, pueden verificarse los oasoB 
posibles del siguiente lema» 

Lema. El efecto que produce una transformación elemental en hi-
leras en una matriz cuadrada A, es el mismo que le produce la 
multiplioaoión por la izquierda por la correspondiente matriz ele-
mental en hileras. 

fplioaolón del Su" 
pongamos que la matriz A tiene inversa. Entonces, por transformacio-
nes elementales en hileras, encontramos su forma reducida en escalón 
que dehe ser una matriz identidad 1 para que A~ exista según se 
verA enseguida. Al mismo tiempo, se van encontrando las matrices 
elementales en hileras correspondientes a las transformaciones 
elementales efectuadas. Sean Eg» V ^trices Se-
mentales encontradas. Entonces, de acusrdo con el lema. 

E r { . . . . * 3 [E2 ( S 1 A 3 } " " 

Por la ley asooiativas 
(Er V i B3 E2 E l } 1 

365. 

Entonces i 
A""1 « E E . r r-1 B3 B2 BI 

Ahora, multiplicando por I ambos lados» 

.-1 (E E . x r r-1 B3 E2 El> 
De nuevo, por la ley asociativa? 

A - E 

Ea deoir se obtiene aplicando a la matriz identidad, le* 
transformaciones elementales en hileras que se necesitan para trans-
formar la matriz A en la matriz identidad I. 

Entonoes, el oÉlculo de A"1 por transformaciones elementales 
puede hacerse de la siguiente manera» 

1, Se empieza con la matriz A y la matriz I separadas por una 
línea vertical. (A | I), 

2, Se aplioan transformaciones elementales ©n hileras a esta 
matriz doble tendiendo a encontrar la forma reduoida ©n escalón de 
A hasta transformar A en I, lo cual siempre os posible ouando A~ 
existe. v-íí-

3. La inversa A se encuentra en el lugar d© la matriz I 
der»i és de haber cumplido la condición anterior. 

Es decir: 
( A | d — ( i l.r1)" 

Ejemplo0 Encontrar la inversa A-1 do » 
fl 1 1 

A* 

© 
1 
1 
-1 

1 
4 
4 
1 

- 2 

3 

1 
0 
0 
1 
0 
-1 

-1 
0 
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-1 Entonces A 

Comprobaoión! 

A A -1 

Ejemplo 2. Resolver el siguiente cíeteme de eouaoioneo lineales! 

k • *2 * *3 " 5 
- Xg • 4 

xl + "2 

Solución. En notaoión matrioíal, al problema as resolver la 
aouacióni . ^ ^ / \ 

(o -1 2 i í 4 ! • (< 1 

Multiplicando por la izquierda por la inversa de la matriz 
da ooafioienteaJ 

Ahora, hemos encontrado en el ejemplo anterior que» 

(o -1 2^ - (-2 ~3 
V o 4/ y -i v 

36? 

Sustituyendo» 

Bntonoes, la respuesta est 

Comprobación. 

la. ecuación ! 

« 42 

*2 - —26 

i X3 
- -11 

x 
42 
1 + x2 . ^ + x2 

26 - 11 

2a. eouaoión i ~x2 + 2X3 - 4 
26 - 22 « 4 

4 - 4 

3a. ecuación ! xx +4x3 - 2 

42 - 44 - - 2 
- 2 ® — 2 

12.9 Problemas de optimización«. las aplica- iones do la derivada 
parcial (Capitulo VII), hemos considerado el problema de la deter-
minación de máximos y mínimos de funciones da varias variables suje-
tas a condiciones laterales. El método de los multiplicadores de 
Lagrange nos permite encontrar, por lo menos teóricamente, los 
posibles máximos y mínimos de la función. Cuando la naturaleza del 
problema implioa la existencia de un máximo y las ecuaciones de 
Lagrange se satisfaoen en un solo punto, entonces a© deduce lógica-
mente que ese punto es al máximo buscado. Si el sistema de ecuaciones 
de Lagrange puede ser resuelto y tiene un número finito de soluoiones, 
entonces se pueden probar las soluciones encontradas para determinar 



•1 máximo o el mínimo de la función, según el oaao. Ahora, cuando 
el nfimero de posibles máximos y mínimos es infinito, como suoede 
en los problemas de programación lineal, generalmente no es posible 
determinar el máximo o el mínimo de la función por medio del cálculo 
infinitosimal. Entonces, ha sido necesario idear nuevas técnicas 
para resolver el problema. El Algebra Lineal ha sido utilizada 
oon Óxito para resolver oiertos tipos de problemas de máximos o 
mínimos de funciones de varias variables sujetas a oondioiones 
laterales. Por ahora, nos limitaremos a establecer definiciones y 
a considerar algunos ejemplos de programaoión lineal para ilustrar 
la organización da los datos y el planteo matemático del problema. 
El tema será estudiado oon detalle en un curso posterior de matemá-
ticas aplicadas a eoonomía. 

Defj^l, Problema general de optimización» Maximizar o minimizar 
una función de varias variables sujetas a oondioiones laterales. 

En símbolos matemátiooa» 

Maximizar o minimizar» z » f (x, y, ..., w) si las variables están 
sujetas a las condiciones laterales» 

^ U» y» v) - 0 
<¡>2 (*, y, ..., w) « 0 

(*» y, .-.»,») - o 

Def. 2. Modelo lineal. Maximizar o minimizar una funoión lineal 
de varias variables sujetas a condiciones laterales linéalos. 

•Sota. Las oondioiones laterales lineales en un modelo lineal 
pueden ser eouaoiones, desigualdades, ecuaciones diferenciales 
ordinarias o parólales, eouaoiones de diferencia, etc. 

Def. 3, Programación lineal. Maximizar o minimizar una función 
lineal de varias variables sujetas a un sistema de ecuaciones y jo! 
desigualdades linealea. 

fti símbolos matemátioos, dos formas típioae de problema» 
programaoión lineul eon las siguientes» 

(T) 2taximi»ar< * " X
x
 + °2 *2 + V * + °n *ta 

Sujeta a» a U *1 + *12 *2 + — + V *n < \ 

a21
 + »22 *2 + + *2a < 

"tal *1 + *m2 *2 + — + V » «ta < b, 

Utilizando notación matrioial, cea» 

0 - (ox, o2, .... on) | X «/ Xg 

\xn 

a u a12 .... 

«21 »22 •'•* 
. . 
. • 

fto»2 

Entonela el problema es» 
Maxiaisar» % • CX 
Sujeta a » A X < b j X^.0 

A • 

(?) Minimizar» a - o^ x̂ , • Og Xg + — + 0 n x n 

Bujeta a» *11 *1 + *12 *2 * • • • + l t o s S > 1 , l 
*22 + ®22 + • • • + «2n xn > \ 

: : • : 

V i «X + &m2 *2 * — * a«n xn >\ 
x1 > 0 j Xg>0|.....| 



o utilizando la mioma notación raatricial que antes* 

Minimizar Z - CX 
Sujeta a * U > b ¡ X > 0 , 

Breve historia. Las nuevas técnioas de optimización son relati-
vamente recientes. En 1929» el matemático alemán J. Von Newman 
publicó su primer ensayo sobre Teoría de Juegos, sugiriendo que 
sus ideas podían ser utilizadas para resolver problemas de econo-
mía. Sin embargo, el ensaya fue tan abstraoto que solamente unas 
cuantas personas pudieron entenderlo. Esto provocó inquietud 
entre loo economistas da la'épooa que empezaron a preocuparse 
seriamente por el uso de las matemáticas en economía y de 1930 
a 1940 so observa una influencia notable de las matemáticas en 
problemas d© tipo eoonómioo y en la toaría económica misma. En 
1944, habiendo emigrado a Estados Unidos, J. Von Norman y 0. Mar-
gare tern publicaron su libro titulado "The Theory of Gamas and 
Eoonomio Behavior". Este libro atrajo la atención da gran cantidad 
de investigadores economistas y matemáticos que reconocieron la 
importanoia de las ideas de Von Neumaa. Se ha demostrado que los 
problemas de optimización que hemos definido como problemas de 
programación lineal tienen la misma estructura matemática que 
lo:- juegos de dos personas. En 1947, el profesor Dantzig inventó 
un prooeso numérico para resolver el problema general de progra-
maoión lineal que so conoce como el método Simplex» El profesor 
Dantzig trabajaba entonces para la fuerza aérea de los Estados 
Unidos y el método Simples fue utilizado primeramente para la 
optimización de técnicas militares. A partir d® 1950 s* han 
desarrollado notablemente nuevas técnicas de optimización y actual-
mente sa trabajo en problemas no-lineales de optimización. 

Consideremos algunos ejemplos de programación lineal para 
ilustrar la organización de los datos necesarios y el planteo 
matemático del problema, así como las limitaciones que resultan de 
las consideraciones teóricas establecidas. 

12.10 Problema de la dieta. Supongamos que se daaaa obtener una 
dieta semanal para alimentar a un grupo de aatudiantea en un inter-
nado de manara que al oosto sea mínimo y al mismo tiempo se propor-
cionan los nutrientes necesarios (oaloríaa, vitaminaa, ato.) para 
que sea una dieta saludable. 

Consideremos un grupo da alimentos báaioos que llamaremos 
Al» •••» Áü° Denotemos por Ngl ..., N^, loa componentes 
principales da los alimentos oonsidarados, (oalorías, proteínas, 
vitaminas, ato.). Sea a^ al número da unidades del nutriente N± 

contenidas en el alimento ky (i » 1, 2, ... a ? j « 1, 2, ..., n). 
Llamaremos o^ el oosto por »anidad del alimento A^ y denotaremos por 
Xj al númaro do unidades del alimento A^ qua debe contener la dieta 
óptima. Por último, sea bi el número mínimo de unidades del nutri-
ente N^ que proporcionan una dieta saludable al grupo de estudiantea. 

Pjfifl̂ j1 gaol&n de los datos. En los problemas do programación lineal 
es muy conveniente organizar los datos en una tabla para facilitar 
el planteo del problema* Para el problema de la dieta, y, en general, 
para cualquier problema qua tenga una estructura semejante, una pre-
sentación tabular conveniente as 1& siguiente* 

Costo por 
Unidad de °1 °2 °n 

^^-^Alimentos 
Nutrientes^. 

A1 A2 
No. mínimo de unida-

des de N̂  

Hi all a12 aln bx 

tt21 a22 a2n "2 
,í» s • • . 
• . « c • 

O . 
H m aml % 2 amn b m 

1 fn'l 1 11 I1 1 , 1 "'.1 ' 3S=B=E 
No. de unidades 
de Ajen dieta 

Óptima 
X1 x2 *n 



Planteo del problema. E 1 problema es encontrar las cantidades 
de los distintos alimentos de la dieta, (x^ ig, x ), q u o 
satisfagan las oondioionos eotableoidas. Es deoiri 

Minimizari o • o, x, + c0 x» + ,... -f o x JL x c. ¿ n n 

Sujeta a» f a ^ x^ + a12 x2 + 

a21 X1 + a22 *2 + + a2n ̂  > b2 

V aml *1 + am2 x2 Xr, + mn x sv b n # m 

Nota» Las incógnitas x^, x2, xn deben ser no-negativos por 
la naturaleza del problema. EntonoeB se tiene la oondioión adi-
oional» . x^^.0 j » 1, 2, n. 

En notaoión matrioial, el planteo se reduoe at 

Minimizar 1 0 « e x 
Sujeta a « AX 

X » 0 

Obsérvese que el problema de la dieta tiene una estructura 
semejante a la forma (?) considerada en la definición del pro-
blema general de programación lineal. A la funoión lineal, que 
se va a minimizar en este caso, se le llama funoión objetiva u 
objetivo del problema y al conjunto de relaciones entre las incóg-
nitas, que son desigualdades en el problema de la dieta, se le 
llama conjunto de restricciones. 

La solución del problema no será, disoutida por ahora, pero 
se puedan deducir algunas observaciones sobre la funoión objetivo 
(funoión de costo total de la dieta) y sobre loe resultados de un 
problema específico. Por ejemplo, loo costos de los alimentos do-
penden, en cierta forma, de las oantidades que se vayan a comprar 
para proporcionar la dieta. El resultado puede contener alimentos 
que no proporcionen una dieta apetecible, eto. Estos son aspectos 
prácticos del problema que no deben ser sub-estimados en los pro-
blema» de optimización. 

12tll Problema de producción. Una fábrica dispone de m máquinas 
Ml» M2> Para la producción de n artículos A.^ A,,, 
Sea ai;J el número de horas de la máquina M^ necesarias para fabricar ~ 
una unidad del articulo A^. Supongamos quo el n W o de horas-máquina 
disponibles por semana ss limitado de manera que b± es el número 
máximo de horas que puede trabajar la máquina M por semana. Si P 

w 
aa el preoio d del artíoulo incluyendo utilidad, determinar la 
producción semanal que proporcione el máximo ingreso total, 

Denotemos por x^ »1 número de unidades del artículo k¿ que 
deberá fabricarse para obtener máximo ingreso total. En. una tabla, 
los datoe del problema, pueden presentarse d© la siguiente manera» 

No. de Unida-
des d© A. á V *»**.. «o. . > . . 

Artículos 
Máquinas 

A2 K 
No» de horas-
máquinas dispo 

niblea 

Mi aZl a12 aXn bi 

®ai ®22 
• * « . 
a » 1 « . 
0 e f 

Mn awi2 aían 

Precio por 
unidad de h P2 

_ 

Planteo. De aouerdo con el enunciado, el planteo matemático del pro-
blema es el siguientes 



Maximieari I 

Sujetat 

P1 X1 4 ? 2 x 2 4 4 P n xn 

B11 X1 4 a12 »2 4 + aln x n < X1 4 aJ 
*21 *1 + a22 x2 4 + ft2n xn < *2 
: 

Rml X1 4 am2 X2 4 — 4 «tan *h < \ 

Pueato qua loo x^ deben sor no-negativo», ae tiene la oon-
dioidn adioionali 

> 0 j j - 1, 2, n. 
Bn notación raatriolal, al problema aa reduoa a! 
Maxiaisari I ® PX 
Sujeta a . fA * < * 

1 

12.12 Problema da transporte« Una compañía que fabrica refrige-
radorea tiana 3 almacenas A^, A^, A^, distribuidos «n cierta aona 
geográfica. Supongamos que las existencias an los almaoenes aon 
201 40 j 40 unidades raapeotivamante, ouando sus oinoo tiandaa 
Tl» T2» T3f T4 y T5» eo:lioit&n 20» 10» 30 y 25 u n i d a d , s respec-
tivamente. Loa ooatos de transporta por unidad da los almacenas a 
oada una da laa tienda® son loe siguientes i 

Costos/ 
Unidad T1 T2 T3 T4 T5 

Ai 100 30 60 45 35 

40 30 40 50 

A3 95 60 30 35 40 
.... „ --. 

El problema as determinar cuántas unidades deberán transpor-
tarse de oada almacén a oada tienda da manara que al ooato total de 

transporte se. ffllnll80 y ^ .. ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ 

^ f ^ Ademáa do la t a b k d. ooeto, ^ ^ ^ ^ ^ 
los damáa datos del problema an la airante tabla. 

Ti andas - .^ "j 
Almacenes T 1 T2 T3 T4 T5 Cantidad dispo-

nible ©n A. 
X12 X13 *14 *15 

- i 
20 

^ *21 x13 40 
A3 *31 X32 t 33 *34 *35 40 

Ca.tidad deman-
dada por T 

J 
20 10 15 30 15 

*ij " N<5° d® Wlidadss qua deberán transportarse de A. aT 
J 

da manera que ol ooato da transporta aea mínimo. 

Planteo* I* estructura de esta problema es diferente a la da loa an-
terioras y su solución as, en general, más complicada debido al número 
de incógnitas que intervienen. Sin embargo, obsérvese que los artíou-
los considerados son indivisibles, os decir loa , daban aar números 
enteros no-negativos, í&toncee el problema es el siguiente! 

Minimla&rí 0 « 100 x ^ «- 30 xy¿ + 60 xJ3 • 45 x ^ 

4 3 5 xl5
 4 4 0 X21 4 3 0 x22 4 4 0 x23 

4 5 0 x24 4 55 x25 4 z
3i + 60 *32 

4 3 0 x33 4 35 x34 4 4 0 x35 

Sujeta as 

Cxll 4 X12 4 xl3
 4 x14 4 X15 < ;?C 

x214x224x234x24+x25 < 4 0 

x314x324x334x34+%35<40 

i - 1,2,3, t Ó - 1,2,3,4,5 , xiá , Enteros 
\ 



Solución por tanteos. El problema puedo resolverse por tanteo», 
en este oaso particular, si se observa que la suma de las existen-
cias en los almaoenes es igual a la suma de la« oantidadea deman-
dadas por las tiendas. Entonces, podemos intentar una solución que 
satisfaga las igualdades en el sistema de restricciones para las 
incógnitas. Si empegamos por satisfacer las demandas mayores al 
menor costo de transporte posible, enoontromoB la siguiente solu-
ción en la qué se han tomando en cuenta las existencias en almaoe-
nes y los costos de transporteJ 

"̂•"̂ -̂vlJiendaB 
Almaoenes\^^ 

Ti T2 *3 T4 T5 
Exis tencia en 
almacenes 

Ai 0 0 0 0 20 20 

í j 20 10 10 0 0 40 

A3 0 0 5 30 5 40 

Demanda en 
tiendas 20 10 15 30 25 

El cuerpo de la tabla oontione los valores de los x^y -De la 
solución de este sencillo problema de transporte se deduce que no 
siempre será posible aplicar simple deducción lógica para cualquier 
problema, de transporte porque la estructura del problema puede oom-
pilcarse demasiado. 

La generalización del problema de transporte para n almacenes 
ilf Ag, Affi y n tiendas T,, es inmediata del ejemplo 
considerado y puede hacerse como ejercicio. 

^eroioio^J^. 

Tema. Determinantes. Aplicación a sistemas de ecuaciones lin,al< 

1. Encontrar el valor de los siguientes determinantes» 

1.1 

1.3 

1.2 
16 

1.3 

4 1 5 1,4 1 3 2 
-1 -3 2 0 1 8 
0 1 4 —ó -4 

1 3 - 1 0 1.6 2 4 1 3 
4 1 3 2 3 2 
-1 3 X 6 6 1 2 4 

7 i 3 2 4 ~3 1 <«2 

1-7 1 1 3 ~1 
6 ; 3 1 0 
4 3 »4 2 0 
3 5 2 0 1 
1 -5 -1 3 4 

2. Resolver los siguientes sistemas de eouaoiones lineales 
por determinantes. (Regla de Grajear}« 

2.1 *1 + *2 + *3 
2xl - - *3 
3x1 - 2xg +x3 * ? 

* 2 
* X 

2.2 + - 2x¿ 4 x^ « 3 
3* x- Xg ~ 
?'X1 * *2 + 

x3 - x4 . -9 
x3 + 2X4- 2 

-*1 - *2 + *3 4 ^ - 4 

2.3 2x2 - Xg •«• x3 - 2X4 « 5 *2.4 
-3x2 + Xg- x3 + » -6 

" 5x2 4 *3 ~ ̂ 4 " 7 
3xj - 3xg * 2x3 « X4 • 9 

' X1 + XG F X3 + X4 4 2X5 - 3 
2x1 - 2xg - X,+3*4 - 4^5 - 11 
x1 4 xg ̂  3x3 - x4 - 2^ . -9 

3xx - Xg ̂  4x3 - 2X4 + 
+ 2Xj- » —3. Xx - Xg + x3 - X, 

3. Resolver los sistemas del problema anterior (2.1 a 2.4) por 
•1 método de Qauss y el método de Qauss-Jord¿n. 
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Tema» Inversa de una matria por determinantes. 

1. Verificar, por comprobación direota que 1 V ea una 
matri« simétrica! 

1.2 

2. Demostrar qua la adjunta da la adjunta da una matria 
2 X 2 es igual a la matria dada. 

3. Verificar al resultado dal problema 2 para las matrioesl 

Ul 

4. Verificar quo la «atri* adjunta de la siguiente aairli 
3 X 3 ee igual a la matria dada. 

- (i "!) 
5. Encontrar 1. in«». A. 1.. .igul.nt« «trio« Po» 

¿•terminante*I 
5,1 A -

Bjaroicio 48. 

Tema. Inversa por transformaciones elementales. Solución de 
sistemas de ecuaciones lineales cuadrados por la inversa. 

1. Encontrar la inversa A"1 da las siguientes matrices por 
transformaciones elementales en hilaras i 

1 . 7 

2. Resolver loa siguientes sistemas de ecuaciones por la 
inversa de la matria de coeficientes! 

2 . 1 

2 . 3 

2xl - 3*3 " 0 
4*1 + " 5 

*1 + *2 + *3 " 3 

2.2 

2.4 

-*2 - x. -1 
2x1 +2x¿ + x^ « 5 

xx + 2X2 « - 1 
2*1 - *2 " 3 

' X1 - *2 + 3*3 ' 3 

2 . 5 
s ̂  • 2ig + x3 + x4 

" x3 + x4 * 0 
2xl + - ~ X3 ~ ̂  " 2 
4 ^ + 2xg + 3x3 - 3I4 - 3 



RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS 

NOTA: Se han omitido intenoionalmente las respuestas a algunos de los 
problemas. 

Ejercicio 1 (Pág. 15) 

1.1 d • 5 1 1.2 d • JfT | 1,3 4 - 5 | 1.4 d • 3 1 1.5 d • 3Y2~ 

2.1 H « 3 2.2 II - V H 2.3 AB - VT5 

le « 4 "5c • 4Y3" BC - V3J 

el - 5 ca-V25 

3.1 AB - TO 3.2 AB - 7 

BC - M -

cd » V5 cu - 3 

Vk ¿YTb EX - Y25 

ic - 7 AC - 5 Y7 

BD - 5 SS" - 5 f2* 

4.1 Á5 • BC - CA - 10 

5.1 Si , 5.2 Si » 6. A, C y D 

7.1 M( - \ , 4) J 7.2 M (O, - 1) , 7.3 *( - 1, l) 

8. XB, - V73 1 5R2 - 5 1 CF3 - V3T 

Ejercicio 2 (Pág. 17) 

1.1 x 2 + y 2 - 4x - 8y + 4 - O j 1.2 x 2 + y2 + 6x - 6y + 14 - O 

1.3 4x2 f 4y2 + 8x + 24y + 31 - O , 1.4 x2 + y 2 - 8x + 7 - O 



1.5 36x2 4 36y2 - 36x - 24y - 1283 - 0. 

2. X2 4 y2 - 2x - 17 - o, 

3. x2 + y2 - 18 - 0. 

4. 4x2 4 4y2 - 24x - I6y + 2 7 - 0 . 

5. x2 4 y2 - 2x - 8y - 0. 

6.1 C ( 1, - 2) -, r « 4 , 6.2 C ( -4,0 ), r « 4 . 

6.3 C (3,5), ï • 4 1 6.4 C ( -1,3 ), Y - 1. 

6.5 C ( -1,| ), Y - \ri ? 6.6 C (6,-| ) , Y -

7. Fronterax Circulo con centro en C(266.7,0) y raàio Y * 133.3. 

Zonas de distribución: El exterior del círculo pars una fábr¿ 

ca y el interior para la otra. (Considerando a la primera fá 

brica situada en el origen de un sistema de coordenadas reotan 

guiares). 

8. Fronteras Linea recta vrrtical x - 100. Zonas de distribución s 

Semi-plano x ̂  100 para la primera fábrica y semi-piano XT-100 

para la segunda. 

Ejercicio j (Pág. l8) 

1.1 

1.4 

3.1 

4.1 

m » ̂  ; 1.2 m « - I ¡ 1.3 m - - ~ 

m - y $ 1.5m » - ~ ; 1.6 m - - y 
1 

m - y ; 3.2 m - j j 3.3 m - 7 * 3.4 m «* £ 

Si : 4.2 No. 
5. x - 16. 

6.1 3y - 2x - 12 - 0 $ 6.2 5x + 2y - 4 - 0. 

6.3 3 y - 4x - 4 - 0 $ 6.4 y - 4 i + 37 - 0. 

6.5 y - 2 - 0. 

7.1 x 4 5y - 22 « 0 j 7.2 y - 3x - 5 - 0. 

T.3 52y - 4x - 25 - 0 , 7.4 y - 3x « 0. 

7.5 4y - 5x - 7 - 0 j 7.6 5y - 3x 4 2 - 0. 

8.1 5 x + 4y - 2 5 - 0 i 8.2 7x + y - 5 « 0. 

8.3 3y - 5x - 7 - 0. 

9.1 P(ll,-6) , 9.2 P(7,-5)« 

9.3 Son paralelas; 9.4 P( fj > . 

Ejeroioio 4 (pág. 32) 

1.1 f(O) . 2 1 f( -1) - 7 $ f(2) - -2 , f ( -Y?) - 4 4 4Y?. 

1.2 f(l 4 h ) • h2 - 2h - 1 1 f ( h - 1 ) - h2 - 6h 4 7 1 Í (x 4 h)j 

- x2 - 4x 4 2xh - 4h + h2 4 2. 

2.1 g ( 0 ) «• | g ( l ) - 0 | g ( - 2 ) " O O j g (a2) -

2.3 « ( x ) - * ( 1 ) . x+JL. 

x - 1 x 4 2 

3.1 x - O j x - f ! 3.2 x - 4 Y T 
4.1 Dominio - ( Nos. realesj | Co-dominio « ( Nos. reales.] 
4.2 Dominio - ¿Nos. reales x ̂  3) J Co-dominio . { Nos. reales y*oJ 

4.3 Dominio « ( Nos. reales - 2*x 4 2) | Co-dominio -

¿Nos. reales 0 ^ y 4 2¡ 



4.4 Dominio - ^Nos. reales x / 2] \ Co-dominioi -(Noe. reale» y/oj 

4.5 Dominio - { Nos. realesj ; Co-dominio - { Nos. reales y^ 1J 

v Ejercicio 5 ( Pag. 33) 

4.1 No se interseotan. 

4.2 P ( £ + 1*5, f - | Y 5 ) 1 M | . | Y 5 i f 

Ejeroioio 6 (Pág. 34) 

1. Máximo ingreso total para x 4.4 

4. a • 9,000 | b - 7,500 | Preoio del boleto que llenará el teatro 

I 0.86. 

Ejercicio 7. (Pág. 54) 

1.1 lf \ t ] • I » 5 ' 

1.2 2, 6», 12, 20, '30, 

1.3 - 1, 1, 3, 5» 7, . 

1.4 - 1, -8, -27, -64, 

1.5 M • M • 
1.6 

2 3 A ¿ 2. 9 » 17 » 17 9 21 » 
3.1 . 2 | 3.2 49 1 3.3 

3.5 10 9 3.6 - ̂  • 

26 
251 
6 

1.1 0 j 1.2 0 | 1,3 1 j 1.4 0 \ 1.5 No existe. 

1.6 5 

2.1 2 } 2.2 - ì $ 2.3 | x , 2.4 | 

2.5 2 ; 2:6 co f 2.7 0 j 2.8 jo 
b o 

2.9 2x | 2.10 1 j 2.11 -

3. 2i 

Ejercicio 9 (Pág. 57) 

1.1 3 | 1.2 4x $ 1.3 2x - 3 

1.4 3X2-2 I 1.5 3x2 - 2x j 1.6 - 4* 
« (x2 - 2) 

2x 1 - * 2 1 

1,7 77* ,2 .v2 ' 1>9
 2nrr? (1 - X2)2 (xc + 1) 2 y x + ¿ 

1.10 2x - 1 . 1 # n 29 x + b » 1.12 L 

2 f x¿- x + 1 

- 1 
2 

t 2 

1.13 3 ( t - 4 r ! 1.14 2 x + 2 , 1.15 2 ( x — ¿ 

2.1 m - 8 | 2.2 m - 1 f 2.3 • - - 2 | 2.4 • - 1 

3. P ( 2, - 2 ) 

4. P ( 1, 2 ) | Q ( - lt 0 ) 



5. y - 5 i + 2 - 0. 

Ejeroiolo 10 (Pág. 85) 

1.1 4 X3 i 1.2 6x2 - 6 X + 2 

1.3 8 x (x - 2) , 1.4 

1.7 

1.9 

1.15 

2 . 1 

2.3 

2.5 

- 2x 

T T T T T 

1.5 5x4 - 8x3
 + 3x2 + 2x - 2 , 1.6 1 0 x 2 + 4 x ~ 4 

V 1 + 2 1 

- X + 4x + 4 

U 2 • 4)2 

- x + 2 

í 1.8 
2 X + 2 

3 ( x + 2x - 4) ~ 7 

2 (1 - x) \ 
1.11 5 x 4 - 6x + 6 j 1.12 (16X-12) (2x2 - 3x +1) 

, 1.10 ( 5x3 - 10.5 x2) (x2 - 3x) 2 

3 

1.13 3 y 2x + 5 I 1.14 

5 

-x4 - 6x3»3x2 - 8x - 12 

I 1.16 (lfr 4 Iff) (3x - 7)4 

2(x+2)| ( x - 3 2 (x • 4 )\ 

4x 

3 (2X2)4 
> 2.2 

xc - 2x - 1 

(x2 • I)2 2 r n , x- -, 
3 2 o 

4x3 + 198 x 2 4 2176x - 66 j 2.4 2 x % 6 x ~ 

2 t + 2 j 2.6 - 15 (5 Z + 4)"3 - / " 1 5 s 
(52+ 4)J 

-9 (2x - 4 ) 2.7 2 # 8 

( x 2 - 4x) 

- 4x 

(x2 - 3 ) 3 

3 a fi - 10B , 3.2 . i 

3 , 3 fi 5 > 3.4 f(0) - - 4 8 

3.5 f,(2) - 70 

Ejeroiolo 11 (Pig. 86) 

^ 41 J , * - (y2 + " 5)2 
d x -9y2+2y+2 ' d x -y2 + 6y + 4 

1.3 te , 1.4 41 . ^ ^ * 3 
dx 2y (l-5y)(l-2y) dx 3 y 2 . 2 

1.5 te g 
d x (2y 4 l)3( 12 y 2 - 38y - 4) 

2.1 m • - ̂  ; 2,2 D • 00 | 2.3 m - - 2 

2.4 m - - 1 * 2.5 m •» 3 

>• 3 u 2 - 2 ^ - 8u + 8 
3.1 te . 3 U , 3.2 fe 

^ " Y2x~T7 à X x3 

dy 1 6 <2x -1)3 , , te 1 2 u (u2'2)2(-x2-x" 
¿ " (u + l)2 , 3 , 4 d X " (x2 • +2)2 

3.5 te , _ | 3 . 6 ft 
2 u 3 

d x 2(2x d I V T 

45 3.7 te . - f 3.8 
(3u2 . 1 ) (2x -3) 

d x (u - 4)2(x - 5)2 ' 4 Vu(u2-1) (x2 - 3x +5) 



4- • f f " I S? "37.5 

Ejercicio 12 (Pág. 87) 

1 . 1 f'(x) - 2x - 8 } f" (x)- • 2 i U ) - 0. 

1.2 f'(x) - 8x3 - 6x + 6 j f» (x) - 24x2 - 6 , fM\x) - 48x 

1.4 f'(x) - 4x3 - 3x2 4 I6x - 11 , f»(x) - 12x2- 6x + 16 , f'"(x) 

- 24 x - 6. 

1.6 f'(x) - 4 (x - 4)3 j f»(x) - 12 (x - 4)2 j f'tx) - 24 (x - 4) 

1.8 r» (x) - - f3 , f"(x) - £4 i f"U) -
X x X5 

1.9 g'(x) - 18 x 2 (x3 - l)5, g"(x) - (306 x 4 - 36x) (X 3 - 5)* 

1.10 g.(x) - 3
 2 , g»'(x) - - 1 0 3 , g«(x) 4 

(x • 5) (x + 5 r (X + 5 ) 4 

2.1 f ' (x) - O I f'(x) - 6 ) tm (x) - 6 5 f A(x) - o para* ^ « 

2.2 f*(x) • O J f ^ ( x ) no existe para v\ ̂  2. 

2.4' f ' W • » î I f"(x) - 12 , tm (x) - - 24) f"(x) - 24 

f ̂  (x) - 0 para w z: 

3.1 . Ü | 3 2 k . 
d* 4j * 3- d* 3y2+ 2x 

3 .5 
• dx 

2 x - 1 
• dx 2 y + 2 

4.1 
dx 

2 X 
+ y 1 4.1 

dx 6 y - X 

4.3 ÄJL. dx 
2 

" 3 1 
dx 

d2 y 78 y 2 - 26 x2 - 26xy 
dx " (6y - x)J 

5.2 m « - 6 i 5.4 « 1 - 4 

388 

»frttriftift teáf. 

BeffiMö ( i ) ( fes : l i l i l í ) $ ? 

i S 1 : 

¿«I 

3.5 

M ¿j 

$ = i 

4 ¡ r 7 Í H l 

6 U » ' ) * 

! f M i ) 

i f ' f e ) s J Ö « ) 1 

<** ( f * * » = Ì) 

i i 

* i i» & 2 

§ * * té S m ; ft (g) - M 

fr« . f r , * * , 
term 

4,t * 
^ r 

dp ̂  £ 

3=̂  ̂  # ^ <P 



Bjcroioio 14 (Pág. 90) 

2 a 

r ^ r 

2 y x - 1 

(x-4) 

2.9 f'(x) . X2e 1 + 2xP x, 2.12 g'(x) . 2 

2x 
2.15 f ( t ) . ¿ , 2.16 f f - - V ( 2 e + - 1 - ) 

\ 5y x-i 
3. P ( \ 1*2, 2) , 4. • - 1 

» e x /2 ( 1 - 1 - 4 'lUz) 
± X 

5 . 2 y + X . 4 « 0, 

6.1 f*(x) - eX , f»(x) - ex 

6.3 f'(x) - , fM(x) 

6.5 ' f(x) - 1 ? fn(x) - 0. ' 
2 « 2 2 

6.7 g'(x) - 2xeX - 1 - li\ x | fM(x) - 4x ox + 2 e1 

7.1 E - 2x + 1 j 7.3 E • 5 

2x 
7.5 

(2x • 3) 1* (2x-f3 
+ 2 

6. V - i 

Ejeroiolo (Pág. 113) 390 

1.1 Puntos críticos P (1,3) 

Puntos de Inflexión» No hay. 

1.5 Puntos oríticos» Tangente vertioal en x » - 2 

Puntos de inflexiónt No hay. 

1.7 Puntos orítioost P ( -1, . 

Puntos de inflexión» Q (-2,""~2 
e 

1.9 Puntos critioost P (0,-3) 

• Puntos de inflexión» No hajr 

2.1 Tangente» y + 2x - 4 - 0j Normal t 2y - x - 8 • 0. 

2.3 Tangente» y - 0 j Normal» x - 0 

2.5 Tangente» 2y - x - 8 - Oj Normal» y + 2x + 1 • 0 

2.7 Tangente» y •» x + 1 • 0 j Normal» y + x - 1 • 0. 
3. Puntos de inflexión» P( - J 9 ) cóncava haoia arriba 

2 2 para todo j Cóncava haoia abajo para todo - y 

Ejercicio 16 (Pág. 114) 
1 1 

1.1 Máximo relativo» P( 1 12) 

1.6 Máximo relativo»5P(0,6) 

Mínimo relativo» Q(2,2) 

1.8 Punto estacionario» P( j , 0) 

2.1 Máximo relativo» P(0,l) 

Mínimo relativo» Q(2, - 3) 



2.5 Máximo relativo i P ( -2,0) 

Mínimo relativo Q( -á- , - 26.244 \ 
3,125 ' 

Punto estacionario» R(l,0) 

2.9 Mínimo relativo! P(l, -2) 

3.1 Máximo relativo» P( -2, 12) 

Mínimo relativo» Q( _ íliL) 

Ejercicio 17 (Pág. 115) 

1. Ancho - 11.2 oms. j Largo « 41.2 cms. j altura - 4.4 cms. 

2. No. de pasajeros « 500 

3. Benta óptima «= $ 110.00 
3 3 

5 . Y * 5 V~~Z | h - 10 

6. Ancho - 200 Mts.j largo «= 400 Mts. (Paralelo al rio). 

Ejercicio 18 (Pág. 116 ) 

1.2 I - 6 0 * | lim I - 60 (Máximo) 
x + 10 x-»oo 

1.3 Img - — Í 2 
(x 4 10)2 

2. p . i2i ~ 56 , x - ¿Si ̂  14.7 

4.2 It - 800x - 2x3 j Img. « 800 - 6x2 

4 . 3 Ep(x) - ̂  « - | , Ex(P) - - | 

1 , 1 T x " 6 1 + 2y I - 2x - 2y 
I 

1 , 3 J I " 1 0 y ( 2 i y " 3 ) 4 » { j ' 1 0 1 ( 2 x y " 3 ) 4 

1-5 ¿ » 2 x + 2y f 1 » . 2x - j 
4 4 X 2 + 2xy - 3y * Y X 2 + 2xy - 3y 

l 'é ' 7 7 ^ » f f " " 1 2 

1.9 | i . 2 l y / y - x 2 e x 2 y 

2 , 1 i r " 8 ' "iy " " 5 

2 - 3 i í - 2 ' I T - - 2 

3.1 B x - 2 , my - 2 

3.3 mx - e I m y " e 

3.5 mx * 0 1 my " 3 

E.ieroioio 20 (Pág. 147) 

1.1 . 2 , ^ . 2 ^ . 0 . 



1*4 ¿u c,2 . _ áu ~ <fu ¡ 7 " 5 2 + i ¡J • 2 x - - 10 12 

í u n í 2u 0 <J2u _ ó 2u 

X 2 / 2 
t-Jfc . h h , « o 
<*x¿2 ¿y¿¿ 

2.1 Dirección i : Decreciente y cónoava hacia ahajo. 

Direooión yt Recta oreciente. 

2.4 Direooión u Decreciente y cóncava haoia arriba. 

Dirección y: Creciente y cónoava haoia abajo. 

2.6 Dirección xt Deoreoiente y cóncava haoia arriba. 

Dirección yj Creciente y cóncava haoia arriba. 

Ejercicio 21 (Pég. 148) 

1. dy « . 0 4 ? A y - - 0.392 

2.1 2 < 3 J L „ 2 e 2 t 
dx t ' — ^dx 3 t 2 _ 2 

3.1 dw - (2x y + 3y3 ~ 4) dx + (x2 + 9x y2) dy 

4.1 du 
d t - 4xt + 6x + 6yt - 4y 

4.3 du . 4 e 2 x + 6eJy 

4.5 TT « 4x + 2y + 4 ty 



Ejeroioio 22 (Pág. 149) 

l a * L . J L . . 4 x - 4y 
¿x 22 * 6 y ' Ti 

¿ L - ^ y - y 2 

¿ X -2x2 - 2xy - 6?(22x + y2)2 <5 y 

y2 + 2x.y - 2 2 x 

2.3 

-2x2 - 2xy - 6 Z (2Zx + y2)2 

2 a £ L „ 15. . ¿JL 1 
6 x " ~ 4 ? ¿ y " • 4 

í i 2 5 6 y 2 

3 , 1 - . .r-JjL „ . , , ±JL m Si 
^ 8 y 3 - 3 * 2 ? ^ d x 36* 

d x x 

4.1 Ü _ 6?i Sí . 6 2 y2 

^ 1 " 3l - 3x2 + 2 y 3 ' ¿ y " 322-3*2 + 2y3 

4-3 Ü . xcC 2 x - i 61 m - ¿ 
¿ * " x 1 2y 

6. Tangente: 2y - x + 1 - 0 j Normal x y + 2x - X 0 

E .i ere icio 23 (Pág. 

x f x + y f y " f (x,y) 

3.1 m » 2 } 3.3 m « 3 j 3.4 m - 2 

Ejeroioio 24 (Pág. 186) 

1.1 Mínimo relativo» P ( - 1, 0, - l) 

1.3 No hayp( 1 , _ ̂  1¿L j málirao e n l a direooi6n z y 

mínimo en la dirección x. 

2. P, - 12, P 2 - 26.5 I x, . 99 | * 2 - 143.5 

3.1 P (2,2,6) 

3 .3 P ( 4 , 3 , 5 , 3 3 ) / 

Ejeroioio 25 (Pág. 187) 

1.1 Ex(u) « 3 } Ey(u) - 2 

1.3 ex(u) . 2 x 2 - x y — 5 r 1 Ey ( u ) ' 
X (x -xy + y2) lu (x -xy -f y2) 

2 2y - xy 

(x2-xy + y2) lu (x2-xy + y2) 

2. A^ y A2 son sustitutos j A^ y A^ son sustitutosj 

A^ y A^ son complementarios} A2y A^ son complementarlos} 

A y A son sustitutos} A> y A. son sustitutos. 



3. Epi (xx) - . 2 , EP2(Xi) - 3 > Ep^xg) - 2 , Ep2(x2) . - 1 

A, y A2 son sustitutos. 

Ejeroioio 26 (Pág. I89) 

1# * me - 4 1 + 3 8 8 • "'1|x°0 * 21 mg ""8l + 3 8 8 

3. A - 1.5 » « - i 

5» Cos to mínimo para 1 « 20 j y * 5 

Ejeroioio 28 (Pág.213) 

1.1 ~ X 4 • C j 1.3 3x 3 + C i 1.5 X 3 + C 

1.7 f 2i + C j 1.9 2x3 - I X2 + 2x + C j 1.11 X3 + | + 

1.13 ^ (3x +4)3 + C \ 1.15 i (x3 + 2)3 + C 

1.17 - f ( x 3 - 2 ) ; ^ 7 ^ 2 - + C 

- 1 ( 1 - 3 X2)2 + C , 1.21 - I (1 - x2) 3 + C 

1.23 lu i + C ; I.25 \ lu (x2 + 4) + C 

1.19 - 3 

1.27 1 2 ¿ i S lu (1 + 1 ) + C 

Ejeroioio 29 (P&g. 214) 

.1 ì lu (2x2 - 1) + C > 1.3 \ x2 + 2 lu (x • 1 ) + C 

1 2 x 3 2 X 
1.5 ¿ e + C , 1.7 A — + C 

2 lu 3 

1.9 

1.13 

2x2 + C , 1.11 2e^ x + 

- Í 2 6 1 L + c 
lu 2 + 1 

2.1 e t3 + C ; 2.3 lu (e X - 1) + C 

2.5 i G 
6x 



Ejeroioio }Q (Pág. 216) 

1.5 

1.9 

1 2 I P £ X lu X + i lu i • • X • X + C 

1 2 2 
I 1 " ? { 7 7 1 • 

2.1 

2.5 

2.9 

4 C - ci + i c + y X + c 

I iu(e 2 1 + i) f c 

1 2 2_ 
5 1 " 15 

2 1 « 2 + 1) 2 + C 

Ejeroioio 31 (Pág. 216) 

1.1 

2 . 1 

1 i 1 
^ lu X + 1 l u ( x - l ) + lu C . lu C + 

1.5 lu 

1.9 lu 

1.11 lu 

li 
(x + 2) 9 

(x - 1 |) 3 (x - 1) 

A x - 1 4, + 3 x - 1 

• C 

x + 1 2 ( x - 1 ) 
\ 5L C ( X + 1)10( X - 1 ) 14 

+ C 

(X • , S ) § 

1 2 , 2 x + 6 x + 24 lu (x - 3 ) 
20 

x - 3 $ C 

Ejercicio 33 (Pág. 249) 

1.1 ^ I 1.3 1. \ 1.5 e - 1 — 1.72 

1.7 6 - 2 ^ 7 j 1.9 11.75 >1.11 + 9 1 u 6 

3.1 2 ; 3.3 21 ; 3.6 1 

Ejercióio 34 (Pág. 250) 

1. S* . 7,5 i S # . 5 i A . 6.25 j A - S* * 
2 

2. B* - 3.375 \ S* - 2.125 J A - 2.67 

3. S* - S # - A - 15 v 

5.1 18 ; 5.3 f î 5.5e 2 - 6.39 

5.7 1 

6.1 te i 6.3 2.5 

Ejercicio 35 (Pág. 251) 

1.1 No existe j 1.2 No existe* 1.5 No existe 

1.7 No existe j 1.9 1 I 1»13 J 

Ejeroioio 36 (Pág. 252) 

1000 D ir , 250 1000 
1. I t - - 15 * • 250 - x+~4 » P » 1 5 ^ x - x2 + 



2. C+ - x2 + 13x j Cmd . x +13 

3. (a) Ct «= 100,000 (1.1)* } C1Q - 259,380 

4. D t - Dq + 50;000,000 ( e - l ) 

Ejeroioio 37. (Pág. 297). 

1.1 Divergente j 1.3 Convergente; 1,5 Divergente 

2.1 A*- 2*Divergente ; 2.3 Av*» • ̂ ^ ^ | Convergente, 

2.5 A*« 2 Convergente. 

3 , 1 I ' ? ' Tf * Si ' Convergente 

3.3 4 ' 9 > 16 » Convergente. 

3 ' 5 5 ' 25 ' 2 h ' 625 ' ; Convergente. 
X X X 3.7 - x , 2 ' " 3 1 4 ' ' 

3.9 x, _ x L x3 x4 

2 » T » 24 5 

E.iercioio 38 (Pág. 299) 

1.1 Convergente S ® » j j 1.3 Divergente. 

1.5 Convergente S oo - 16 

-55- í 2.3 i 2.5 9 9 q | 2.7 9 9 > 9 0 0 

m - ^ ̂  } m - 2.5 

5-1 

<< » 0.75 } ra * 4 

0 ; 5.3 00 j 5.5 - 00 

Ejercicio 300) 

1 , 1 - 1 | 1.3 lim A* « ¿ , 1.4 lim A* . 1 
A 00 2 v*-* 00 

2.1 Divergente. ; 2.3 Convergente j 2.5 Convergente 

2.7 Divergente j 2.9 Convergente ; 2.11 Divergente 

2.13 Divergente j 2.15 Divergente. 

Ejercicio 40 (Pág. 301) 

1.1 Convergente (Condicionalmente) 

1.3 Divergente. 

1.5 Divergente. 

2.' 0.63212 

4.1 - 1 < ¿ X ¿ . 1 ; 4.3 - oozl x ¿L 00 

4.5 0 Z x Z l 2 } 4.9 - l ¿ x ¿ l 

Ejercicio 41 (Pág. 303) 

1.1 1 U ( 1 - X ) X L 

Intervalo de convergencia x - l ^ x ^ 1 



2.1 lu X - lu 3 + 

(x - 3) 

f ( x - 3 ) - - ± 3 fr,\ (2)(3?) 
(x - 3 )2 + 1 

3 (3T) 

4(3 ) 
( x - 3)4 + 

3. 

Intervalo de convergenciat 0 ̂  x ¿ 6. 

lu 0.98 - 0.020204 

Ejercicio 42 (Pág. 336) 

1.1 / 1 - 2 1 0 i 1.3 

0 1 - M 

2.1 0 

1 

0 

2¿5 0 

1 

o 

o 

o 

o 

o 

V 
o 

0 

1 

o 

o 

* 2.3 

o 

o 

0 

1 

o 

1\ 
2 
-1 
1 
2 

L 2 

D 1 

O O 

0 O 

1 O 

O 1 

O O 

1 

2 

1 

O 

O 

O 

\ 

1 
2 

11 

-li-li 

11 

ü 11 

211 
22 

11 
105 

22 

1.1 X1 * - 5 
x 2 - 8 

! 1.3 

2.1 - 5 

x0 « - 4 

i 2.3 

2.5 18 
5 

2 
5 3 ! 2.7 

x^ « Cualquier número real. 

Ejercicio 44 (Pág. 338) 

1.1 / 7 - 1 

- 2 

V 

) 1 



1 , 5 I-* 
0 o \ 

- 4 0 - 3 

! 
r 4 

- 6 - 4 
/ 

1 . 9 15 3 - 4 \ 

15 8 - 4 

\ 1 
1 7 / 

1 1 . 7 

j 1.11 

No tiene sentido 

1 17 

8 - 1 

2. x • 2 
5 

\ 
- 5 

6 11 
5 

¿2 
5 

\5 
5 V 

« / 6 7 

\ 11 14 
" y 1 

3 . 9 
í -

15 31^ 

2 9 3 4 35 

Ejercicio 45 (P4g. 339) 

; 3.5 No tiene sentido. 

3 . 1 4 8 
2 3 

J 4 . Periodioidad * 

23 -3 J 

31 - 7 » 7 

8. ( b ) 

X2 " 3 

Ejeroioio 46 (Pá*. 

1.1 14 $ 1 . 3 - 57 j 1 . 5 -648 * 1 . 7 2 , 4 9 1 

2.1 X1 * 1 

x2 ' -1 

x 3 * 2 

J 2 . 3 *1 - 1 

x 2 - 0 

x 3 - 3 

x 4 " 0 

Ejeroioio 47 (Pág. 378) 

1.1 A A* - / 

\ 

5 . 1 

1 1 5 12 

5 5 4 

1 2 4 1 4 

3.1 A* 

-1 

-1 6 

3 2 
' / 

13 13 

V 

; A* « U*)*-

- 5 - -1 
52 5 2 

} 5 . 3 A 
-1 

• 

/fe 
4 

•-1 
20 

=1 
20 

1 
4 

\ 

11 
10 

/ 

"W 






