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CAPITULO 1

FUNCIONES DE GRADO SUPERIOR

En la presente unidad estudiards funciones en las cuales la variable
independiente x es elevada a un exponente entero mayor que dos (2),
siendo significativo el concepto matematico concerniente a los valores
de x que hacen y=f{x)=0. Para utilizar este concepto tendras que hacer
uso de los nimeros complejos. Ademds verds funciones de grado
superior como modelos matematicos, por ejemplo LA VISCOCIDAD DEL
ACEITE, LA DEFLECCION DE LA MADERA, ETC. ETC.
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1.1 Introduccién a las funciones de grado superior 1.2 Repaso de nimeros complejos

En la seccion anterior obserbaste las graficas de las funciones fix), g(x) y h(x), cada una

Recuerda que una funcién polinomial es una funcién con una ecuacién general de| es una funcién cublca'y cada ecuacién difiere en el término constante. Sus gréaficas L
forma y = polinomio en x : son mostradas en la figura 1-2a ‘

Estudiaste funciones lineales (primer grado) y cuadréticas (segundo grado) en cursy

anteriores. En esta seccién vas a graficar una funcién cubica. ‘“': 1
Objetivo ‘ 30 ]
Interpretar la trayectoria de una serie de puntos y su comportamiento grafico 5 ]
de una una funcién cubica. 20¢
| i15¢
El ejercicio siguiente esta disefiado para permitirte lograr este objetivo. 1ot
' 5
__ s
Ejercicio 1.1 2 [ 2
1. Traza la gréfica de la funciéon cubica: : — 10} ]H
Sfx)=x-4x*-3x+2. Dominio -3<x<6. —ist |

- 20¢%
Calcula los valores de la funcién de f{x) para cada valor entero de x de su domini 2 A
Por ejemplo f16) =56. Después traza los puntos resultantes y inelos con una ling Fx)=x? — 4x? —3x+2
curva. Te sugiero uses escalas diferentes en los ejes cocrdenados para que la Rx)=x—4x2—3x+ 18

gréfica de la funcién quede mejor trazada. h(x)=z-g2®-32+34 |

2. Mediante la gréfica debes ser capaz de contestar las siguientes preguntas: Figura 1-2a.

a) ¢Cuéntas intersecciones de x parece tener una funcion cubica. k|
b) ¢Cuantas vértices parece tener una funcién cubica? Cad : ; _
c) La gréfica de una funcién cuadratica (una parabola) tiene dos intersecciones ¢ ada una tiene la misma forma pero desplazada 16 unidades una de otra en la b

x y un vértice. ;Cuéntas intersecciones de x y cuéntas vértices esperas qul - direccion de y. Este hecho es razonable porque g(x)=f(x)+16 y h(x)=g(x)+16.
tenga la gréfica de una funcién de cuarto grado? 18 : / IBE
_ La gréfica de la funcién f{x) tiene 3 distintas intersecciones de x. La de g(x) tiene dos

3. Traza las gréficas de: intersecciones y Afx) solo una.

g(x)=x’-4x’-3x+18 . A
h(x)=x'-4x-3x+34 En esta seccién recordaras acerca de nimeros complejos. R

Esto es facil si observas que g(x)=f(x)+16 y h(x)=f(x)+32 donde f(x) se define ent Desp.ués de explorar soluciones com;?Iejas de ecuaciones cuadréticas en la siguiente ’
problema uno. seccion, gncontrz'nré.s algunas conclusiones generales acerca de las intersecciones de E
x de funciones cubicas y de grado superior. i

a) ¢Como las gréficas de g(x) y h(x) se comparan con la gréfica de f(x)?

b) ;Cuéntas intersecciones de x tienen las gréficas de g(x) y h(x)? ;

c) ¢Qué conclusiones puedes obtener acerca del nimero de intersecciones de:
que tiene una funcién cubica?

az de sumar, restar, multiplicar y dividir nimeros complejos. || /




%

Un ndmero imaginario esdefinido como la raiz cuadrada de un nimero real negativ Mediante la posicién de ambas lineas una de nimeros reales (eje horizontal) y la otra |
' : : Rl de nuimeros imaginarios (en eje vertical) puedes concluir que el conjunto de nimeros |
V-17, y-100 , -3, o-n son nimeros imaginarios.De donde: reales y nimeros imaginarios son subconjuntos del conjunto de nimeros complejos.
Tembiéq puedes concluir que el nimero CERO es tanto un ndmero real como un i
J—17 s ‘/(_1) (17) = \/_-T 17 = i/17 nzir::cr:i)élrr:'uaginario ya que aparece en ambos ejes (la real y la imaginaria) en la misma ‘
u g

/=100 = Y(-1) (100) = y-1 Y100 = 10i y Potencia de i.

‘ Por dfefinicién i#=-1. Para evaluar otras potencias enteras de i s6lo es necesario usar L ‘
. la definicién de EXPONENCIACION con exponentes enteros:
V=D (m) =1 n= iz ; ' |

=i =F=¢=... i

En donde i= V-1 es la unidad de los nimeros imaginarios. W% : |
=P =0F=i=,... I\

Definiciones: e \.
‘ ‘ d=f=il =il =,
NUMEROS IMAGINARIOS Y COMPLEJOS: % |
1°  Unidad de los nimeros imaginarios i es un nimero cuyo cuadrado es | I=¢ =8 =i = ...
igual a -1 esto es, #=-1 0 su equivalente, i=y-1.
Nota que el exponente cuando es multiplo de 4 la potencia es igual a 1. |.\ |
2° Ndameros imaginarios en términos de i. Si x es un ndmero real no Ei . h :
: - jemplo:
negativo, entonces y-x = iyx . i
b i
3° Nudmeros complejos ' fi
. Un ndmero complejo es un nimero de la forma a+bi, donde a es la Imagina que deseas calcular i”’. Ya que 71=68+3 y 68 es mudiltiplo de 4: A
parte real y bi es la parte imaginaria. = i
— 768, i3 i |
— , I |
4°  Numeros complejos conjugados. S 2 i)
Los nameros complejos a+bi y a-bi son llamados nimeros complejos =f : I
conjugados uno del otro. =-i I
| ————————— I
Los ndmeros complejos pueden representarse en un plano complejo. La figura 1.2 Una técnica mas répic-ia es dividir el exponente por 4 y luego deshacerte del cociente R
muestra el nimero complejo 4+3i. La parte real (4) es ubicada como la absisa. | Y quedgrte. con el residuo, el cual serfa el exponente de la . i
parte imaginaria (3) es ubicada como la ordenada. i s &
IMAGINARIOS 4 : 1 k.
s Ejemplo 1 i
5 Calcular i#%
ar e LR
2 - ! i
A ! Solucién: |
At % dred Mo AR Divides 2406 entre 4 y ti i |
Arrdedrdr Aegleiagepsque & : e 4y tienes un cociente de 601 el cual deshechas y te quedas con |
i ] REALES el residuo que es 2, o sea i#*®=i’=-]. |
- ‘:
o i _ Suma y diferencia de numeros complejos. i
-8/
Figura 1.2b I(;ual':do los nidmeros complejos son sumados o restados se comportan como binomios '
Ineales. 1




Ejemplo 2 Divisién de nimeros complejos:

Si Z,=12+5i
y Z,=4-9i. Encuentra: - _ Dividir un .nL':me_ro complejo entre otro es un caso especial de transformacién a la
a) Z,+Z, ‘ forma .radlcal sm:nple. Racionaliza el denominador multiplicando y dividiendo la i
b) Z,-Z, expresion compleja por el conjugado del denominador. |
Ejemplo 5 ;
P =31
Solucién: Divide | -3 iy
a) Z,+Z, = (12+5i)+(4-9i)
= ]1245i+4-9i A
s Jlili : Solucién:
b) 2,-2, = gzgf"ﬁ'f;’“ (2-3i) (4-51) _8-22i+15i% 82235 18" 7 55 57855
= - (4+51) (4-51) = 16-25i? 16729 W
— 8+14i 2 +25 41 41 41
Multiplicacién de nameros complejos. Los siguientes ejercicios estan disefiadas para facilitarte las operaciones con niimeros

complejos e imaginarios.
Cuando se multiplican nimeros complejos también se comportan como binomi

lineales. Lo Unico que debes de tener en mente es que P=-1. Ejercicio 1.2
Ejemplo 3 ' Para los problemas del 1 al 20 simplifica y escribe en términos de i. |I |
ipli j j "ol 2 3 3. .25 - ;"gr;‘il i
Multiplica (3-2i)(7+5i ; r . 4.i 5.0 i
il - 6. i z B 9. 10. i? lt 1
Solucién: L P 12. 17 13. r® 14, 15.i y-16 ‘p} |
(3-2i(7+5i) = 21-14i+15i-10i 16. y-25 1P e o ETE S ot TP i
= 21+i+10 i b o s Sbi i
= 31+i LAl
i Para los problemas del 21 al 28 ubica los nimeros dados en un plano complejo. ﬂ :‘
Ejemplo 4 21. 547 22. 6+3i 23. 3-2i 24. 7-4i i
25, - ] _ 1 70 . i
Multiplica (72+8i)(12-8i) e 20 L ¥ 27. -1-8i 28. -5-2i 1
: Para los problemas del 29 al 32 encuentra: : ‘ |
Solucion: ; |
(12+8i)(12-8i) = 144-64 o A g d Z,/z, T
= ]144+64 N . i
o S8 29. Z,=2+3i 30. Z,=6+2i 31°'z =515 32. Z,=-3-i [

Z,=4-5i Z,=5-7i Z,=6+7i Z,=4+8i
Nota que los nimeros complejos 12+8i y 12-8i son complejos conjugados el uno ¢

otro. Su producto es un ndmero real. Este hecho tiene aplicacion en la division £

nimeros complejos. ; ‘ o
e spiioiie 33. Encuentra el producto de un ndmero complejo a+bi y su complejo conjugado y :|!

Conclusién explica porqué la respuesta es un nimero real.

PRODUCTO DE COMPLEJOS CONJUGADOS. - 34. Usa los resultados del problema 33 para factorizar la suma de dos cuadrados X+ i
El producto de dos complejos conjugados es un nimero real. w
(a+bi)(a-bi)= a*+b’




Para los problemas del 35 al 38 imagina que el |Z| es definido como la distancia d
origen al punto Z en el plano de los nimeros complejos (de la misma manera que
valor absoluto de un nimero real es la distancia entre el origen y su valor en la rect
numérica). Para cada problema traza Z en un plano de nimeros complejos, conec
la grafica de Z al origen, después encuentra el valor absoluto de Z mediante el us
apropiado del Teorema de Pitagoras.
35. Z=4+3i 36. Z=2-3i 37. Z=-5+12i 38. Z=-8-15i
39. Imagina que Z,=3+5i y Z,=7+2i.
a) Traza Z, y Z, en un plano de nimeros complejos. Después conecta cada punt
al origen. jQué representan la longitud de estas lineas?
b) Conecta Z, y Z,+Z,. ;La longitud de ésta linea, a qué es igual?
c) Explica porqué la desigualdad |Z,+Z,| =< |Z,| + |Z,] es verdadera par
cualquier dos nimeros complejos Z; y Z, (esto es llamado la desigualdad d
tridngulo).

40. Imagina que Z,=1+iy Z,=2+3i.
a) Encuentra el producto de Z;* Z,
b) Encuentra el valor absoluto de Z;- Z, y de |Z;* Z,|, después trata de llegar|

una conclusién acerca de cémo se relacionan estos tres valores absolutos ¢
uno del otro.

¢) Traza los puntos Z,, Z, y Z;- Z, y conéctalos con el origen. Como los angulo
entre el eje real positivo y estas tres lineas se relacionan una de otra.

41. Dibuja las gréficas de i, &, 7, i* en el mismo plano. Que es lo que parece suced
cuando al exponente de i se aumenta de uno en uno.

42. Imagina que Z=3+4i
a) A qué es igual Z?
b) Traza los puntos Z e i Z en un plano y conecta cada punto con el origen.
¢c) Muestra que multiplicando Z-i no cambia su valor absoluto.
d) Muestra que multiplicando Z-i la grafica gira un angulo de 90°.

43. Muestra que z=g (1+1) es raiz cuadrada de i elevando [g (1+1)1% ¥y

mostrando que obtienes i como respuesta. Adem&s muestra que |Z| =1.

44. Imagina que z=.—1+i\/§
a) Muestra que |Z| =2
b) Muestra que Z es una rafz cubica de 8 elevando al cubo (-1+i\/§) y obtiene
8 como respuesta.

1.3 Ecuaciones cuadréticas derivadas de sus soluciones - Factores de nimeros
complejos. ~

Aprendiste a resolver ecuaciones cuadraticas tales como:
x-2x+13=0

usando la fé6rmula cuadréatica. Obtienes

_2+/a-4(1) (13) _24/-48 _2#4i{3 __ .
X (1) = 5 = : —1i21»/;

entonces:

x1=1+2i\/; Y x2=1—2i\/—3_

Observa que las soluciones son complejos conjugados uno del otro. Esto siempre va
a suceder si los coeficientes de la ecuacién son numeros reales. Las partes
imaginarias de las soluciones proceden de Jyb%-4ac .

Haz aprendido a resolver ecuaciones cuadréticas tales como: x*-5x+6=0 mediante la
factorizacién.

TG escribirias:
(x-3)(x-2)=0
x-3=0 ylo x-2=0
x=3 ylo x=2
5= {3,2}

El proceso inverso, conocidas las soluciones seria encontrar la ecuacién original. Asi
se tiene que las soluciones de una cuadrética son: S={5,7} de donde los factores
serian (x-5)(x-7)=0, entonces x*-12x+35=0. En general una ecuacién cuadrética cuyas
soluciones son S, y §, es (x-S,) (x-S,)=0.

Este proceso puede ser hecho si las dos soluciones son fracciones, decimales,
radicales 0 nimeros complejos. Pero la transformacién a la forma ax’+bx+c es muy
tediosa. Afortunadamente hay relaciones entre §,, S,y los coeficientes a, by c lo cual

hace el trabajo méas facil. Para saber cudles son estas relaciones procedemos a
multiplicar

(x-S,)(x-S,) =0 obtienes:
IZ-SL)X"SII"‘SISZ:O
X-(S;+8)x+S, §,=0 (1)

Dividiendo cada miembro de ax’+bx+c=0 por a nos queda:

x2+2x+3=0 (2)
a a




