Comparando las ecuaciones (1) y (2) debes ser capaz de ver que:

c b
Sy Sp=< y ~(5,+5,) ==

Los ejemplos 1 y 2 muestran cémo escribir una ecuacion cuadrética si sabes su
soluciones y los ejemplos 3 y 4 muestran c6mo puedes usar los conceptos de est
seccién para factorizar cualquier trinomio cuadratico.

Objetivos

; Dados dos nimeros, escribe una ecuacién cuadréitica que tenga estos

ndmeros como sus soluciones.
2. Dado un trinomio cuadrético factorizalo sobre el conjunto de los

ndmeros complejos.

Ejemplo 1.
g ) 5 :

Encuentra la ecuacién cuadratica que tenga = y -2 por soluciones

b 5 =1 2

= S == =2Y=—(_)y=Z

= (5,+S,) (3 ) (3)3

c 5 -10

—==5,"5,=(=%) (-2)=

e ’ S e
entonces la ecuacion es: x2+.§x—_§_=0

Si quieres tener coeficientes enteros en la ecuacién puedes multiplicar amb¢

miembros por 3, obteniendo
3 +x-10=0

Las soluciones de una ecuacion son llamadas raices.

Definicién

RAICES DE UNA ECUACION.
La raiz de una ecuacién es la solucién de esa ecuacion.

Si una ecuacién cuadritica tiene soluciones complejas y los coeficientes en |
ecuacién son nimeros reales, entonces las soluciones son complejas y conjugadas uf
de otra. La razén de esto se muestra en la formula cuadratica. Por ejemplo, !

resuelves x*-10x+34=0 obtienes:

-(-10) #/ (-10)2-4 (1) (34)
2(1)

4 104/100-136

2

X=

10

5= 101Y-36 _10%61
2 2
x=5+3i y x=5-3i

![_)a parte real es la misma en ambas soluciones. La parte imaginaria difiere en el signo.
e manera que las soluciones son conjugadas una de la otra. Esta conclusién es
verdadera siempre y cuando los 3 coeficientes de la ecuacién sean nimeros reales.

En el ejercicio siguiente vas a ver i i
1 : que puede ser no cierta si los coeficien
numeros imaginarios. i

Conclusién

S_OLUCIONE$ COMPLEJAS Y CONJUGADAS DE CUADRATICAS.
Si una ecuacién cuadrética con coeficientes reales tiene un discriminante

negativo entonces las dos soluciones son complejas y conjugadas una de
otra.

Ejemplo 2

Encuentra uqa ecuacion cuadrética que tenga ndmeros reales como coeficientes y una
de sus soluciones es 2+3i.

Solucién

Y§ que soluciones complejas vienen en pares conjugados donde los coeficientes son
nameros reales, la otra solucion serg 2-3i.

(5, +8)= - (2+3i+2-3i)= 4

pla olo

=88, = (2+3i)(2-3i)= 4+9= 13
entonces la ecuacion es x>-4x+13=0

Factorizando cuadréticos

Ya qug factorizar puede ser usado para resolver ecuaciones .cuadréticas, resolver
ecuaciones cuadraticas puede ser usado para ayudarte a factorizar. Usa el hecho de
que §; y §, son soluciones de la ecuacién, entonces la ecuacién es (x-5)) (x-§,)=0

Ejemplo 3.
Factoriza x*-2x+13
Solucién x*-2x+13=0

Usan_do la férmula cuadrética las dos soluciones de esta ecuacién son:
S;= 1+2iy/3 S,= 1-2iy3
entonces la ecuacién es equivalente a:

[x-(1+21y3) ) [x-(1-21y3) ]=0
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(x-1-21y3) (x-1+21y/3) =0
. x?-2x+13=(x-1-21y3) (x-1+2iy/3)

Ejemplo 4
Factoriza 5x°>+3x-7

Solucién
En este caso el coeficiente de x> no es 1. Por lo tanto el coeficiente del términ
cuadratico se saca como factor comun;

5 (x%ix— :
5

%)

El polinomio que esta dentro del paréntesis se factoriza en la forma (x-§;) (x-§,
Resolviendo la ecuacion 5x’+3x-7=0 vas a encontrar que:

e —33y/32-4(5) (-7) _ -3%/9+140 _ -3%/149

2(5) 10 10

sspesn-7- 8l (20 )] [ (224149 )]

10

La solucién aproximada en forma decimal de:

-3%y/149

10

sz 0.92 y Szz '1.52
S5 +3x-7= 5(x-0.92)(x+1.52)

Ejemplo 5
Factoriza 4x°+9

Solucién

Esta es la suma de dos cuadrados no factorizable con nimeros reales. Puede

factorizarlo mediante la técnica usada en el ejemplo 4. Una manera fécil de hacerl
es transformandolo como una diferencia de dos cuadrados, utilizando numero
imaginarios.
H2+9 = 4°-9i° (F=-1)
= (2x+3i)(2x-3i)

El siguiente ejercicio esta disefado para darte practica en encontrar ecuaciones col
las soluciones dadas y factorizar cuadréticas en factores lineales.

Ejercicio 1.3
Para los problemas del 1 al 12 encuentra el conjunto de soluciones de la ecuacid

dada sobre el conjunto de nimeros complejos (asume que el Dominio de x es ¢
conjunto de nimeros complejos).
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1. X*-2x+2=0 2. X-dx+5=0
3. °+2x+10=0 4. X-4x+29=0
5. X+4x+7=0 6. X-10x+27=0
7. 3x%-4x-10=0 8. 25X +10x+101=0
9. X’ +8x+7=0 10. X-6x+4=0
11. ¥ +9=0 12. 4°+49=0

Para los problemas del 13 al 20 encuentra la ecuacién cuadréatica con las dos

soluciones dadas. -

13.2y-5 14. -3y -6 -
15. 2+i y 2-i 16. -3+4i y -3-4i
17. 1+iy5 vy 1-iy5 18. -5+2iyf3 y -5-2i/3 °

19. 4+ﬁ N 4-/7 20. 5+ﬁ‘ Yy 5-43

De los problemas 21 al 30 factoriza el polinomio dado en factores lineales.

21. x>2x+5 22. X’+10x+29
23. X-6x+11 24, X-10x+22
25. 9%*+121 26. X*+16

27. 4932 +1 28. 3x-4x+10

29. 25x°+10x+101 30. 9*-12x+229

31. Sustituye cada solucién de la ecuacién del problema 1 en la ecuacién y muestra
que estos numeros satisfacen la ecuacién.

32. Repite el problema 31 para la ecuacién del problema 3.

33. Resuelve la ecuacién que obtuviste como respuesta del problema 15 y muestra
que las soluciones son 2+i y 2-i.

34. Repite el problema 33 para la ecuacién obtenida del problema 16.

35. Multiplica los factores de x*2x+5 (problema 21) y muestra que el producto es x*-
2435,

36. Repite el problema 35 para x*+10x+29 (problema 22).

1.4 Gréficas de funciones de grado superior
Sustitucién sintética.

Al.wra estas listo para volver al problema de graficar funciones de grado superior. Lo
Primero que necesitas es una via rapida para evaluar polinomios, asi puedes obtener
datos para graficar rapidamente. Una combinacién practica y organizada de los
factores nos muestra cé6mo esto puede ser hecho. Por ejemplo:
Plx)=3x*-19C-21x*+51x-14 Polinomio dado
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Sacando X’ de factor
Sacando x* de factor
Sacando x de factor

= (3x-19)x°-21x* +51x-14
=((3x-19)x-21)x*+51x-14
=((3x-19)x-21)x+51)x-14

Se dice que el polinomio esta en "forma agrupada” desde que conjuntos de paréntey
estén agrupados adentro de otros paréntesis.

Supén, ahora, que quieres encontrar el valor de P(2). Empezando por los paréntey
més internos.

Usa la siguiente secuencia de pasos.
Empieza con 3 Empieza con el coeficiente de més alto grado

3X2=6 Multiplica por x

6-19=-13 Suma el siguiente coeficiente, -19
-13X2=-26 Multiplica por x la respuesta
-26-21=-47 Suma el siguiente coeficiente, -21
-47X2=-94 Multiplica por x la respuesta
-94+51=-43 Suma el siguiente coeficiente, 51
-43X2=-86 Multiplica por x la respuesta
-86-14=-100 Suma el siguiente coeficiente, -14

La respuesta es P(2)=-100. La virtud de este método es el que el mismo par (
pasos, multiplique por x luego suma el siguiente coeficiente es hecho repetidament

Hay una forma conveniente para calcular P(2) y consiste primero en colocar I
coeficientes de P(x) y el valor de x a ser sustituido de la manera siguiente:
Valor sustituido por x

2| 3-19-21 51 - 14 g——coeficientes de Pf)
- & -espacio para los célculos

Baja el primer coeficiente 3, muitiplicalo por 2 y escribe el resultado (6), debaiofé!
-19 y suma. Ahora multiplica el -19 por 2, pon el resultado debajo de -21 y suma. Lf
otros pasos son hechos de la misma forma.

2] 3-19-21 51 - 14

"Lk 137 47-43 100, £

Este proceso es llamado sustitucion sintética
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El proceso de sustitucion sintética es esencialmente el mismo del proceso de division
larga.

Dividiendo P(x) por (x-2) d4 un cociente
cociente: 3x’-13x-47x-43 y un residuo
residuo : -100

El residuo y los coeficientes de el cociente son mostrados en el proceso de sustitucion
sintética

2] 3-19 - 21 B1 - 14
== 6 -26 - 94 - 88
3-13 - 47 - 43 - 100
coeficientes del residuo
cocients

Por esta razén la sustitucién sintética es algunas veces llamada "DIVISION

SINTETICA™. La relacion entre los dos procesos nos lleva al siguiente teorema
importante.

Teorema.

TEOREMA DEL RESIDUO.

Si P(x) es un polinomio, entonces P(b) es igual al residuo cuando P(x) es
dividido por x-b.

Para ver por que esto es verdad, supén que P(x) es dividido por (x-b) dando un
cociente Q(x) y un residuo R. Luego

P(x) = (x-b)- Q(x) +R
sustituyendo b por x da
P(b) = (b-b)- Q(b) +R

P(b)=0- Q(b)+R
P(b) =R

El teorema del residuo puede ser usado para mostrar el teorema del factor.

Aplicando la técnica de sustitucién sintética estaras listo para graficar y analizar
funciones de grado superior.

Objetivos
1.  Representar la grafica de una funcién de grado superior, usando la
sustitucién sintética para calcular los datos.
2. Encontrar todos los valores de x que hacen al polinomio P(x) igual a
CERO.
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Ejemplo 1.

Haz la gréfica de P(x) =x-dx’-5x+14 y encuentra todos los valores de x que hace
Px)=0

Solucion:
Para dibujar la gréafica, calcula varios puntos. La tabla de abajo muestra una form

compacta de hacer varias sustituciones en el mismo polinomio !Ve si puedes descifr;
como trabajar. La gréfica se muestra en la figura 1-4a

F(x)
X 1 -4 -5 14
-3 1 =7 16 =34
=2 1 -6 7 0
*& : A 0 14
0 1 -4 =55 14
1 1 -3 -8 6
2 % -2 =9 - 4
3 1 = =8= =10
4 d 0 =5 - 6
5 1 1 0 14
6 1 2 7 56

f(x)=x>-4x-5x+14
Tresinterseccioneg

Fig. 1.4a

Para encontrar los valores de x que hacen P(x) =0.
Haz encontrado P(-2) =0. Por el teorema del factor sabes que (x+2) es un factor d
Px). Los coeficientes del cociente aparecen en el proceso de sustitucion sintétic

Por lo tanto,

Px)=(x+2)(x’-6x+7)

haciendo P(x)=0 nos da

(x+2)(x*-6x+7)=0 de donde

x+2=0 ylo x*-6x+7=0 propiedad multiplicativa del CERO

i 6+y36-4 (1) (7)

3
x=31y2

x=4.414
x=1.586

=-2 ylo

Puedes ver en la figura 1.4a que la curva corta al eje x en estos tres puntos.

16

Ejemplo 2

Traza la grafica de P(x)=x’-4dx*-
a P@x) =0 x) 4x*-5x+48, Y encuentra todos los valores de x que hacen

F(x)

X 1 -4 -5 48
Ve -

=03 ; § -7 16 0 9o -
=2 1 -6 7 34 a0 |-
=1 i =5 0 48 )
Pas 41 funch -5 48 sl
2 x i na 40 a0
L by oot 72 30 30
2 s g % A 24 20
4 2.0 -5 28 -3 e
5 1 1 0 48 4\ i : : y X . 3 ;
i & i 7 90 "/"‘.‘,0."' I R
Saihy & 3 16 160 20k
8 |1 « 27 264 Plz)=zd—422-52+48

Fig. 1.4b  Una interseccién.

Una interseccion de x para -3.

P(x)=(x+3)(x*7x+16) por el teorema del factor
P(x) =0 nos queda (x+3)(x*7x+16)=0 de donde
x+3=0 ylo X-7x+16=0

=3 ylo x= JiV49-64

3
BT 71J2-—15
re TEif1s

Estos dos ultim ]
0s valores de x son numeros complej
: : ejos
Intersepciones con el eje x. el 1R srnoniles A7 ey

Sin embargo, estos niimeros hacen Px)=0.
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Ejemplo 3

Definicién para las siguientes tres funciones

CERO DE UNA FUNCION.

Un cero de un polinomio P(x) es un valor de x, real o complejo, el cual hace a f(x)=x-4x"+2x+7
Px) =0 o) =x"-6x"+13x-8

e — == h{x).—..-xj+2xz+3x+5

Los ceros complejos de un polinomio con coeficientes reales siempre vienen en pareg a. Traza las gréficas

i E ot Yo . al15 d ; . b. ;Las gréficas de funciones cubicas tienen dos vértices siempre?
PAGIHORAE: ISIOnpEesiCH SRDeaAUS Zht 3 BN cero.de unpolinamio cog c. Di la mayor diferencia en las graficas cuando el coeficiente de X es negativo en

lugar de positivo.
d. Las gréficas de funciones cubicas siempre tienen un punto de INFLECCION, en
donde la grafica cambia de c6ncava hacia arriba a céncava hacia abajo o viceversa.
Siy= a’+b’+cx+d; la coordgnadax del punto de infleccion es:
! .

coeficientes reales, entonces %—i V]és es también un cero del polinomio.

Una vez que conoces los ceros de un polinomio factorizalo en factores lineales. 3a
Px)=(x+3)(’-7x+16) Calcula el punto de infleccién para las funciones fix), glx) y h{x).

Traza una linea vertical en cada gréfica en los valores encontrados de x, y esta
Po)=G+3) (x-2-1¥32) (x-7+1¥22)

ghe—=— Z cortard a la gréfica en el punto de infleccion

Nota que P(x) es un polinomio cubico, y que tiene exactamente tres factores lineales
Este es un ejemplo de un importante TEOREMA ALGEBRAICO

‘Soluciones:
Teorema : a. _
: ST j 5 £ (x) g (x)
Si P(x) es un polinomio de grado n, entonces P(x) tiene exactamente n T -4 2f 7 . L. oA -8
factores lineales.
i =3 |I =7 23| =62 -3l 1 -9 40| -128
S : o : T sill -6 14| -22 =2 I -8 291 =, 66
Esto significa que P(x) tiene exactamente n ceros asi como el polinomio: 111 -5 o 0 T e sol <"28
5 ; 0 [I -4 2 7 O, T =6 A3 = B
p(x)= (x-7°(x-4)> (observa que es de quinto grado) R - 6 1l I ..=8 8 0
SalE -2 -2 +3 2| I -4 5 2
Por lo tanto este polinomio tiene cinco ceros; e 1.1 4 3].I 73 4 4
: 4 |I 0 2 15 ] et 5 12
SR T = +32
(-7)(c-7)x-7) (x-4) (x-4) = O Ay Y RoC (sl §
: = : : h(x)
tiene dos ceros diferentes el 7 y el 4, el 7 se repite tres veces y el 4 dos. Estt x -I 2 3 5
teorema es un corolario del teorema fundamental del algebra.
=3 =1 5 =121 .41
=2 =T RO =GR 1 5
=8 =T 3 0 5
Tgorema * 0 | -1 2 3 5
3 2
TEOREMA FUNDAMENTAL DEL ALGEBRA. i o kel g
Un polinomio P(x) tiene al menos un cero, si son permitidos ceros en los f 0 -1 -1 ol 5
numeros complejos. £ =T -2 -5|-15
— === 5 "'I _3 _12 _55
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