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Fig. 1.4c

No. Las funciones f(x) y h(x) tienen dos vértices. En la funcién g(x) la gréfica
empieza a cambiar de sentido (LA CURVA) pareciendo formar el vértice pero
vuelve a cambiar repentinamente en el otro sentido antes de que el vértice sea

formado.

Si el coeficiente de x’ es negativo, la gréfica viene hacia abajo desde la parte

izquierda superior del plano de coordenadas y va hacia la parte inferior derecha

del mismo plano coordenado para valores grandes de x. El término X’ es mucho
més grande que los otros términos. Asi si y=ax’ verds que si x es un nuamero
grande negativo y a@ es negativo, entonces y sera positivo, y la grafica estard

en el segundo cuadrante. Similarmente si x es un gran nimero positivoy a es |

negativo, luego y sera negativo y la grafica estard en el cuarto cuadrante.
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Fig. 1.4d

El ejel:cicio que sigue es dirigido para darte practica en analizar polinomios de grado
superior encontrando los ceros y los puntos de infleccién y trazar las graficas.

Ejercicio 1.4

:.alttaé I?s problemas del 1 al 5 encuentra el valor de la funcién indicado por sustitucion
intética

1. fix)=x+ 72-11x+4. Encuentra f(2)
2. hix)="5x-3x>-8x+20. Encuentra h(4)
3. p(x)=-2°+4x*-9x +40. Encuentra p(3) b |
4. rix)=x’+6x’-4x+11. Encuentra r(-5) "’1

5. mx)=x’+x*-x*-3+4x+21.  Encuentra m(2)

Para los problemas del 6 al 15.

a. :i_r:lzt;a. gréafica en el dominio dado, calculando los puntos a trazar por sustitucion
intetica.

b. Encuentra todos los ceros reales y complejos.

8. pix)=x’-4+x+6 -3<x=<5 i
7. px)=x"-7+11x+3 2<x<6 1
8. plx)=x'+x*-4x+6 4<x=3
9. pfx)=x+20-4x-8 4<x<3 |
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10. px)=x’-6x"+12x+19 -2=x<5
11. p(x)=-2-3+8+12 4=x<3
12. p(x)=2x"+4x>-17x-39 4<x=<4
13. p(x)=x*-x>-11x’+9x+18 4=<xx<4
14. p(x)=x"-5+2+22x-20 -3=x=<5
15. px)=-x"-4C+12 +44x-51 -5sx=4

Para los problemas del 16 al 20 encuentra los ceros del polinomio dado.

3 _2_ _8
-x+15 17. ¥ +3x 0%
12 f‘qj‘ﬁikﬁ"f 19. x*+x°-6x*-14x-12 ;
20. -8 +272-38x+26 Nota: uno de los ceros es 3+2i. Los ceros complejos
vienen en pares conjugados

Para los problemas del 21 al 23, usa el teorema del re;sig!go, para enc:_)ntra'r e!.reSI!d(L;o
rapidamente cuando el polinomio de la izquierda es dividido par un binomio lineal e
la derecha. :

21. 28-5°+11x+6 por x-4
22. x-3x'+14 por x+2
23. X’1+51 por x+1

Para los problemas del 24 al 29 usa lo que haz observado acerca de las f:mct;ones :S
mé&s alto grado y lo que sabes acerca del teorema fundamental del algebra y
corolario, para graficar las funciones descritas.

24. Funcién a la quinta con tres ceros reales exactamente.

25. Funcién de grado sexto con cuatro ceros reales exactamente.
26. Funcion cubica con dos distintos ceros reales exactamente.
27. Funcion a la cuarta sin ceros reales.

28. Funcién cubica sin ceros reales.

29. Funcién a la cuarta con 5 ceros reales exactamente.

1.5 Regla de los signos de Descartes

Conoces el teorema del factor que dice que (x-c) es un factor ofz{ Qolmomuo P(x) slné ‘:\
solo si Plc) =0. El ntmero c es llamado un cero de P(x), o una so:uc:én'de la;cm:jaecios
P()=0. Aquf aprenderas las propiedades que hacen mas corta la bdsqueda
factores o ceros de un polinomio por medio de ia prueba y error.

i i =3x* ; lo
Dando a x un valor positivo en un polinomio cOmo P(x)=3x +5xf _+x +g).c+16 gﬁﬁos;ao
tiene coeficientes positivos siempre produce una respuesta positiva. ol e; sriyﬁvos 3
tiene tanto coeficientes positivos como negativos, puede haber ceros p X

René Descartes se le acredita el descubrimiento de que el niimero de cambio de signos |
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de término a término limita el nimero de los ceros positives. Por ejemplo:
‘ P(,r)=f-7x‘-5x’+11x’-2x+5 tiene cuatro cambios de signo. la regla de los signos de
Descartes es como sigue:

REGLA DE LOS SIGNOS DE DESCARTES:

Si P(x) es un polinomio con coeficientes reales y términos constantes

diferentes de cero, entonces:

i) El nimero de soluciones reales positivas {ceros positivos) de la ecuacién
P(x)=0 es igual al niimero de cambios de signos de Pi{x}, o es igual a este
ndmero menos un entero par.

ii) El nimero de soluciones reales negativas (ceros negativaes) de la ecuacién
P(x) =0 es igual al nimero de cambios de signos de Pl-x}, o es igual a
este nUmero menos un entero par.

Por lo tanto el polinomio P(x) = x*-7x*-5x®+11x%2x+5, puede tener 4, 2 o cero
soluciones reales (ceros positives).

L Plx)= x®-7x*+5x*+11x2+2x+5, tiene un cambio de signo, por lo tanto una

solucién real negativa (cero negativo}. Por el corolario del Teoréma Fundamental del
Algebra P(x) tiene exactamente cinco soluciones (cinco ceros). En la siguinte tabla se

resumen las distintas posibilidades para las soluciones de la ecuacién P(x) =0.

Numero de soluciones reales positivas ! 112170

Numero de soluciones reales negativas 1 1 1

Ndmero de soluciones complejas 0|21 4

Ndmero total de soluciones 59 1S
SRR =

Un teorema relacionado habla acerca del maximo y el minimo del valor posible de
ceros reales.

oS

Teorema

w

TEOREMA DE COTAS PARA LAS RAICES REALES DE UN POLINOMIO P(x)
Supongamos que P(x) es un polinomio con coeficientes reales cuyo
coeficiente principal es positivo y supongamos efectuada la division sintética
de P(x) entre (x-C).

1) Si C>0, y si todos los niimeros del tercer renglén de la divisién sintética
Son positivos o cero, entonces C es una cota superior de las soluciones
reales de P(x) =0Q.

2) Si C<0, y si los nimeros del tercer rengién de la divisién sintética son
alternadamente pésitivos y negativos (donde se considera que un cero del

tercer renglén es positivo o negativo), entonces C es una cota inferior de
las soluciones reales de P(x) =0.

e e e

f
I
I
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Ejempio )
Hallar las cotas superior e inferior del polinomio P(x)=x"-4x-5x

muestra en la figura 1-5a.

En la grafica tienes dos ceros positivos y un cero negativo, o ¢
de los signos de Descartes.

14 cuya gréfica se

‘wal confirma la regla

P(x)=x'-4x*-5x+14 2 cambio de signo
P(x)=-x-4x"+5x+14 1 cambio de signo
P(x)
% ¢ : -4 =5 14 sol- yplz)
| 1 telhi2a2d ir04 o 5 4
i 2 ST R e R i BB
e P 5 o INFERICR 2]
T . 0 14 :
T o Y ST 14
;i ol e T €
2 1 -2 -9 -4
sl gl et =8k 10
o 0 -5 -6
5 | 1 . 0 14
6 1 2 7 56

TRES CEROS REALES

Pig::1-5a

De la tebla puedes ver que si X

> 5 los signos del cociente v el residuo son todos |

dos enteros inclusive.
6. P(x)=x-2x*-5x+3
8. P(x)=30-5x*+7x+4

7. P(x)=x"+2x"+4x-5
9. P(x)=2x"+2x*-8-3

10, El termio lr+2x+8 no 'Fiene ceros positivos porque no hay cambio de signo. Si
;?tf t;m»:;;(‘nio es multiplicado por (x-¢) el polinomio que resulta
x)=(x-c)(x*+2x+8) tiene exactamente un ¢ iti ’
: + ero positivo,
nimero positivo) ¢ R b i
a. Encuentra un valor de C para el cual P(x) ipli
: , cuando es i
gy multiplicado, tiene un solo
b. Enc:{entsa un 'valor_de C para el cual P(x) tiene exactamente 3 cambios de signo
¢. Explique porque P(x) no puede tener dos cambios de signo exactamente '

11. El trinomio x*3x+15 tiene 2 cambios de signo
. De acuerdo a la regE‘av de Descartes jcudntos ceros puede tener?
. ¢Cudnios ceros positivos tiene? Justifica la respuesta.
; gsaé la regla c{e Descartgg para mostrar que el trinomio no tiene ceros negativos.
. Si C es un nimero pos:tlvo,. luego el polinomio P(x)=(x+c)(x*-3x+15) tiene
g)((a():tamenie un cero nggat:yo llamado -C. Encuentra un valor de C para el cual
-x) cuando se muitiplica, tiene exactamente 3 cambios de signo.

8. Explica porque P(-x) en la parte d no pu -
ede tener :
exactamente. g er 2 cambios de signo

a0 oo

112, De ac;erdola ia regla de Des_cartes, que puede ser dicho a cerca del nimero de
car4os e polinomios que empiezan y terminan como los siguientes

a. x’“...+8 b. x"....+8 )

R Y d.x%....-4

positivos, entonces 5 es una cota superior de las soluciones reales. Y si x<-3 los 13. Basad ,
. ado en la respuesta del problema 12, escribe una conclusién concerniente a

signos del cociente Yy el residuo se alternan,
soluciones reales. Todas las sol
[-3;5].

En el siguiente ejercicio aprenderds lo que la regla d
teorema de la cota superior e inferior dicen.

Ejercicio 1-5

Para los problemas del 1 al 5 encuentra el numero de
positivas, negativas y complejas

2. P(x)=x"-5:+3x-1

1. Px)=x"-5x*+3x+7 +3
4. P(x)=x*+x-5x"+x-6

3. P(x)=x"-2c-x+1
5. P(x)=x+3x+4’+5

Para los problemas del 6 al 9 encuentra los enteros mayor y me
superior 2 inferior, respectivamente. Traza la gréafica para los valores
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entonces -3 es una cota inferior de las
uciones reales de la funcién dada estan en el intervalo

e los signos de Descartes y él

las nosibles soluciones,

nor que son las cotas| xX-3
de x entre estos}

la paridad (par o impar) d ] i
el nimero de cambios de signo en i i
. par un
el primer término es positivo. ’ st

114, Encuentra los ceros reales, |
, luego usa la regl
otros ceros reales. 3 e o il et
a. Pix)=x-32
g. P(x)=x"-64

b. P(x)=x’+32
d. P(x)=x"+1

15. El polinomio P(x)=2x"-8x° i
i =2x-8x*+2x+13 tiene dos cambios de si
tener 0 6 2 ceros positivos. SO EOIY 6l 80,1 Swigh
a. Muestra que aunque P(2) iti
: y P(3) son positivos, hay un cer & .
: Dibuja la gréafica. . Bob SR LI
. Usa el teorema de los limites
ara mostrar qu imi i
B p que 4 es un limite superior para los
c. Exglzt};ra) pprquE Ses tam?ién un I.fmite superior para los ceros aunque el cociente
no tiene cambios de signo. Como es este factor consistente con el

teorema de los limites superiores.
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1.6 Funciones de grado superior como "Modelos Matematicos”
J Y

PESO ; .,'lf if

Las funciones de grado superior son usados como modelos matematicos en dos
Una funcién puede volverse un polinomio basado en

formas bdésicamente.

|
|
| |
P00 %% % %%.".0.9.0 8.0 ¢ 0.0 “h‘
|

consideraciones tedricas. Por ejemplo, la figura en la cual una viga de madera cargada R EEIRXX e

es la gréfica de una funcién polinomial. El grado de la funcion es determinado por la Z 208,070 8 7070°0%%%%% %% % %% I X

forma en que el peso es distribuido a lo largo de la viga y de la manera en que la viga % |

soporta el peso. : |
PARED f

La segunda forma de funciones polinomiales que son aplicados es empezar por asumir
que la funcioén polinomial es un modelo razonable, y luego se acondicionaa la grafica Fig. 1.6a ' |[
de polinomio para medir puntos experimentales. Un modelo creado en esta forma es v !

una funcién cubica, entonces : e -
(Cuél es el dominio apropiado parax'? : =
e

llamado un modelo "empirico”. Por ejemplo si asumes a
es una ecuacion de la forma y=ax’ +bx’+ex+d donde a,b,c,d son .constantes. - b' e iaits 168G |
Acondicionando el modelo de los datos requiere encontrar valores de estas constantes | . Usando todos Igros c?e esta funcién y di lo que representan en el mundo real. i
sustituyendo los valores de (x,y) y resolviendo el sistema. B incion s valores enteros de x en el dominio traza la grafica de esta i
. < it |
Obijetivo : F
2. Problema de la tabla de clavados. (Trampolin)

a variable depende de otra ya sea

Dada una situacién real en la cual un
Encuentra la ecuacién particular y usa

funcién cubica o de més alto grado. Cuando te paras en un trampolin (Fig. 1.6b) la cantidad que la tabla se dobla, abajo

de su punto de descanso es una funcién clbica de x. Supdn que mides las siguientes

esto como modelo matematico. :
! —_— ge(flt_acc)lones del punto de descanso al punto del trampolin.
Dado que la técnica de encontrar una ecuacién particular es familiar, aqui no 0 g y (milésimas de pulgada) }f' |
presentamos ejemplos especificos. | : 0 [r‘ |
116 i

: 2 i |

El ejercicio que sigue contiene problemas de los dos tipos. También hay problemas: - : 448 -i; j
972 i

fill |

en los cuales funciones polinémicas son usados como modelos matematicos del

mundo matematico.

Ejercicio 1.6

1. Problema de la defleccién de una viga. ;
Una viga horizontal de 10 mts. de largo termina en su parte izquierda dentro de und

pared y su extremo derecho termina y descansa en un soporte, como se muestra ef

la figura 1.6a. la viga es cargada con peso uniformemente distribuido a lo largo.

Como resultado la viga cuelga de arriba hacia abajo de acuerdo a la ecuacién
y=-x'+25x-150x, donde x es el ntimero de metros de la pared a un punto de la Vige, Fig. 1.6b

y y es el nimero de centésimas de un milimetro de eje x @ la viga.

g- E:rtivg la pcuacién Particuiar expresando y en términos de x. ‘
i D. abla tiene 10 pies de largo. ;Qué tanto se inclina hacia abajo de la longitud? |
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Problema del costo de la electricidad.

Sr. Arturo trabaja durante el verano con una compaiiia que disefa equipo para el
ol de ia contaminacion. El trabajo de Arturo consiste en estimar el costo mensual
a slectricidad para operar los limpiadores de la chimenea para una nueva planta de

de
cemento. Encuentra que el costo mensual por consumo de energia es la siguiente:
Kilowatt/n (kwh) PESOS
,000,000 N$20,000
2,000,000 29,000
3,000,000 34,000
4,000,000 41,000

Como nacesita el costo de cualquier cantidad de energia de 1,000,000 a
4,000,000 kwh, debe tener una ecuacion expresando el costo en términos de kwh.
Decide si una funcién cabica es razonable.
a. Deja que D=numero de miles de délares por mes, y dejaa K= numero de millones
de kwh por mes. Escribe la ecuacién particular expresando D en términos de K.
b. ;Cudl seré el costo de 1.5 millones de kwh?
c. De acuerdo con tu modelo, cuanto pagarias si no usas electricidad en un mes
dado? jEs razonable? Explica.
d. Sin exceder de $35000 por mes cuanta electricidad puede ser usada. Dibuja una
gréafica de D contra K, y usa la grafica para estimar este numero.

4. Problema de la suma de los cuadrados.
Deja 2 Sin) ser la suma de los cuadrados de los enteros de 0 a n. Que es
S(n) =02+ 12+2%2+3%...+n?

a. Encuentra S(0), S(1), S(2), S(3)

b. S(n) s una funcién cubica de n. Encuentra la ecuacion particular para expresar
5(n) en términos de n usando los pares ordenados de la parte a.

¢c. Los coeficientes de la ecuacién particular son fracciones. Factoriza
apropiadamente las fracciones dejando un polinomio con coeficientes enteros
dentro de los paréntesis, luego factorize este polinomio. (Estaes la férmula para

Q.
3
[4Y I Y
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3
c
o
&
[17]
o
©
o
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[+1}
(4]
2
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p=ry
-
o
3
L4
ki
@
L

_ Encuentra S{1000)

® O

5. Problermna de la suma de los cubos

Deja que S(n) sea la suma de los cubos de los enteros de O a n.
SN =0+ 13+ 22+3%+...+n°

e §

a. Encuentra S(0), S{1), S(2), S(3) vy S(4). Veras que todos los nimeros son

—j»

dos perfectos.
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Esto es

) es una funcién cuértica de n. Encuentra la ecuacién particular expresando

f

S(n) en términos de n, usando los pares ordenados de la parte a
3 T ;\7‘\‘ e e > e . o . . :

c.Los (;O?li‘tfiea1185 en la ecuacidn particular son fracciones. Factoriza las fracciones
aprgpmdgrﬂeme, dejando un polinomio con coeficientes enteros dentro del
paréntesis.

d. Factorl;a el p?ii‘nomio dentro del paréntesis de la parte ¢c. Da unarespuesta como
puedes concluir que S(n) es siempre un cuadrado perfecto, no importando que
entero positivo n es.

e. Encuentra F(1000). Cuél es el cédlculo més rapido. Usando la férmula que
encontraste o sumando todos los cubos de los enteros.




