5+§2..+E+.§+ 5 +.§.+...

4 8 16 32
Las primeras sumas parciales son

5il U
= et =0 —
S;= 5 sty 84
506515 sgi3
= bsicd it bl L7 pial
Ss 5+2+4+8 8
5 5 5 5 11
— _:_,.____39_-
Ss 5+2 2 8 186 16

Las sumas parciales se van haciendo mayores, pero parece ser menos de 10. Pax
ver que pasa cuando n es mayor, tu puedes usar la férmula. Por ejemplo, la sums
parcial de 20 términos es

e (355
1,2
i=(—)
Sp=51[ 21 !
Lo
o W 1-0.0000009537 )

1

2

1

Dividiendo 5 entre = (obtienes 10) y haciendo la resta

Sy = 10(0.9999990463)
=~ 9.999990463 :
Este nimero es muy cercano al 10. La gréfica de la suma parcial es mostrada ef

la figura 2-6a.

?S..
asintota :

'o-—————::- oo e == m = o
waRER o |

p= /(

= /

S o

=

G 1 L 1 i 1 1 1 i L Iﬂ
0 1 3 4 5 6 1 B 10 [ ]

Figura 2-6a
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La linea horizontal en 10 es una asintota de la grafica. Tu puedes ver que §, nunca
serd mas grande que 10, porque este sera siempre multiplicado por una cantidad

menor que 1 desde que los puntos se acercan mas y mas a 10, se dice que la serie
"CONVERGE A DIEZ".

Definicién

Una serie converge a un numero S si la suma parcial §,, esta cada vez mas
cerca de S cuando n crece demasiado.

Dos preguntas surgen ahora:
1. ¢Bajo qué condiciones una serie geométrica serd convergente?

2. (C6mo encontrards el nimero al cual converge la serie geométrica?

La serie de arriba es convergente porque el término (%)“ en la férmula para §, es

muy cercana al cero cuando n crece. Esto pasard siempre y cuando la razén
comun sea una fraccién propia. Esto es -1<r<1. Entonces la serie va a
converger si |r| < 1.

Para encontrar el nimero al cual la serie converge simplemente reemplaza el
término 7" por cero en la férmula para §,, obteniendo

_n —
.1r=>al,10=1_1
1-r 1=r 1-r

1

Este nimero es llamado el limite de la serie cuando n se aproxima al infinito. Esto
es abreviando de esta manera:

Conclusion

= —
SERIES GEOMETRICAS CONVERGENTES.
La serie geométrica converge si | 7| <1.
El Ifmite S, al cual converge es dado por

a
S=1im, ., 5,=8," T1==—x

Nota:

Aunque hay un ndmero infinito de términos en las series ahora tienes una

definicién razonable para la suma de todos los términos. En el ejemplo anterior si tu
sumas cualquier nimero finito de términos, la respuesta es menor a 10. Pero
podrias definir la suma de todos los términos como si fuera igual a 10. Esta
definici6én te permite encontrar valores exactos de decimales repetidas, como las

vas a ver enseguida.
1020124182

51




9b]et|vos g Ejemplo 3.
I- % Dada una serie geométrica decir si converge o no. Si converge, encuentra Expresa 0.324324324..., cémo la razdén de dos enteros, y simplifica.
el limite en el cual converge. | .
Solucioén
2. Dado un decimal repetido escribelo como una serie geométrica ;
Deja que x represente 0.324324324..., ya que el decimal se repite cada 3 digitos,

convergente, y encuentra el nimero racional igual al decimal. sk
#ﬂm:puedes escrlblr.

= 0.324 + 0.000324 + 0.000000324 + ...

Ejemplo 1. : :
£ o " . ! " sto es una serie geométrica, con a; = 0. : inr=
Di si la serie geométrica 15 - 4.5 + 1.35 - ..., converge?. Si es asi en que — p dg : ; 1 = 0.324 y razén comun r=0.001. Entonces x
cORVeras - es la suma de todos los términos de la serie. Es razonable pensar que esta suma va
ge. a ser el nimero en la cual la serie converge. Tu puedes escribir.
Solucién gohg
La razén comun es r=—_.1'_5-=—0.3 = _0.324
1-0.001
. . A is _i5 =
Ya que | r| < 1 la serie converge. mediante la formula, S= = =11. _ 0.324
1-(-.3) 1.3 ! = —ac
: 0.999
Ejemplo 2. et
Di si la serie geométrica 2-3 + 4.5 - ..., es convergente; si es asi a que numer 999 -
converge.
= 12
Solucién. 37

La raz6n comin es r=->=-1.5 , ya que | r| no es menor que 1, la serie no

| w

Ejemplo 4.
converge. La figura 2.6b muestra que pasa con las sumas parciales de esta serie. Expresa 0.26717171..., como la razén de dos enteros primos relativos.
Si la serie no converge, puedes decir que diverge.

As. Solucién .

8- / Ep este caso el decimal no se repite hasta después de los dos lugares. Entonces tu

7 J divides la parte no repetitiva y expresas el residuo como una serie geométrica

: }- II convergente. Dejando que x sea igual a:

X : A x = 0.26 + 0.0071 + 0.000071 + 0.00000071 + ...

") T 0.0071

= U0 T
2f o 170,01
‘ yg
-#—‘—-L——l—*—&—, ’
'?'1..234507: ry = 8§ 96 0:U0L
Ak, T % 0.99
-2 N
-3 N 3
& & 25 . 71
“ —
- \ 100 9900
\
.: - . _ 2645
il & \. 9900
1
. 1980

Figura 2.6b
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Los célculos mostrados te demuestran que una decimal repetida puede ser escrita
como la razén de dos enteros.

Conclusién

Si x es un nimero con la parte decimal repetida, entonces x es un ndmero
racional.

==

Ejercicio 1.6. :
Para los problemas del 1 al 5, determina si la serie geométrica indicada converge o
no. Si es convergente encontrar el valor al cual converge.

1

3
1.a,=3\,fr=‘3 2.a,=42yr= -

3.a,=18yr= - 4,q9,=10yr= 0.1

ol ~

5.a,= 100y a;=1 (Dos respuestas).

Para problemas del 6 al 11, escribe la decimal repetida como la razén de dos
enteros y simplifica. '

6. 0.636363... 7. 0.567567567...

8. 1.0606060... 9. 1.4272727...

10. 0.4999999...

11. 0.012345679012345679012345679...
(pista: La simplificacién de la fraccién es dificil, pero obvia)

1 1,142
—=d e

R
a, se acerca y se acerca a cero cuando n es muy grande.

12. La sucesion _es llamada una sucesién arménica. Claramente

La serie armdnica %+l +.i_ +... no converge; solamente se va haciendo mas

3
grande cuando n se incrementa. Asociando términos muestra que

1,113 3.3 ledatanh ..
2 3.4 b & 7 B S 2 2 '
Y usa este resultado para mostrar que la serie "diverge"

13. Usando la técnica para series geométricas convergentes, es posible mostrar

que la serie
1 5 o L : T n 198
1+2(_§)+3(.§) +4(_3.) +5(§) +iee

54

Converge a un nimero finito. Encuentra a que es igual este nimero.
2.7 Sucesiones y series como modelos matematicos.

va que la sucesién es una funcién en la cual su dominio es un conjunto de enteros
la grafica de la sucesién cambia dando saltos sin ser una curva continua. Por lo
tanto, las sucesions son apropiadas como modelos mateméticos para los
fenémenos del mundo real en los cuales la variable dependiente cambia de una
manera repentina en lugar de la continuidad que hasta ahora habfas manejado. Por
ejemplo, cuando tu introduces un clavo en la tabla, la profundidad del clavo en la
tabla depende del nimero de veces que lo golpeaste con el martillo.

Objetivo
————.

Dada una situacién del mundo real en la cual la variable dependiente cambia
ampliamente, usa sucesiones y/o series, aritméticas o geométricas como
modelo matematico.

—_— — =

Ejemplo 1.

Supén que empiezas a golpear un clavo en una tabla. Con el primer impacto el
clavo se introduce 20 mm. ;

Con el segundo impacto se introduce 18 mm. mas. Predice la distancia que se
introduce y la distancia total que se introdujo en la tabla, asumiendo que las
distancias que se introduce forman:

a. Una sucesién aritmética.
b. Una sucesién geométrica

- Solucién.
n= nimero de impactos :

a,= nGmero de milimetros que el clavo se introduce en el enésimo impacto. (Ver la
figura 2.7a) '

.= al nimero total de milimetros que el clavo se ha introducido después de n
impactos. :

Figura 2.7a
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a. Asumiendo que es una sucesién aritmética, d= 18 - 20 = -2, por lo tanto, (0.05) (105) = 5.25 pesos. 1 !

a,= 20 + ({1«1} (-2) : haciendo el nuevo capital de 105+5.25=110.25, y asi sucesivamente. La ‘ ‘
En el cuarto impacto el clavo se introduce cantidad de dinero que tienes en el banco en cualquier tiempo es un término en una il |
a,= 20 + (4-1) (-2) , sucesion |
a,= 20-6 = 14 mm. 100,105,110.25,... i

La distancia total que el clavo se ha introducido después de cuatro impactos, sera |a sucesién es geométrica, con una razén coman de 1.05, como lo podrias
la suma parcial de los cuatro impactos de la serie aritmética correspondiente. Ya gescubrir si divides los términos adyacentes. Algunas factorizaciones mas |

que a,= 14mm. inteligentes muestran lo mismo mas detalladamente. ;
A n= numero de afos que el dinero ha estado en el banco. u |
S,=~ (20+14) =68mm a,= numero de pesos que tienes en el banco. i

Cuando hiciste el primer depdésito, tiempo =0. Por lo tanto, es conveniente empezar
b. Si es una sucesion geométrica la razén comun serd r= 18/20 = 0.9. En el con n como CERO en lugar de 1 como lo haz estado haciendo hasta ahora; por lo

cuarto impacto el clavo ird hasta tanto, g, =100- M
a,= 20(0.9)*' = 14.58 mm. . . i
Al final de un afio, cuando n=1, el interés es sumado para tener el siguiente !H i

término. Por lo tanto, ! |
a;=100+(0.05)(100) sumando 5% de interés i
=100(1 +0.05) i

Después de 4 impactos, el clavo se habra introducido un total de

_20(1-0.9%)
s,=22\-""-7) -68.78mm
* 1-0.9 =100(1.05)

Ya que la raz6n comun tiene un valor absoluto menor a 1, la suma parcial convergéPara encontrar a,, sumas al interés del segundo afio a g, (El capital del primer aino) L :
a un ndmero cuando n es muy grande. Después de muchos impactos, la distancia gbteniendo i
total que el clavo se a introducido en la tabla se acerca a. R a,=100(1.05) + 0.05(100)(1.05) |
cs Mhnen@P . 30 o =100(1.05)(1 +0.05) |
Tiar 1-D.D e P nm =100(1.05)(1.05) "
=100(1.05)? |

Basado en este modelo, si el clavo fuera de mas de 200 mm. de largo, no 5
penetraria en la tabla totalmente. Si fuera menos de Similarmente, a,= 100(1.05)°, a,= 100(1.05)*, y asi sucesivamente. Ya que el |

200 mm. de largo el clavo se introduciré totalmente en la tabla. gxmnente siempre es igual al nimero de término, a,=100(1.05)". 1
-,_sta es la férmula para el enésimo término de una sucesién geométrica con

r=1.05 y que el primer término igual a 100. El exponente es n en lugar de n-1

Ejemplo 2. porque la sucesién empez6 en el término CERO en lugar del término UNO.

La mayorfa de los bancos acumula el interés que te paga en tus cuentas de ahorro.sara encontrar la cantidad de dinero que tendrés después de 7 afos vas a sustituir
Esto significa que en intervalos regulares (diarios, trimestrales, anuales, etc.) Por ny haz los célculos )
suman los intereses que haz ganado por ese intervalo al capital el cual haz
invertido. Durante el siguiente intervalo, ganas intereses de los intereses asi como
de capital original. Sup6n que un banco paga el 5% de intereses al aio, : At
acumulandolo anualmente. Si tu inviertes un capital de 100 pesos entonces al finalENcontrar el tiempo en el cual la cantidad es 400 pesos; involucra encontrar el i

de 1 aio el banco te paga el 5% de 100, 6 8xponente n. o

a,=100(1.5)" = 140.71

(0.05) (100) = 5 pesos. 400 = 100(1.05)"
4 = 1.05"

entonces el capital nuevo para el préximo periodo acumulado es 100+5, o 105. A zg 4 = Jog 1.05"

final del segundo afio el banco te paga el 5% de 105, 6 g4 = nlog 1.05
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log4
logl. 05

n = 28.413
Después de 29 afos es la respuesta.

=n

Ejemplo 3.

Supén que invertiste 100 pescs en una cuenta de ahorros que paga 5% anual,
pero el interés es acumuiado trimestralmente. Cuénto tendrés al final de 7/ anos?

Solucién

n= numero de trimestres que el dinero ha estado en el banco
a,= numero de pesos que tienes en el banco

El banco te pagara un cuarto de 5% de interés después de cada periodo
acumulado, 6 1.25% (0.0125).

a,= 100

a,= 100(1.0125)
a,= 100(1.0125)°
a,= 100(1.0125)°
a,= 100(1.0125)"

La cantidad de dinero que vas a tener después de 7 afos serfa a,g porque hay 28
trimestres en 7 afnos. Por lo tanto,

A= 100(1.0125)*® =~ 141.60

Comparando esta respuesta con la del ejemplo 2, obtienes 89 centavos mas en 7
afios si el interés es acumulado trimestralmente.

Ejercicio 2.7

Los siguientes problemas pretende que recuerdes tus conocimientos y habilidades
con sucesiones y series antes de que trabajes con problemas de modeios
matematicos.

S1. Una serie geométrica tiene ¢,= 34 y r= 1.7. Encuentra el término numero
20 y la veinteava suma parcial.

S2. Una serie aritmética tiene a¢,= 78 y d= 3.2. Encuentra as Y Ss-
S§3. Una serie aritmética tiene g,= 44 y a;= 66. Encuentra a, ¥ Sio0-

S4. Una serie geométrica tiene ¢,= 100 y a;= 80. Encuentra el limite en el cual
la suma parcial converge.
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s5. Una sucesion tiene la propiedad de que cada término es 95% del término
anterior a;= 800. Cudl es a,,? Qué tipo de sucesion es?

s6. Una sucesién tiene la propiedad de que cada término es menor por 7 al
término anterior. a,= 900. Encuentra a,,. Cuél es el nimero del término del
primer término negativo?

§7. Una serie geométrica tiene g, = 12 y a,,= 120; cuél es la razén comdn?
1200 es un término en esta serie? 6 cudl es el nimero del término?

58. Una serie aritmética tiene a,= 17 y ;= 27. Cuél es Az?

SQ. Cluéles gon4los siguientes dos términos de la sucesion
3'5'%'S ,Es. la sucesién aritmética o geométrica?

$10. Un factorial es un producto parcial de los términos de una sucesion.
Encuentra el décimo producto parcial de la sucesién de nimeros.
1. Problema de formacién de musculos.

Sup6n que empezaste un programa de ejercicios para formar (construir) tus biceps.
En el primer dia tus biceps aumentan 3 mm. La cantidad que aumentan en cada

" uno de los dfas siguientes es 0.95 veces la cantidad que aumenté el dia anterior.

a. Cuéanto aumentaron tus biceps el décimo dia.

b. Cuéntos milimetros en total han aumentado tus biceps después de 10 dias.

c. Situ continuaras con el programa de ejercicio por mucho tiempo, qué
numero da el total de aumento de biceps.

2. Problema de George Washington.

Recientemente, Ana Ward descubrié que es un pariente lejano de George
Washington. Cuando él murié en 1799 él dej6 1000 délares en su testamento, los
cuales son de ella ahora. El dinero ha estado en una cuenta de ahorros en banco,
donde ha estado ganando interés del 5% por aio, acumuladndolo anualmente.
Cuénto dinero tiene Ana este afio? Porqué supones que hay leyes que limitan la
responsabilidad para pagar intereses de una cuenta de ahorros sin movimiento?

3. Problema de la Isla.

En 1626, el Presidente de una compaiifa, compré una isla a los nativos por 24
pesos en mercancia (collares, pieles, etc.). Supén que los 24 pesos obtenidos por
los nativos se invirtieron en una cuenta de ahorros que paga el 6% por afo,
acumulandolo anualmente. Cuénto tuvieran depositado en este ano.
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4. Problema de depreciacién en linea recta. ? S
a. ¢(Queé fraccion de la luz que llega a una capa pasa a la siguiente?

b. Encuentra el porcentaje de la luz original que llega a la segunda, tercera,
cuarta y quinta capa.

c. Si una capa de ramas obtiene menos del 20% de la luz solar original las
ramas de esa capa morirdn y se caeran. ;Cual es el nimero maximo de
capas de ramas que esperas encontrar en ese arbol?

Suponiendo que el valor catastral dei precic original de una casa decrese por un
numero constante de pesos cada aiio. Por ejempilo:
una casa se deprecia por  ——de su valor original cada ano.

40

a. Situ casa originalmente valfa 84,000 pesos. Cuantos pesos se depreciaria

cada afo. . :
6. Problema de cuadrados inscritos

3

b. Qué precio tiene tu casa después de 0, 1, 2, 3 afos. : < 2 v :
Un conjunto de cuadrados inscritos es dibujado adentro de un cuadrado tocando

c. Estos valores forman una sugesion aritmética 6 geométrica? Cuél es la los puntos medios de las longitudes unitarias del cuadrado que precede.

diferencia comun 06 la razén comun.

d. Calcula el valor de tu casa después de 27 afios.

e. De acuerdo con este modelo en gue momento tu casa no tiene valor.
Explicalo.

f. Dibuja la gréfica de esta sucesién usando ios resultados de los incisos b, d,y
e. Porqué supones que ci valor catastral nombra este modelo
DEPRECIACION EN LINEA RECTA.

5. Problema de las ramas de un arbol. A
Dibujo

Las ramas de un pino crecen en capas (ver el dibujo). Cuando la luz solar pega en

la capa de arriba, una cierta fraccién de esta luz es absorbida por estas ramas y el a. Muestra que las longitudes de los lados de los cuadrados forman una

sucesion geométrica.

resto pasa a la siguiente capa. El 100% de la luz solar llega a la capa superior. :
N e , : b. M | f
Sup6n que tu encuentras que el 45% de la luz solar llega a la tierra después de ge%e:‘gg_k?:e los perfmetros de los cuadrados forman una sucesion
asar las 5 capas de ramas de un darbol en particular. \ : :
P P Sk ’ i ki c. Muestra que las 4reas de los cuadrados forman una sucesion geométrica.

d. Encuentra el 4rea del décimo cuadrado.

e. Encuentra el perimetro del décimo cuadrado. _

f. Encuentra la suma de las 4reas de los primeros 10 cuadrados

g. Encuentra la suma de los perimetros de los primeros 10 cuadrados.

h. Muestra que la suma de las 4reas de los cuadrados se aproxima a un nimero
finito, y di cudl es este numero. _

i. La suma de los perfmetros se aproxima a un nimero finito. Explicalo.

7. Problema de la brocha de pintar

Cuando tu limpias una brocha de pintar la cantidad de pintura que queda en la
brocha depende del nimero de veces que la enjuagas con tinher y en el volumen
de tinher que uses para cada enjuagada. Asume que la brocha retiene 2 cm? del
fluido después de sacudirla.

Dibujo a. Antes de la primera enjuagada, los 2cm?® que retiene la brocha es pintura
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