n!
Pn,r)= , : .
(n,r) )T ‘Este numero de permutaciones se puede indicar como:

SPES 61 " _6(5) (4)(3)(2) (1)
P642= Ty (zD) T3 (2) (D) (2) (1)

La justificacién de la expresion anterior, se puede hacer considerando que si se tienen
"n" elementos, el primero de ellos se puede seleccionar de (n) diferentes formas, el
segundo elemento se puede escoger entre (n-1) de ellos, el tercer elemento se puede 42) =15
tomar entre (n-2) elementos, asl sucesivamente, hasta llegar al dltimo elemento .P (6:4,
seleccionado, el elemtno r-ésimo, el que se podré seleccionar de "n-(r-1)" formas
diferentes, por lo cual, el nimero total de formas en las cuales se pueden seleccionar
" alementos de un conjunto de "n" elementos, es decir,
de "n" elementos tomados de "r" en "r", es igual a A.

: ; al representa el nimero d '

el nimero de permutaciones | Lo cualrep : e permutaciones de 6 t?anderas, de las cuales 4 de ellas
‘son iguales entre si y las otras 2 son iguales entre si.

;En general, el nimero de permutaciones de "n" objetos, de los cuales "n," son iguales

entre si, "n," son iguales entre si, ..., "n," son iguales entre si; esta dado por

P(n,r)=(n)(n-1)(n-2)(n-3)... [n_(r-1)]

n!

@
nln,inl...n!t

| multipli | numerador y el inador por (n-r)!, se tiene
Al multiplicar el nu dory e de@m ador por (n-r) P R s My =

Bl (n) (n-1) (n-2) (n-3) ;... . (p-r(r-1)}(n-r)!
; (nrr)!

3 n! ? |

0, se8, Rt 8 Tn-r)? ‘Ejemplo 4

El primer ejemplo viene a ser un caso particular, cuando se considera el numero de [(De cudntas maneras diferentes se pueden acomodar 3 personas en una mesa
permutaciones de "n" elementos tomados todos a la vez, es decir: circular?

P(n,n) = n! g 3 :Si se representan las 3 personas como 4,B y C, al fijar a la persona “A" se tendrian las
n-n .‘ :'siguientes configuraciones:
. : |
. =R Y | |
0! - 1) 2) ’ ;
Y como 0! = 1, entonces: | ‘
P(n,n)=n! |
Ejemplo 3 ‘ : ;
(Cuéntas seiiales diferentes de 6 banderas se pueden formar con 4 banderas amarillas|
y 2 banderas rojas? :Ai fijar a la persona "B", se tendrian las configuraciones
" Si "A" representa una bandera amarilla y “R" representa una bandera roja, se podrén|
formar las siguientes sefiales diferentes: ?’3’ ’ 4)
AAAARR AAARA AAARRA :
‘ AARRAA AARARA AARAAR : ' .
ARRAAA ARARAA ARAARA !
RAAARA RSSSSR RAARAA : : : :
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Y al fijar a la persona "C", se tendrfan las configuraciones:

Analizando las seis configuraciones, puede verse que fa 5) y la 3) son iguales a la 1),
y que la 6) y la 4) son iguales a la 2); es decir que, solamente hay dos maneras)
diferentes como se pueden acomodar 3 personas en una mesa circular. |

En general, se puede establecer que un grupo de "n" objetos se pueden acomoda
circularmente de (n-1)! formas diferentes.

En el siguiente ejercicio se ejemplificaré la aplicacion de los dos conceptos que se han

visto; el de probabilidad y el de permutacién. Esto s8 hard, considerando i
probabilidad de que suceda alguna cierta permutacién deseada.

Ejemplo 5

;Cuéntas palabras diferentes de 11 letras se pueden formar con las letras de la palabra
"PERMUTACION"? ;Cual es la probabilidad de que al seleccionar al azar una de esé
palabras, esta palabra tenga como sexta letra la "T" y que ademds termine con uni

vocal?.

La primera parte de este ejemplo, corresponde al problema No. 1 del ejercicio anteriol
, : . |

Para encontrar el nimero de palabras diferentes de 11 letras que se pueden for

con la palabra "PERMUTACION", se tomaran los 11 lugares que deberén ocupar I

letras,

11 1098121654321

solamente alguna de las 10 restantes, el tercer lugar podréa ser ocupado por algunad
las 9 que restan, y asi sucesivamente, hasta el Gltimo lugar, el cual lo ocupara®
dltima letra que queda.

El primer lugar lo podra ocupar cualquiera de las 11 letras, el segundo lo podra ocup}

El namero de palabras diferentes es el producto de estas 11 cantidades, es decir:
P(11,11) = (11)1=(1 1)(10)(9)(8)(7)(6)(5)(4)(3)(2)(1) :
P(11,11)=39;916,800
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0 sea que, hay 39;916,800 pal i
"PERMUTACION". palabras diferentes que se pueden formar con la palabra

f:l:grga:zzr:caiesreiig ;igi?cr;ga pr]eglunta, se deberd primero determinar cuéntas palabras
nalaletra "T" y a la vez que termi

: : T inen con una vocal. Para

f'l‘:; p(:;mf;s’sel considera la s.exta posicién que podra ser ocupada solamente por uar:a

eua| At d' L:ego se analiza la dltima posicién, la cual puede ser ocupada por

cualg e las 5 vocales que aparecen en la palabra "PERMUTACION"

posteriormente se puede ocupar con ¢ i
_ ualquiera de las 9 palabra i
sucesivamente, hasta llenar los once espacios, es decir: " e

R e
B . 2o be. cal cb {palabins 3= 9B
N

Si n(E) es el nimero de palabras formadas d
t .
n(E) = (9)(8)(7)(6)(5)(1)(4)(3)(2)(1)(5) = e esta manera, entonces:
= 1;814,400

t:apr?;)fbihdzd de que al §eleccionar al azar una palabra, tenga en su sexta posicion
y ademas, termine con una vocal; viene a ser la razén de estas dos

p= _1;814,400 _ 1
39;916,800 22

=0.04545

0 también:

P=4.545%

Ejercicio 3.4

1. . . .
Si hay 5 becas disponibles para los mejores 5 alumnos que egresan de una

preparatoria, ¢(De cuéntas formas diferentes se pueden otorgar las becas?

& S
. se colocan 9 banderas una
o sobre otra en un asta, ;Cuéntas sefiales
e pueden formar con 4 banderas azules, 3 banderas amarill
banderas rojas? : Sbin
3.

¢{De cuéntas maneras diferentes se
: ' : pueden ordenar en un libr i
diferentes de Biologia y 4 libros diferentes de matemaéticas? Bifh, Saiorwe
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10.

Considerando todas las palabras diferentes de 11 letras que se pueden formar cont
palabra "PERMUTACION"
11.
1.
13.

14,

15.

Calcular el nimero de novenas de béisbol diferentes que se pueden formar g,
17 jugadores, si 4 de ellos sélo juegan como lanzadores, 2 sélo coy
receptores, 6 solamente en el cuadro y 5 solamente como jardineros.

Se van a repartir N$100.00 entre 9 nifios, mediante 4 billetes de N$5.00,]
billetes de N$10.00 y 3 billetes de N$20.00 ;De cuéntas maneras dlferem&
se puede hacer la reparticién, si cada nifo debe recibir un billete?

¢{Cuantas palabras diferentes de 11 letras se pueden formar con 11 letras¢
la palabra "PERMUTACION"? i

¢Cuéantas palabras diferentes de 13 letras se pueden formar con las 13 Ietfé
de la palabra "permutaciones?”,

¢(De cuéntas maneras diferentes se pueden formar en una fila 15 soldados,
2 son ingleses, 3 son italianos, 4 son franceses, 4 son alemanes y 2 s
mexicanos, y deben formarse juntos lo de la misma nacionalidad?

¢De cuantas formas diferentes se pueden sentar 7 personas alrededor de uré-
mesa circular? ;

(De cuéntas formas diferentes se pueden acomodar 9 cuentas para formary
collar?

¥

¢Cuél es la probabilidad de que la seleccionar al azar una palabra de ell&
empiece con la letra "P"?

¢Cuél es la probabilidad de que al escoger al azar una palabra de ellas, termini
con la letra "n"?

¢Cuédl es la probabilidad de que al tomar al azar una palabra de ellas, termi
con las tres letras "ion™ (en ese orden)?
Cudl es la probabilidad de que al seleccionar al azar una palabra de ellas
empiece con la letra "p" y termine con la letra "n"?

¢ Cuél es la probabilidad de que al escoger al azar una palabra de ellas, empied

con la letra "p", en la sexta posicién lleve la letra "t" y termine con la letra "n’}

3.4 Combinaciones

Objetivo:

Resolver problemas de probabilidad que involucren permutaciones y
combinaciones.

Si consideramos las letras a,b,c, sabemos que se pueden formar 3 palabras diferentes
de una letra, 6 palabras diferentes de dos letras y 6 palabras diferentes de tres letras,
como se puede ver en los siguientes listados:

i) a, b, c, {palabras de una letra}

ii) ab, ac, ba, bc, ca, cb {palabras de dos letras})

iii) abc, ach, bac, bca, cab, cba, {palabras de tres letras}

Lo que representa cada uno de los listados es:
i) El nimero de permutaciones de tres letras, tomadas de una en una.

ii) El nimero de permutaciones de tres letras, tomadas de dos en dos.

iii) El nimero de permutaciones de tres letras, tomadas de tres en tres.

Si nos interesara ahora conocer el nimero de palabras de una letra, de dos letras y de
tres Ietras, que se pueden formar con las mismas tres letras a, b, ¢, pero sin_que

inter n de las letras tomadas en cada caso, tendriamos los siguientes i

listados:
i’) a, b, c {palabras de una letra} b
ii’) ab, ac, bc {palabras de dos letras}

iii’) @ b c {palabras de tres letras}

Como se puede observar, los listados

i) e i’) son iguales, el listado

i) consta de 6 elementos y el ii’) consta solamente de 3 elementos, porque al no
tomar en cuenta el orden de las letras, las palabras ba, ca y cb son iguales a las
palabras ab, ac, y bc, respectivamente. Finalmente, el listado iii) consta de 6
elementos, mientras que el listado iii’) consta de un solo elemento, esto es
porgue al no interesar el orden de las letras, las palabras acb, bac, bca, cab y cha
son todas iguales a la palabra abc.




Lo anterior nos lleva a considerar la necesidad de definir un nuevo arreglo de una py
o todos los elementos de un conjunto. '

Definicion

Una "combinacién” es un arreglo, sin considerar un orden definido, de una
parte o de todos los elementos de un conjunto dado.

f
Tomando en cuenta esta definicion podemos establecer lo que representa cada ur‘?
de los listados i’), ii’) e iii’) vistos anteriormente.

i’}  Representa el nimero de combinaciones de tres letras, tomadas de una en uré.‘

ii’) Representa el nimero de combinaciones de tres letras, tomadas de dos en do

|

iii’) Representa el nimero de combinaciones de tres letras, tomadas de tres en tre

De manera anéloga a como se hizo con las permutaciones, representaremos el ni
de combinaciones de "n" elementos tomados de “r" en "r", mediante el simby)
C(n,r).

combinaciones, analizaremos de nuevo los listados, considerados anteriormente
ellos, podemos ver que el i) es igual al i’), el ii) es igual al ii’) multiplicado pro 2
iii) es igual al iii’) multiplicado por 6. Con este analisis, se puede establecer QUGE}
general, P(n,r)=rlc(n,r).

Tratando de encontrar la manera como estan relacionadas las permutaciones con%
y

Despejando las c%mbmacnones de esta expresién, se tiene que

C,r)= r'

n!

Y como P(n,r)= THTETT

entonces C(n,r) =

|
|
t
|
i
&
|
n! k
r!(n-r)!
Para ilustrar lo anterior, consideraremos los siguientes ejemplos. i

Ejemplo 1

:De cuéntas maneras diferentes se puede seleccionar un comité de 3 personas de\+
grupo de 7 personas?

I

Como el orden no interesa al seleccionar, se podra formar un nimero de comités 19\%

a las C(7,3),

88

. 7!
y como C(7,3) O 4 £ 1R

b

(7) (6) (5) (4) (3) (2) (1)
(3) (2) (1) - (4) (3) (2) (1)

= 35

Por lo tanto, del grupo de 7 personas, se podran formar 35 comités diferentes, de 3
personas cada uno.

Ejemplo 2

{Cuéntos tr!éngulos diferentes se pueden formar si se tienen 5 puntos coplanares,
tales que, ninguna terna de ellos estan en linea recta?

El ndmero de triangulos diferentes que se pueden formar, debe ser igual al niimero de

?aqer?s como se pueden seleccionar 3 puntos entre los 5 puntos que se tienen, es
ecir, las

C(5,3)

C(5,3) = 291

o (5) (4) (3) (2) (1)
(3)(2) (1) - (2) (1)

= 10

Estos 10 tridngulos, pueden ser visualizados en la siguiente figura.

Consnderando el vértice 1, se pueden formar los tridngulos con vértices

1.2,3;1,2,4;1,2,5;1,3,4;1,3,5 y 1,4,5, es decir 6 tridsngulos. Tomando ahora el

Vértice 2, se pueden formar los tridngulos con vértices 2,3,4;2,3,5y 2,4,5, o sea, 3
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trisngulos més. Al tomar el vértice 3, solamente se puede formar el triangulo 3¢
Siguiendo ese orden, al tomar el vértice 4 o el vértice 5, ya no es posible fy
ningln tridngulo que no se haya considerado. Por lo cual, el nimero de triang
diferentes es la suma de 6, 3, 1, 0, y 0, es decir 10. \

v

Ejemplo 3

En la preparatoria No. 25 de la U.A.N.L. se va a integrar un comité de 6 maestros'
mateméticas para evaluar los médulos 1 y lll. Si la seleccién se hace entre 8 maes
que impartieron el médulo | y 7 maestros que impartieron el médulo 1, ;Cus
comités diferentes se podran integrar, con la condicién de que haya exactamen
maestros que impartieron el médulo? |
Cada comité deber4 tener 4 maestros del médulo | y 2 maestros del médulo I,
4 maestros del médulo | se podran seleccionar de c¢(8,4) formas diferentes, es

C(8,4) = T,B'T |

_ . (8)(7)(6)(5) (4) (3) (2) (1)
@Y (1) - (4 (3) (D) (D)

70

Los 2 maestros del médulo lll podréan ser seleccionados de c(7,2) formas diferenL
esto es: ’

£5 7E . Is)E) ) i3y @) )
Bl EN e T Wy ) e O - |

= 21

Para determinar el niimero de comités diferentes de 6 maestros que se pueden for
cada uno de los cuales tenga 4 maestros del médulo | y 2 maestros del médult
basta considerar que para cada una de las 70 formas diferentes de seleccionaré
maestros del médulo | hay 21 selecciones diferentes de los maestros del maodult
por lo tanto, habrd 70x21 = 1,470 diferentes comités de 6 maestros, formados
4 maestros del médulo | y 2 maestros del médulo lil. 1

Asi como se consideré anteriormente la aplicacién de las permutaciones ¢
probabilidad, vamos ahora a tratar el caso de hallar la probabilidad de que sut
alguna cierta combinacién deseada. Esto se ilustrara mediante los siguie
ejemplos. |
|
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Ejemplo 1

En la preparatoria No. 26 de la U.A.N.L. hay 15 maestros de matematicas, 9 hombres
y 6 mujeres, si se selecciona al azar un grupo de 8 maestros para elaborar un examen,
encontrar la probabilidad de que el grupo esté formado por

a) 5 hombres y 3 mujeres

Los b maestros se podr'én seleccionar de C(9,5) formas diferentes, y como:

= 5

a1
BT 4T

126
Hay 126 formas diferentes de seleccionarlos.

Por otro lado, las 3 maestras podran ser seleccionadas de c¢(6,3) maneras diferentes,
o sea

2 6!

20

Hay 20 maneras diferentes de seleccionarlas.

Por lo tanto, habré (126)(20) = 2,520 grupos diferentes formados por 5 maestros y
3 maestras. '

Ahora, como el nimero total de grupos de 8 maestros diferentes que se pueden
formar, si hay 15 maelsér‘os disponibles, es igual a ¢(15,8), es decir:

BAB8) 2. o= ey

18

8

7!

(13)(11)(5)(9)

= 6,435
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