(que es la definicién de tan A)

es decir, en términos de funciones trigopnomeétricas

senA =tana
cosA

y como la tangente y la cotangente son funciones reciprocas, se sigue también gy

_ cosA
cotA= T
RELACIONES EN FORMA DE COCIENTE
_ senl _ CosA
tana = cosA L G send
Ejemplo 3

Si sen©= 3/5 y cos©=4/5; encuentra tan© y cotO

Solucién
tanf = .‘zeng por relaciones en forma de cociente
ot 33 G
tané =% y por lo tanto
coté = % relaciones reciprocas

Finalmente con la ayuda del teorema de Pitdgoras derivaremos las siguien
relaciones muy importantes también. Para el Z A del triangulo rectangulo de la figy

4.15, se cumple que

(cateto op.)? + (cateto ady.)?= (hip)’
0 sea

a?+b?=c?

Si divides ambos miembros de esta ecuacién entre c?, obtienes

a,2 D2 s Cr2
(2)2+(2)2=(2)
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es decir, en términos de las funciones trigonométricas
(sen A)? + (cos A)? = 1

Se acostumbra escribir (sen A)’ y (cos A)?2 en la forma sen’A y cos’A
respectivamente. Entonces la ecuacion se expresa como: :
sen’ A + cos? A= 1

s;mllagmente se'pueden derivar otras dos férmulas dividiendo la ecuacién original entre
b* y a*, respectivamente tenemos

tan’A+1 = sec?A y cot’A + 1 =csc?A

RELACIONES PITAGORICAS

sen’A +cos?A =1
tan’A + 1 =sec?A
cot’A + 1 =csc?A

Ejemplo 4
Si sen@-= 15 ; encuentra el valor de | ' i

= as otras cinco funciones del /6.
Solucién

Resolviendo la primera relacién pitagérica para cos©, tenemos:

cosf =y1-sen?@

Sustituyendo
o Jl-(ié)z [1225 [Tea
17 289 289
cos@=_8 (tomando solamente | i iti '
= nte la raiz positiva, pues el Z© es agudo)

Ahora, utilizando las relaciones en forma de cociente

tang - sené
cos
Nos queda
tang < 15/17
8/17
tanf=15/8
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Por lo tanto,
cot©=8/15
secO=17/8
csc©=17/15

(relaciones reciprocas)

Las relaciones reclprocas, las en forma de cociente y las pitagdricas que he
encontrado en esta seccién se refieren a funciones de un sélo angulo, no pudiéng

utilizar estas férmulas con dos dngulos diferentes a la vez. Asi por ejemplo, nogd

puede decir que sen A/cos B sea igual a tan A o a tan B, ni que sen’X + cos?
igual a 1, sino tan sdlo que para un &ngulo cualquiera X, sen X/cos X = g
sen?X +cos’X =1, etc.

En general, puedes determinar el valor de las funciones trigonométricas de los ang
agudos de un tridngulo si sélo conoces el valor de una de ellas (como el ejemplo{|
bien, si conoces al menos la longitud de dos de los lados del triangulo rectang
utilizando el teorema de Pitagoras y las definiciones de las funciones trigonométri

Ejemplo 5
Determina el valor de cada una de las funciones trigonométricas de los angulos agu

del triangulo rectangulo ABC de la siguiente figura, si los catetos a y b miden 60
y 91 cm, respectivamente.

a =5

Solucién

Por medio del teorema de Pitdgoras se puede encontrar el tercer lado de un tridng
rectangulo conocidos los otros dos: si se conocen los catetos, la férmula que @
hipotenusa es

c?=a%+b?

si se conocen la hipotenusa y uno de los catetos y se desconoce el otro cateto,

se puede encontrar a partir de la férmula anterior trasponiendo términos. Enton
resulta que

a’?=c2-b? o bien

Por consiguiente, conocidos los catetos y valiéndonos de la primera de estas férm“ﬁ

encontraremos primero ¢ de la siguiente manera:
c2=a2+b?=(60)2+(91)*=3600+8281=11881
por lo tanto, c=109 cm
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ya tenemos ahora los tres lados a=60, b=91 y ¢ =109; entonces podemos calcular
_inmediatameme las funciones trigonométricas de los angulos A y B, puesto que
/€=90°, mediante las definiciones de las funciones:

S
e
e

senA=% 2 {’3:
cosA=-§ =%§
tam?i=-?3 = ;gg
csca=S .l()%g.

Después de hallar senA =60/109 y cos A=91/109, se podria, desde luego, utilizar las
elaciones en forma de cociente y las reciprocas y calcular tan A, cot A, sec Ay csc
A de la manera siguiente:

cotA= 3 ooie ! - ~_?;_.lu
tanA 60/91 60

0 también

ot A= Co8A,91/109:.91
senA 60/109 60

Y

SecA= 1 = j ] 109
cosA 91/109 91

CSCA = 1 o ___ﬁl - 109
senA €0/109 60

Enla practica el seno v el coseno se calculan por determinados métodos especiales
Y después se aplica este método para el célculo de las demas funciones. Sin
tmbargo, para familiarizarse con las definiciones de las funciones trigopnométricas con
s elementos del tridngulo, es preferible calcular las funciones directamente a partir
tel tridngulo en vez de hacerlo valiéndose de las relaciones que ligan a las funciones
en.tre sf. Una vez determinadas las funciones por célculo directo, es util, sin embargo,
Utilizar estas relaciones como comprobacion.

ey

[ei %
Para determinar el valor de las funcicnes trigonométricas correspondientes al Z B del

:{:ﬁngulo rectangulo de la figura anterior, se puede utilizar la relaciéon que liga a Ias
Nciones de los 4ngulos complementarios A y B y escribir las funciones y cofunciones
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de B deducidas de las correspondientes respectivas cofunciones y funciones del ZA
ya encontradas. Esto seré un ejercicio muy instructivo para ti, pero aqui calcularemos
todas las funciones de /B directamente a partir del tridangulo:

SenB:E:.&L
¢ 109
_a_ 60

CotBs =156

t.anB=£=.—91
a 60
a _ 60

cotB=—=—
H™ 9L
secB=_C,=_1.9,_9.
a 60
c _109
cscB=—_ = ——
= B 91

En todas las fracciones que dan las doce funciones de A y de B, tanto el numerador
como el denominado estan expresados en las mismas unidades. El valor de una
funcién es pues, sencillamente, un "nimero"” que no va expresado en ninguna clase
de unidad. Lo mismo da por consiguiente, que los lados 60, 91, 109 de la figura
anterior, estén expresados en centimetros, en pulgadas, en metros, en pies, en millas
o en otra unidad cualquiera que ésta sea, con tal de que se emplee la misma unidad
para medir los tres lados. Asi, por ejemplo, si nos dicen que "a" mide 0.6 m, "b’
mide 91 cm y "c" mide 1.09 m, hay que empezar por expresar las longitudes en
centimetros o las tres en metros, ya que con cualquiera de esas unidades se obtiene
el mismo valor de la funcién "para el mismo angulo”.

Ejercicio 4.4

Utiliza las relaciones fundamentales para encontrar el valor exacto de la funcion
trigonométrica indicada. Considera que el 4ngulo indicado es agudo.

1. sen@-= % , encuentra csc @ 6. senw= % , COSW = iz"; , encuentratanW
2. cos= % , encuentra sec & 7. cscl= _J_zg_ p encuentra tan©
3. tanf =4, encuentra cotf 8. cos*E % . encuentra las
: otras cinco
4, secé= l,;_’ gncuentra cos § 9. senf-= _15_3 g encuentra las
otras cinco
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5, sena=1/2gncuentra cosa 10. tané=21,

50 encuentra las

otras cinco

Utiliza las n.alacsc.)ne_s fundamentales y una calculadora para encontrar las funciones
rigonométricas indicadas.

11. sen ©=0.4313, encuentra csc ©
12. cos ©=0.1155, encuentra sec ©
13. tan 8 =2.397, encuentra cot
14. csc A=1.902, encuentra sen A
15, sec B=2.03, encuentratan B

En los siguientes ejercicios "c" representa la hipotenusa y las otras dos letras los
catetos de un-tridngulo rectangulo. Dibuja una figura para cada uno, indicando los
éngglos opuestos a los lados respectivos por las correspondientes letras mayusculas.
partiendo de los dos lados que se dan como datos, en cada caso, hallar el tercero y

calécula; después las seis funciones trigonométricas de cada angulo agudo del
triangulo.

16. a=28 17. p=36 18. ¢=37
b=45 q=77 m=35
c= C= n=

19 c=73 20. c=41
f=48 x=9
g= Y=

4.5 Valores de las funciones trigonométricas de un angulo agudo

Objetivo:

Utlliza.ndo las tablas trigonométricas o la calculadora, encontrar los valores
aproximados de las funciones trigpnométricas de dngulos agudos o encontrar un
dngulo agudo a partir del valor de una funcién trigopnométrica. Encontrar los

valores exactos de las seis funciones trigonométricas, si la medi
A : edida del angulo es
30°, 45° 6 60°. >

Hasta esta parte del capitulo se han calculado los valores de las funciones
tigonométricas de un dngulo agudo utilizando las longitudes de los lados del tridngulo
rEi_ct‘é\ngulo. Sin embargo, como se dijo anteriormente,los valores de las funciones
tigonométricas dependen tnicamente de la magnitud del angulo y no del tamano del

:néngu.ld; as(, para encontrar el valor de una funcion trigonométrica sélo se necesita
a medida del angulo.
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Los valores de las funciones trigonométricas las necesitaras  principalmente parg
resolver los problemas de aplicacion propuestos en las proximas secciones, Y log
puedes encontrar generalmente enlistados en forma de tablas trigonometricas, o bien
utilizando una calculadora. Se han elaborado tablas trigonométricas adaptadasé
diferentes fines, que dan los valores de las funciones con ocho o diez cifras decimales
y para dngulos dados a intervalos de un minuto y hasta de un segundo, por ejemplo,
como las utilizadas en Astronomia y Topografia. Estas tablas se imprimen en formag
muy diversas; algunas muestran las diferentes funciones en sitios separados de |3
tabla, impresos en paginas distintas.

tabla de funciones trigonometricas con ung
para &ngulos de 0°a 80° a intervalos de cada
a continuacion:

En la parte final del texto se incluye una
aproximacion de cuatro cifras decimales
10 minutos, en la que el procedimiento para su uso se resume

i) Para encontrar los valores de las funciones trigonométricas para
angulos entre 0° y 45°, localiza el &4ngulo al lado izquierdo de la tabla y
el nombre de la funcién en la parte superior de la columna.

Para encontrar los valores de las funciones trigonomeétricas para
angulos entre 45° y 90°, localiza el angulo en el lado derecho de la
tabla y el nombre de la funcién en la parte inferior de la columna.

ii)

En cada renglén la suma de los &ngulos de la columna izquierda con
los de la derecha es de 90°, pues las tablas estan basadas en la
igualdad de las cofunciones de &ngulos complementarios. AsI,

sen 57°=c0s(90°-57°) =c0s33° i

iii)

Para encontrar el &ngulo agudo teniendo como dato el valor de la
funcién trigonométrica, busca en las dos columnas cuyo encabezado
sea la funcion correspondiente hasta encontrar el valor dado. Si el
encabezado de la funcién se encuentra arriba de la columna, la
respuesta es el &ngulo de la izquierda; si el encabezado de la funcién
se encuentra en la parte de abajo de la columna, la respuesta es el
angulo de la derecha. ‘

iv)

En este capitulo y en el proximo, puedes utilizar la tabla anterior para encontrar 108
valores de las funciones trigonométricas leyendo el valor directamente de 1as tablas
siempre que utilices una solucién manual del problema.

Ejemplo 1
Encuentra el valor de las siguientes funciones:

¢) tan 55°20’

a) sen 34°40’

b) cos 72° d) cot 41°50’

Solucion : |
a) Localiza 24°40’ en la columna de la izquierda (ya que, 24°40°<45°) ¥ lee ¢

valor contenido en la casilla que coincide con el "sen” de la parte superiof 4

la tabla:
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sen 24°40’ =0.4173

p) Localiza 72° en la columna de la derecha (ya que 72°>45°) y lee el valor

contenido en la casilla que coincide con el " " :
el "cos”" en | i ;
cos 72°=0.3090 a parte inferior de la tabla:

¢¢ Tan 55°20°=1.4460. Dado que 55°20'>45° g
inferior de la tabla. s 5° se lee la funcion en la parte

d Cot 41°650'=1.1171. Lee en la part '
a5 J parte superior de la tabla dado que
Ejemplo 2
pado el valor de la funcién encuentra el 4ngulo correspondiente
agsen A = 0.2924 c) sec C = 1.8361

bjtan B = 2.7725 e) cos D= 0.8886

Solucion

El procedimiento es el inverso al que se expreso en el ej ior:
dSisen A = 0.2924 ——> A = 17° P ejemplo anterior:
b) Si tan B =27725 ----> B = 70°10’

¢)Sisec C = 1.8361 ----> C = §7°

d)Sicos D = 0.8886 ----> D = 27°30’

;ar:'ddetermipar el valor aproximado de una funcién trigonométrica de un &ngulo
edi o_en minutos que no es mdiltiple de 10’ como en sen 24°43’, se obtiene una
proporcion entre los valores de los dos &ngulos mas cercanos (24°40° y 45°50’)

utilizando el método de "i i i 2
! nterpolacién lineal”. Este proceso se mu
giemplos siguientes i

Eemplo 3
Encuentra el valor de: sen 24°43’

Solucién
Elvalor de sen 24°43’ debe ser un valor que este entre sen 24°40’ y sen 24°50’

dszzsf-:rlbe? Io’s valores de los tres &ngulos en orden ascendente; se buscan los valores
en 24°40’ y sen 24°50’ en la tabla y se plantea una proporcion directa:

sen 24°40' = 0.4173 ;
sen 24°43' =
—sen 24°50° = 0.4200
x< 3(0.0027)
10
Asi, la correccién es x =0.0008
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A medida que el dngulo aumenta, aumenta también el seno del &ngulo:

sen 24°43' = 0.4173 + 0.0008 s tecla INV o la segunda funcion (2nd) y se presiona la tecla de la funcién
sen 24°43" = 0.4181 trigonomé'cnca deseada. Se utiliza el modo de grados para obtener el resultado en
grados-

(NOTA: cuando se interpola de un &ngulo menor a otro mayor, como en el ejemplg
anterior, la correccién se suma para el valor del 4ngulo menor para encontrar el seng,
la tangente y la secante; pero se resta al mayor para encontrar el coseno, | gemplo 5
cotangente y la cosecante, pues el valor de estas funciones decrecen cuando g

angulo agudo aumenta). tlizando _Ia calculadora encuentra el valor de las siguientes funciones
rigonometricas:
j tan 48°23’
Ejemplo 4 by cot 37°20°

Encuentra A, si cot A = 0.6345

Solucién Snluciéq

El valor de 0.6345 esta entre los valores de cot 57°30" y cot 57°40". . La'caliulafiora debe Sl modo grados (degree mode)
cot 57°30’ = 0.6371 tan 48°23' = tan (48+23)°
cot A = 0.6345

cot 57°40" = 0.6330

i) Introduce el 48, presiona la tecla ( +), introduce el 23, presiona la tecla

£k By 5 (+), introduce 60, presiona la tecla (=).
10 0.0041
iii) Presiona la tecla (tan)
= 0-0015 (10’)
0.0041

iv)] tan 48°23’ = 1.1257 redondeando a 4 cifras decimales

Asf, la correccion es x=4' (redondeando al minuto mas cercano). Al restark

correccién (dado que la funcién es cotangente) se tiene gue: i :
| i) La calculadora debe estar en modo grados (degree mode)

A =57°40"-4" cot 37°20" = cot (37+23)°
A=57°36"

ii) Introduce el 37, presiona la tecla ( +), introduce el 20, presiona la tecla

Hoy dia el uso de las calculadoras proporciona el medio mas conveniente pa ;
gy (+), introduce el 60, presiona la tecla (=).

encontrar los valores especificos de las funciones trigonomeétricas.
i ¢ : ; iii) Presiona la

Cuando la utilices para encontrar el valor de alguna funcién trigonométrica, debe tecla (tan)
asegurarte de seguir el procedimiento indicado por el manual de la calculadora .

s g iv) Presional ivi 5
general, el procedimiento es elisiguiante: a tecla (1/x) o divide 1 entre el valor de tan 37°20

v o r — . .
i)  Asegurate de que la calculadora este en el modo de grados (degree model | 001 3920 1.3111 redondeando a 4 cifras decimales

ii) Introduce el valor del &ngulo en grados.

iii) Presiona la tecla de ia funcion trigonométrica deseada (para las funciong
cotangente, secante y cosecante se utiliza el reciproco de la funcidt
correspondiente).

iv) Lee el valor de la funcién desplegado en la pantalla.

gat‘io el valor de una funcién trigonométrica, el valor del angulo se puede encontrar
timente en grados y decimales mediante el uso de una calculadora. Silos angulos

Sledesean en minutos, se toma la parte decimal y se multiplica por 60’, redondeando
flesultado segun se requiera.

2 " aﬂmmo 6
Al utilizar la calculadora para encontrar un angulo agudo, cuando se conoce el va fieuentra A si

de la funcién trigonométrica, se utiliza la operacion inversa, tecla INV o la tecla dglﬁ lsen A = 0.4234
segundas funciones (2nd). Se introduce el valor de la funci6n, después se presi®ijses A _ 3 4172
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