8ci G ioiine Biaarding
Solucién .
Primero se determina la distancia, R: : cos 8= %f = ;113—2 =-0.9231 $8C A=, ot =i ==1.0833
R2=yx2 +y2 gp P S ]
¥ H_-_J'_"l___ 3 :
il o e ol ol e L
1 e s . =04 = = =
R= {x2+y? i i tan @ AT 167 cot 8 e S
]
R= +/(-3)+(4)? =+/9+16 =125 =15 ! N
-3 o 1| gemplo 3
entonces, R=5 (pues R siempre es positiva). Encuentra los valores de las funciones trigonométricas de 8 si su lado terminal pasa
por:
2l (1,0) b) (0,1) c) (-1,0) d) (0,-1)
Luego utilizando las definiciones de las funciones trigonométricas: :
Solucion
4 R, 5
sen9= L=2:-0.8 csc = ==2=-1.25 : i
R 5 y 4 al El lado terminal coincide con la parte positiva
del eje X, por lo tanto, @ es el 4ngulo cuadrantal
cos = X="3--0.6 sec-O= - D= 2 ==1:6666 de O° donde:x=1 y y=0
R 5 x -3 R PLO)
1,
; eheb R= yx’+y? =4/(1)2+(0)?=%/1 =41 3] >-X
RS A PR = Z2=_2=--0.75 o
tan 8 & 1.3333 cot @ S pae |
Entonces io}sl vaéores de las funciones de 0° son: g
sen 0°= 4L =_=0 csc 0°= 2 == -indefini
Ejemplo 2 - 7 550 indefinido
. . : . cos 0°=" Xxlg sec0° = B-1.;
Encuentra los valores de las cinco funciones trlgonométn%as restantes de 6, si 6 esif ¥ S | ol
en posicion normal en el tercer cuadrante y sen 8= - tan 0°= _i’_; =_2 =0 cot 0°= _; =% =indefinido
Solucién : :
Como sabemos que sen 8 =% y sen 6= ok (%= -—1-5) : b) El lado terminal coincide con la parte positiva
del eje Y, por lo tanto,@ es el dngulo cuadrantal '
entonces, y=-5 y R=13; luego, utilizando el - de 90°; donde: x=0 y y=1 .
teorema de Pitdgoras, para determinar la . 4 P(;'u
abscisa, x: =] o — R= \/x2+y’- =+/(6)2+(1)2=1/1 =#1 9 —-X
R2=x?+y* o |
s, 8) R= 1
x= R2 _yz
Entonces los ;aloEes de las funciones de 90° son: %y &
= 2_(-5)*=¢% 9-25 =%y144 =%12 sen 90° = £ =_"=1 Che. 90 =1 R="21
x= #/(13)2-(-5)2=%/16 V: B Y T
P (-] i x - 0 A o - R = 1 2 P P
donde: x=-12 (pues la abscisa de un punto en el tercer cuadrante es negativo): cos 90 g0 sec 90 = =+ =indefinido
tan 90° = Y =1_jinderinido cot90° = X-9_p
X 9 ¥ 1
Entonces, los valores de las demés funciones seran:
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c)

d)

El Iadb terminal coincide con la parte negativa
del eje X, por lo tanto, 8 es el d&ngulo cuadrantal
de 180° donde: x=-1 y y=0

R= yxiry? =1/ (-1)2+(0)% =2y1 =+1
R=1

Entonces los valores de las funciones de 180° son:

? = X:E: ° =
sen 180 e =g 0 csc 180
cos 180° = X="1a-1 sec 180° =
.1 .
tan 180° = ¥=2 =0 cot 180° =
_ x -1

El lado terminal coincide con la parte negativa
del eje Y, por lo tanto, 6 es el 4ngulo cuadrantal
de 270° dondex=0 y y =-1

R= yx2+y? =4/(0)2+(-1)2 =1 =21

R=1

Entonces los valores de las funciones de 270° son:

TR P i W W 270° =
sen 270 e, % . _csc 70
P 4 0 o
0 = 2= = 270°=
cos 270 e 0 sec
tan 270°= ?P{' - ;01. -indefinido cot 270°=

<X %l

-t

= % =indefinido

|r-'||
-

0
0
-1

% ol

=0

=indefinido

Por lo tanto, los resultados obtenidos en el ejemplo 3 se pueden resumir en la tabla
3 siguiente:
send cos @ tan @ cot® |sec @ | csch
0° 0 1 0 -- 1 --
90 1 0 -- 0 -- 1
180° 0 -1 0 -- -1 --
270° -1 0 -- 0 -- -1
Tabla 3
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Los SIQNOS asociados a los valores de las funciones trigonométricas de un &ngulo
dependen del c_uadrante en el que encuentre el lado final del angulo. El valor de R
sempre es positivo; asi los signos de las funciones dependen de los signos de "x" y
@'y". Si @ esta en el primer cuadrante, tanto "x" como "y" son positivas; por lo
gnto, todas las razones trigonométricas en el primer cuadrante son positiva:s. Si @
std en el segundo cuadrante, el "x" es negativa y la "y" es positiva; asi que las
qzones en las que aparezca "x" son negativas y las demés positivas. Por lo tanto, en
J cuadrante Il Gnicamente son positivas el seno y el cosecante, y el coseno' la
gngente, la cotangente y la secante son negativas. Después de analizar los sig;ws
felas funciones para cada cuadrante, podemos resumir los resultados en la Tabla 4.

sené cos 8 tan 6 cot@ |sec@ | cscé
I + : + + + e
I + - - - - +
1 - - + + - -
v - + - - + s
Tabla 4

También se pueden resumir estos resultados, para su mayor retencién, como se
niestra en figura 5.9 (las funciones que no aparecen son negativas en ese
wadrante). ‘

Y

n 1
sen = &+ Todas +
csc 8= +
5 = X
Il v
tapn B = + cos @ = +
cant = + scc @ = 4
Fig'slg

iEs evidepte que las definiciones de las funciones trigonométricas son viélidas
:dependlentemente del cuadrante en el que se encuentre R y sus valores para un
d;?ulo dado, tambié'n son independientes del punto P en su lado terminal; pero los
5 gramas -de la figura 5.10, demuestran que los valores de las funciones
mgopomét_ncas para un dngulo 8 cambian de acuerdo con el valor de 8 y estan

Cionados con el valor de las funciones del &ngulo de referencia (6,
“respondiente. r
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o X

W oL 1 @

Fig. 5.10

Haciendo uso de este Ultimo concepto se pueden determinar las funciones
trigonométricas de los dngulos y sus éngulos de referencia.

e

e e s i
Cualquier funcién trigonométrica de un angulo es igual en valor absoluto, al
mismo valor de su &ngulo de referencia. El signo asociado al valor de cada
funcién trigonométrica se determina viendo en cuél cuadrante se encuentra el

lado terminal del dngulo dado.

L

—

Por ejemplo
|sen 8| = sen 6,

o bien,
sen § = = sen 6,

Este procedimiento se puede aplicar a todas las funciones trigonomeétricas en todos
los cuadrantes, por lo que el concepto anterior se puede aplicar a cualquier angulo
entre 0° y 360°. Por lo demés, si el angulo es mayor de 360° o menor de 0° (4ngulo
negativo), dicho &ngulo es coterminal con un angulo que esté entre 0° y 360°. Asf,
se puede aplicar la regla a cualquier &ngulo arbitrario. Conviene recordarte que 108
valores varfan en signo, dependiendo del cuadrante en que se encuentre el lado
terminal del dngulo.
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ggmplo 4

ytiizando el concepto de angulo de referencia y las tablas trigonométricas o una
wlculadora, encuentra el valor de las funciones trigonométricas de cada uno de los
siguientes angulos:

5 110° b) 320° c) 230° d) 865° e) -160°
solucion
3 El lado terminal del £110° estd en el segundo cuadrante. ElI angulo de

referencia, 8,=180°-110°=70° entonces:

sen 110° = sen 70° = 0.9397 csc 110°=csc70°=1.0642
cos 110°=-cos 70°=-0.3420 sec 110°=-sec 70°=-2.9238
tan 110°=-tan 70°=-2.7475 cot 110°=-cot 70°=-0.3640

)  Ellado terminal del £ 320° esté en el cuarto cuadrante. El angulo de referencia,
8, =360°-320°=40°, entonces:
sen 320°=-sen 40°=-0.6428
cos 320°=cos 40°=0.7660
tan 320°=-tan 40°=-0.8391

csc 320°=-csc 40°=-1.5557
sec 320°= sec 40°=1.3054
cot 320°=- cot 40°=-1.1917

0 Ellado terminal del Z 230° esté en el tercer cuadrante. El &ngulo de referencia,
8,=230°-180°=50° entonces:
sen 230°=-sen 50°=-0.7660
cos 230°=-cos 50°=-0.6428
tan 230°=tan 50°=1.1917

csc 230°=-csc 50°=-1.30564
sec 230°=-sec 50°=-1.5557
cot 230° =cot 50°=0.8391

d El lado terminal del Z 865° est4d en el segundo cuadrante, pues su éngulo
coterminal, 8, =865°-720° (2rev) =145°. Y su angulo de referencia 6, = 180°-
145°=35° entonces:
sen 8656°=sen 145°=sen 35°=0.5736
cos 865°=cos 145°=-cos 35°=-0.8192
tan 865°=tan 145°=-tan 35°=-0.7002

csc 865°=csc 145°=csc 35°=1.7434
sec 865°=sec 145°=-sec 35°=-1.2208
cot 865°=cot 145°=-cot 35°=-1.4281

f) El lado terminal del /Z-160° estd en el tercer cuadrante, pues su angulo
coterminal, 8,=-160°4+360°=200°. Y su angulo de referencia, 8, =200°
180° = 20°; entonces:
sen (-160°) =sen 200°=-sen 20°=-0.3420
cos{-160°) =cos 200°=-cos 20°=-0.8397
tan (-160° =tan 200°=tan 20°=0.3640

csc (-160) =csc 200°=-csc 20°=-2.9238
sec (-160°) =sec 200° =-sec 20°=-1.0642
cot (-160°) =cot 200°=cot 20°=2.7475

Cuando se da un angulo, sus funciones trigonométricas estan determinadas en forma
fnica. Sin embargo, cuando se da el valor de una funcién de un angulo, el angulo no
% determina en forma Unica. Por ejemplo, si sen 8=0.5, entonces §=30°, 150°
$80°, 510°,... En general, dos posiciones posibles del lado terminal pueden
tcontrarse entre 0° y 360°, por ejemplo, los lados terminales de 30° y 150° de la
lustracion anterior. La excepcién a esta regla ocurre cuando el dngulo es cuadrantal.
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Ejemplo 5
Utilizando el 4ngulo de referencia, encuentra @ tal que 0°<6<360°,
si sen §=-0.5736

Solucién

Puesto que el seno es negativo, tanto en el tercero como en el cuarto cuadrante,
tienes que encontrar dos dngulos 8; y 8,, cuyo seno sea el valor dado. Para encontrar
estos angulos, tienes que hallar primero el 4ngulo relacionado con sen 6,=0.5736,
Usando las tablas o una calculadora se determina que sen 35°=0.5736; asi el angulo
de referencia es 8,=35°.

Para la solucién del tercer cuadrante:
B3=180°+35"=215°

& =21F

-V

Y
3 '”"/I\
_’
¥

La mayorfa de las calculadoras proporcionan los valores de las funciones
trigonométricas de cualquier 4ngulo, simplemente dando entrada al &angulo ¥
oprimiendo el botén de "funcion” apropiado. Esto es, la calculadora se toma el trabajo
de encontrar funciones trigonométricas para angulos que no son agudos.

Para la solucién del cuarto cuadrante:
0,=360°-35°= 325°

Ejemplo 6
Utiliza la calculadora para encontrar: sen 192°

Solucién:
En la calculadora puede evaluarse sen 192° poniendo simplemente la calculadora €l

el modo grados, dando entrada a 192 y oprimiendo el bot6n sin. En la pantalla se leerd
-0.20791. Por lo tanto,

sen 192° = -0.2079
Notards que cuando se usa una calculadora para encontrar un angulo, cuando $¢
conoce el valor de su funcion trigonométrica, se obtiene s6lamente un angulo. ol
ejemplo, sisen § = -0.5, tu calculadora dara solamente el £8 = -30°. Sin embarg®
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sicos @ = -0.5, tu calculadora dara el £6 = 120°. La razén por la que obtenem
un dngulo agudq negativo en el primer caso y un dngulo obtuso positivo en el se unt(:l}S
gs porque, por ejemplo, si quisiéramos encontrar el valor de 8 para e! cual tan é? = 10
jesafortunadamente hay una infinidad de valores de 8, que satisfacer.) esta condic—'é '
slgunos de los cuales son: 45°, 225°, 405°, 585°, 765°, 945°, etc., también -12;52'
315°, -495°, -675°, etc.; deberas estar conciente de las dificuitade's inherﬁn'tes ué
rgpresenta para la calculadora resolver la ecuacién tan 6 = 1, ;qué valor dc-;s le g i
en la pantalla como solucion? Para evitar esta ambigledad la calcualdora restp:ingena;
djominio de tan @ al intervalo entre 0° y 180° o entre, 0° y -180°. Entonces, 8 = si1-5“?
que es el ﬁnicp valor de 8 para el cual tan @ = 1. La situacion descrita para'la f;n"ioé
;gngente es cierta también para las demas funciones trigonométricas y los valore.:del

jominio a los cuales se limita asi una funcién tri -
=t " : rigonométrica se llaman "
pincipales™ de la funcién. valores

Sobre el dominio de valores principales, ecuaciones tales como sen 8§ = -0.5, o
s 8 = -0.5 tienen s6lamente una solucién posible. :

Para evitar cpnfusiones, te suqerimos que uses la calculadora para encontrar el angulo
de referencia para una funcién trigonométrica dada. El 4ngulo de referencia se
obtendré de la calculadora si entra el valor absoluto de la funcién dada. Por ejemplo

sitan @ = -0.3500, el angulo de referencia se encuentra presionando 0.3500. Esto
gs: .

0.3500 INV tan = 19.29°

los 4ngulos deseados se encuentran ahora mediante el . 4 :
: prccedimiento d
peviamente; esto es, 8, = 180° - 19.29° = 160.29° y escrito

6, = 360°-19.29° = 340.71°

templo 7

Encuentra los valores de @ tales que 0° < 8 < 360° si: sen@ = -0.5664

Solucién:
htroduciendo el valor absoluto de la funcién y presionando las teclas INV sin. El

ingulo de referencia resultante es:

0.5664 INV sin = 34.5°

Ahora, pueto que el seno es negativo en el tercero y en el cuarto cuadrante
thtenemos: '
6,= 180° + 34.5° = 214.5°
6, = 360° - 34.5° = 325.5°
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Ejercicio 5.2

En los problemas 1y 2 encuentra el valor de las funciones trigonométricas del angulo
@ si su lado final pasa por:

1. (15,8) 2):4=7,-24)

En qué cuadrante qued'aria localizado @ si:

5. sen @ es positivo y tan @ es negativo

3. sen O es negativo y cos @ es positivo
6. sen @ y tan 8 son positivos

4. sen @ y cos 8 son negativos

Encuentra los valores de las demas funciones trigonométricas de 6, dado:

~7.cos 8= .%_g y 6 esté en el IV cuadrante
8. tan 6= —_2% y @ esté en el Il cuadrante

Evalia cada una de las siguientes expresiones:

9. sen 0°+2 cos 0°+ 3 sen 90°+4 cos 90°+ 5 sec 0°+ 6 csc 90°

10. sen 180°+ 2 cos 180° + 3 sen 270° + 4 cos 270°- 5 sec 180°- 6 csc 270°
11. tan 180°-2 cos 180° + 3 csc 270° + sen 90°

12. sen 0° + 3 cot 90° + 5 sec 180° - 4 cos 270°

13. 4 cos(m/2) - 5 sen(3m/2) - 2 sen(rn/2) + sen O

14. 3senm + 4cos0-3cosm + sen(m/2)

Expresa cada una de las funciones del 4ngulo dado, como la misma funcién de su
angulo de referencia y encuentra el valor de la funcion.

15. cot 147° 19. tan 590°

16. sec 333° 20. sen 1000°
17. ¢sc 233° 21. cos (-345°)
18. cos 100° 22. sen (-965°)

Dado el valor de la funcion, encuentra la medida del angulo 8, si 0°<0<360°

25. sen §=0.4014

23. cos §=0.6157
26. sec §=-1.035

24. tan 8§=-1.376

27. Utiliza los valores de los angulos especiales cuadrantales y el concepto del &ngulo
de referencia para encontrar los valores de las seis funciones trigonométricas de los
angulos: 0°, 30°, 45°, 60°, 90°, 120°, 135°, 150°%, 180°, 210°, 225°, 240°, 270’
300°, 315°, 330° y 360° sin usar la calculadora o las tablas.
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) sen @

0°
30°
45°
60°
90°
120°
135"
150°
180°
210°
225°
240°
270°
300°
+5°
330°
360°

cos @ tan @ cot 8

sec 8 csc 8

5.3 Relaciones fundamentales e identidades

Objetivo:
—_—_—

;J:adr las relaciones: reciprocas, de cocientes, pitagéras, de la suma y diferencia
espr‘(::s'zéngulos',:)d.s-l angulo doble y de la mitad del dngulo para simplificar
siones, o bien, para demostrar que una ecuacién trigonométri '
: oien, om
N0 es una identidad. _g PLUCR S B

f;;iisoiiicmne: anteriores hemos tenido la ocasién de aprovechar con frecuencia las
M dngulo QLEJe eigrrollamps enla secc.l_én 4.4 entre las funciones trigonométricas de
- m I:';\ trisas rmulas y otras re‘lacuones anéalogas tienen mucha aplicacion en la
&, gonometria que constituye el llamado "Andlisis trigonométrico”, y en

as otras ramas de las matematicas superiores, como por ejemplo, en el "Célculo
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