infinitesimal”. Son ademas sumamente Utiles para la elaboracién de las tablag
trigonométricas y su deduccién presenta un gran interés de tipo tedrico.

Por estas razones damos en esta secciébn una breve introduccién al Analisis
trigonométrico, desarrollando algunas de las relaciones que ligan a las funciones
trigonométricas de un 4ngulo y de mas de un angulo.

Hay once relaciones "fundamentales” que ya debes de estar familiarizado con ellas,
pues las estudiaste en la seccién 4.4, pero éstas se enlistan aqui para integridad:

RELACIONES RECIPROCAS

sen B=E%a csc @ = s—ein_ﬂ
cos @ = se]é sec 0 =E‘o:_ﬂ
tan @ ="co;t9 cot @ = ta:rlx
RELACIO:IES DE COCIENTES e 1
tan @ =%‘%g cot 6 =::§ 4

I
RELACIONES PITAGORICAS

sen?6+cos?6=1 1 +tan?0 =sec?@

1 +cot?8 =csc?8

e = ==

Estas once relaciones se llaman "identidades fundamentales” de la trigonometria y son
vélidas para todos los valores de 8 para los cuales tienen significado las funciones en
la expresion.

Las férmulas anteriores nos permiten resolver el siguiente problema: conocida una de
las funciones trigonométricas de un angulo, determinar en funcién de ella todas las
deméas. Asi, por ejemplo, para expresar todas las funciones trigonomeétricas en
funcién del seno, se tiene:

senf = send

segun la relacién pitagérica: sen?6+cos?6 =1

cos?8=1-sen’@
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gor lo tanto, ~ cos 6 =/1-sen’@

segin la relacién de cocientes: tan § =222 6

COSs
gor lo tanto, tan @ =._Sﬂ.
Yy1-sen?@
para ser cot 6 =%g , resulta:

cot @ =V1-sen’d
sen @

= 1 = - 2 5
Andlogamente, de sec @ ==z7 Y de cos 6 =y1-sen? se deduce:
1

Vi-sen'®

sec 0 =

y finalmente, segin ya hemos visto:

1
sen@

cscl =

las férmulas anteriores expresan todas las funciones en términos de sen 8. De
manera semejante se pueden expresar todas, en funcién de cos 8, etc. (Te
recomendamos que lo hagas como ejercicio).

Pero el objetivo méas importante de esta seccion es el que aprendas cémo simplificar
oalterar la forma de expresiones trigpnométricas usando las relaciones trigonométricas
fundamentales.

Se pueden obtener varias formas equivalentes de las identidades fundamentales
mediante la manipulacién algebraica. Dichas formas alternas se dan en la siguiente
tabla: :
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; sl
IDENTIDAD FORMAS EQUIVALENTES
FUNDAMENTAL
Recfprocas g
sen e=__9t:s;' csc 8 = sei sen @ csc @ =1
s 1 cos 8 sec 8 = 1
Cowe_secg sec 8 = 1
cos
P 1 tan 8 cot @ = 1
tan =
cot & cot @ = 1
tan
Cocientes
_sen @ Ty senb
ler D = cos @ senfd =tanfcosl e tané@
cos 8 s _cosé
cot 6 ==p cosf =cotfsend sen@ e
Pitagoricas
sen296+ cos?0=1 sen’d =1-cos’d cos?0=1-sen’d
1 +tan20 =sec?6 tan®f = sec’6-1 sec26-tan?6 =1
1 +cot‘@=csc“0 csc“f-cot

Tabla 5

Las once identidades fundamentales y sus formas equivalentes se pueden aplicar para
simplificar expresiones que contienen funciones trigonométricas. Simplificar quiere
decir reducir el nimero de términos de la expresién o el nimero de funciones
trigonométricas distintas que se usan. O también, se pueden utilizar para demostrar
que ciertas ecuaciones relativament= complicadas también son identidades. Una
demostracién légica puede requerir:

a) la transformacion de uno de los miembros de la ecuacién, o bien;
b) la transformacion de ambos miembros de la ecuacion.

En todo caso, no hay que pasar ningun término de un lado a otro de la ecuacion, pues
es incorrecto verificar una identidad empezando con la suposicion de que "es" una
identidad.

Una o mas de las siguientes sugerencias te pueden ayudar a simplificar expresiones
trigonométricas o a verificar identidades:

1) Conocer las once relaciones fundamentales y reconocer las formas equivalentes
de cada una.
2) Conocer los procedimientos de adicién, sustraccion y reduccién de fraccionés
en fracciones mas simples.
3) Conocer las técnicas de factorizacién y de los productos especiales.
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§ Usar gustituciones para cambiar todas las funciones trigonométricas en
expresiones que contengan uUnicamente senos Yy cosenos, y entonces

simplificar.
5) evitar sustituciones que introduzcan expresiones con radicales.

gemplo 1

simplifica cada una de las siguientes expresiones:

) (sec@+tanf(1-senf) c) ¢°t39 ~Eanig :
cotd —tand o 9

) cos?6-cos*@+sen’d d) cosé 1+senf
1-sené cosf

Solucion :
3 Escribimos cada una de las funciones en términos de seno y coseno

(secd+tan@)(1-senf) = (—1_ + senb,(1_send)
- cos @ cosf

Sumamos las fracciones del primer factor

1+senf
(m )(1-sené)

_ (1+senf) (1-sen¥)
cos@

Multiplicamos los factores del numerador de la fraccion resultante

_ 1-sen’@
cos

Usamos la relacién pitagérica equivalente 1-sen’6=cos?6

_ cos’@
cos

= cosé
) Agrupamos los primeros dos términos y factorizamos

c0s26-cos*0 + sen*d = (cos28-cos*6) +sen*d
= cos26(1-cos?6) +sen*d

Usamos la relacién pitagérica equivalente 1-cos?6 =sen?6

= cos’@sen?@+sen*d
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c)

d)

Factorizamos y usamos la relacién pitagérica sen’6 + cos?6=1
= sen’@(cos’f+sen?@)

= sen?6(1)

= sen’f

Factorizamos el numerador de la fraccién (diferencia de dos cubos)

cot?6 -tan’@

(cot@ -tanf) (cot?d +cotftand +tan’h)
cotf -tand

(cotd -tand)

-sec’d =

- seclf

Se simplifica la fracciéon
= cot?@+ cotftand + tan?@-sec?@

Usamos la relacién reciproca equivalente tanfcoté =1
= cot?6.+ 1 +tan?6-sec?’6

Luego la relacién pitagérica 1 +tan’d=sec’8 y simplificamos
=cot?6 + sec?6-sec?8
= cot?8

Restamos las fracciones

cos@
1-senf

_1+senb
cosé

cos?@-(1+senf) (1-senf)
(1-senf) cosb

Efectuamos las operaciones indicadas en el numerador

cos?’@ - (1-sen’f)
(1-senf) cosb)

cos?f - cos?’@

{1-send)cos0 relacién pitagdrica (1-sen?@ =cos?8)

0
(1-senf) cosét

=0

Como puedes ver por el ejemplo anterior, una gran parte del procesoles
algebraico. La serie de pasos usados en los procedimientos de simplificacion
no es Gnica. La experiencia con el uso de las relaciones fundamentales y Sus
formas equivalentes al simplificar expresiones trigonométricas te daré algund
facilidad para escoger un procedimiento adecuado.
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Eemplo 2

pemuestra que cada una de las siguientes ecuaciones son identidades
sen‘d -cos‘f

2 +cot?0 =csc?@
sen?@ -cos?@

3)

cscl _ _ tanfcsc?@
b =558 senfsech = Tocalag

Solucion

a  Aqul, simplificaremos el lado izquierdo de la ecuacién, factorizando el
numerador de la fraccion.

(sen?@+cos?P) (sen’@ -cos?@)
(sen?@ - cos?@)

+cot?@ =csc?f

(sen?0 + cos?6) + cot?8 = csc?8 simplificando la fraccién
1 +cot’d=csc’8 utilizando relaciones pitagéricas
csc’d = csc?@
b) Aqui, el procedimiento més expedito es desarrollarambos lados. Primeramente,

por relaciones pitagéricas el denominador de la fraccién del miembro derecho
se puede escribir como sec?d. :

csch

-sen@sec
cos@

6 = tan@csc?@
sec?’@

expresando ambos lados de la ecuaciéon en términos de seno y coseno

1 senG( 1 )2
senb __ ng(_1 )=m ‘senf
cosl cosfd ( 1 42

cos@
senf., 1
1 sen§ cosbl sen?d
senfcosf cosf 1
cos?
sené
1-sen’@ _ cosfsen’f
senfcosé i
pr
‘cos?0 _ cos?’@senf

senbcostl cosfsen?f
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cosf _ cosé
senf sen@

cotf =cotf

Muchas de las ecuaciones trigonométricas no son identidades; no son validas para
todos los valores de la variable. Para mostrar que una ecuacion trigonometrica no es
una identidad, basta con encontrar un 4ngulo que no satisfaga la ecuaciéon. Tal dngulo
sirve como un "contraejemplo”. Al elegir un dngulo como contraejemplo, hay que
evitar los 4ngulos cuadrantales, ya que se puede obtener una funcion trigonométrica
indefinida.

Ejemplo 3

Muestra que cosf-send

cos

=1+tanf@ no es una identidad.

Solucion
El valor de 8 se puede elegir de muchas formas; la eleccién es arbitraria. Por
simplicidad en este caso, el valor que se usaréa de §=60°

cos60°

1/2=0343 L93fF
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1-/3%1+/3

A veces es necesario trabajar con expresiones referentes a la funcion trigonométrica
de la suma o la diferencia de dos 4ngulos, tales como sen(a+p8). Ahora veremos las
identidades que se pueden usar para evaluar las funciones trigonométricas de 13
sumas de angulos.

En primer lugar, hay que observar que no es correcto obtener el valor de la funcién de
cada 4ngulo y entonces encontrar la suma de estos valores, pensar que sen (a+p) €
igual sen a +sen B, porque hay que recordar que el significado de sen (@ +pB) noes el
producto de (sen):(a+B); significa que se trata del seno de un angulo que sea symﬂ
de los dngulos a y B (esto se comprueba con facilidad tomando ejemplos numéricos
concretos). La verdadera relacién entre sen(a+pB) y cos (@+8) se establec
construyendo la siguiente figura.
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Fig. 5.11

Para constr_uir esta figura, coloca el Za en posicién normal y sitda el Z 8 de tal forma
que su vér.tlce se encuentre en el origen O y su lado inicial coincida con el lado final
del Za. SiP es cualquier punto en el lado terminal del Z (a+8) y trazas las rectas PA

perpendicular a OX, PB perpendicular al lado terminal de a, BC perpendicular a OX y
BD perpendicular a AP.

Ahora Z APB=a (porque sus lados correspondientes son perpendiculares, OA y AP,
0By BP). Entonces,

sen(a+B) = AP - AD+DP _ CB+DP _CB, DP _CB. OB BP, DP
OoP OP oP OP OP OB OP OP BP

Por lo tanto,

senfa + B) =sena cosf +sen B cosa

cos (a+g) = 04 . OC-AC _ 0C-DB_0C_DB_0C, OB DB, BP
oP oP OP OP OP OB OP BP OP

Por lo tanto,

cos(a+pB) =cos a cosp - senasenf

senf

cos@
ambién lo ser4 para el Z (a+48) y tendremos

Puesto que la relacion tan = es vélida para cualquier dngulo,

tan(a+p) = sen(a+B) _ senacosf+senfcosa
cos (a+f) cosacosf-senasenf

Sl'recordamos que al dividir el numerador y el denominador-de una fraccién por una
Misma cantidad no se altera el valor de la fraccién, podemos dividir el numerador y el
lenominador de la fraccién anterior por el producto cos a cosB, con lo que resultaré:

senacosf , senfcosa
cosacosf cosacosf _
cosacosf _senasenp
cosacosf cosacosp

sena senf
cosa cosp
_sena,6 senf

cosa COSB

tan(a+p) =
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