Por lo tanto,

tana+tanf
1-tanatanf

tan(a+B) =

Para deducir las férmulas de sen(a-8) y de cos(a-8) procederemos de manera parecida

a como lo hicimos en la discusién anterior.
Y
1

Fig. 5.12

Para construir la figura 5.12, coloca el Za en posicion normal y sitia el Z8 de tal
forma que su vértice se encuentre en el origen y su lado inicial coincida con el lado
final del Z a. Si B es cualquier punto en el lado terminal del / (a-B) y trazas las rectas
PA perpendicular a OX, PB perpendicular al lado terminal de a, BC perpendicular a OX
y BD perpendicular a AP.

Ahora, Z APB= « (porque sus lados correspondientes son perpendiculares, OA y AP,
OB y BP). Entonces

BC _ AP-PD _ AP _PD _ AP, OP PB, PD

OB OB B OB OP OB OB PB

sen(a-f) =

Por lo tanto,
sen(a-B) =sen a cospB-sen B cosa

don'taim _OC _ OA+AC _OA+BD _OA BD _OA, OP BD. PB
OB OB OB OB OB OP OB PB OB

Por lo tanto,
cos (a-B) = cos a cosf + sena senf

Si ahora en la formula tan(a-8) = z_‘c‘:nsg_g;g;_
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sustituimos los valores encontrados anteriormente y siguiendo un proceso anélogo al
anterior, se obtiene que: :

tana-tang
l+tanatang

tan(a-B) =

También se pueden establecer identidades acerca de funciones trigonométricas de
jngulos dobles, tales como sen 2a, o mitades de 4ngulos como cas2

Supongamos que en las formulas de la suma de dos angulos, los dos dngulos sean
juales, es decir a=8. Quedaran entonces,

sen(a + a) = senacosa + senacos @

Por lo tanto,

sen 2a = 2sen g cos a

cos(a + a) = cos a cos a - sen @ sen @
Por lo tanto,

cos 2a = cos?a - sen?a

Biiie +g) = 8n g + tan a
l1-tan a tan «
Por lo tanto,
'?tan Ny = 2 tan «
1-tan ? a

Por L.'iltimo,, las funciones trigonométricas de la mitad de un angulo se expresan en
fincién de las del 4ngulo por medio de las relaciones anteriores.

De la identidad cos 2a = cos?a - sen?a, si sustituimos cos?a por 1 - sen?a, se deduce
e

1 - sen?a - sen?a
1 - 2sen?a

cos 2a =
cos 2a =

Ydespejamos sena, nos queda

seng = J-l—c%f 2a
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si ahora hacemos 2a = 6, entonces a = °/, y se tiene

s
gent o= J

1-cos @
2

en rigor, se deberfa colocar el signo + delante de la rafz cuadrada, lo cual significaria
que el sen °/, es positivo 0 negativo segun el cuadrante, tal como se ilustré en la
seccién anterior. Si se sobrentiende ésto, no resulta necesario colocar el doble signo
delante de las raices cuadradas en ninguna de las férmulas siguientes.

De la relacién cos 2a = cos?a - sen?a, si sustituimos sen?a por
1 - cos?a, se deduce que

cos 2a = cos’a - (1 - cos?a)
cos 2a = 2 cos?a - 1

y despejamos cosa, resulta
cosa = [_—1+°°§ s

y si hacemos 2a = 6, entonces a = ®/, y se tiene
1+cos @

cos 0/2 = Jr—-—z-—"

La tan ¢/, se puede expresar COmo
1-cos @
- 2

l1+cos 6
2

sen

tan f/, =
cos

vl vl

0 sea que

Wi o 1-cos 6
tan o, = [Tc_os_v

o bién, racionalizando el denominador, obtenemos que

sen 6

@ _—
wn'h = 1iios @

Las identidades para la suma, diferencia, el doble y la mitad del 4ngulo con senos:
cosenos y tangentes se resumen en la siguiente tabla;
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|dentidad para la suma de dos adngulos:

sen(a+B) = sena cosf + senf cosa

cos(a+A8) = cosa cosp - sena senf
tan a +tan B

tan (a+8) =
l-tan a tan §

Identidad para la diferencia de dos angulos:

sen(a-B) = sena cospf - senf cosa

cos(a-pf) = cosa cosf + sena senf
tan a -tan £

tan (a-8) =
d 1+tan a tan B

|dentidad para el doble del angulo:

sen 20 = 2 sena cosa cos 2a = cos’a - sen‘a
tan 20 = 2 tan a
1-tan a
ldentidades para la mitad del dngulo:
sen %-| 1-cos a cos Xal 1iets o
2 2 2 2
tan &=_Sen @
2 l+cos «

———————————————————

Eemplo 4 .,
Simplifica cada una de las siguientes expresiones:
il (sena + senpB)® + (cosa - cosB)? + 2 cosla + B)

b Sen (a+ﬁ)+sqh (a-B)

sen %a

i

Solucion: 4

i Desarrollando cada uno de los binomios al cuadrado
3

lsena + senB)? + {cosa - cosp)? + 2 cosla + B) =

&

b
*sen’g + 2 sena s«inﬁ + sen?8 + cos®a - 2 cosa cosf + cos’8 + 2(cosa cosp -

F,

Séna senpf)
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=sen?a + 2 sena senf + sen?8 + cos’a - 2 cosa cosf + cos’f + 2cosa cosf-
2sena senf

cambiando términos semejantes.

= (sen?a + cosZa) + (sen?8 + cos?B)

=1+ 1
=2
b) Sen (a+B) +sen (a-B) _ sena cosf+senf cosa+sena cosf-senf cog
sen 2a 2sena cosa B i
_ 2senacosf
2senacosa
= cosf
cosa
Ejemplo 5
Demuestra cada una de las siguientes identidades:
3
a) 2s5en’b . ..s9-sech
sen2

b) 2tan9—sen29=tan9

2sen’@
Solucién:
a) Desarrollando el miembro izquierdo de la ecuaciéon y usando las relaciones
igui : 20 = n secl = , tenemos
siguientes: sen 20 = 2 senf cosf y sec =3
3
2sen’@+cosfsen2f __ g
sen2t

2sen’@ +cosé (2senbcosh)

=sech
2senfcosé

2sen30+2senfcos?’l
2senfcost

=secl

2sen@ (sen?@+cos’f) )
2senfcost

2senf

=sech
2senbcos?
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GOSE

=sech

sec @ = sec @

p) Se utilizan las relaciones

kang- Son0

gcuacion

259n8_2
cos

senfcosé
=tané

2sen?@

2senf-2senfcos?@
cos@

2sen’@

=tanf

P 2
2senf -2senfcos?’f e
2sen’fcosé

2senf (1 -cos?@) -
2sen’fcosh

2senf(sen’@) o
2sen’@cosh

senf

—m =‘.tan9

tan8 == tané

e y sen 28 = 2 sen @ cos 8 y desarrollando el lado izquierdo de la
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Ejercicio 5.3 ’ :
23) tan G—fen 6 _sen?6 33) (sec@+tanf) (sechd-tanh) =1
Simplifica cada una de las siguientes expresiones: tan’d
1) %%%g 11) cscsecl-coth " m+tan6=sec0 34) (sec@+tan) (1-send) =cosé
secf-cosf _ sen28 _
2) secf(1-sen’8) 1) b 1 7T e Rl =
l+senfd 1-senb
cos’@ o cos20 , sen28 _
) aanBanch 15— Tewect 1 i eayeend-1 30} o T
sen@+tand
osf-sené 1-cos28 _
27) ET—_ta_nD__zcose 37) m—tan’ﬂ
4) sen’@(1+cot?@) 14) sen(0+8)cosf@-cos (0+6)send
cot@-senb _ sen20 _cos26 _
S B vty P 38) send ~cosd Pere
5) m+cos€ 15) cos(0-6)senf-sen(0-6)cosh 5 = R
4 Csc’si;c:: == ~cos’0 39, ookl senfcos? A
6) cot?f(1+tan?@) 16) cos(0+6)cosé+sen(6+5)sens .S P | tan@-tans
j0) _Senb , 1+cosb _; ;g 40) 2P "_..T=sen(0-8)
7) senf+cosé - 17) sen (8+6) +sen(0-6) 1+cost  send B o
senf cos (#+68) +cos (6-6)
senf ,  cosé
8) =208 5ec 18) sen26fsech
9) (1+senf) (1-senb) 19) 2cos’£
cost 2
10) (secf+tanf) (sech-tanh) 20) (seng+cos.g)2—1
Demuestra que cada una de las siguientes ecuaciones son identidades
21) secl+cos@-senbtanf=0 31) (secf-cosf)cosh=sen?d
22) cos@tané +cosfcotf=csch 32) 1-senfcosbtanb =cos?@
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