~ INDICE

CAPITULO 1
T R R e e i e e s 1
¥oIeR Bl A0 T AMATAM ob davin s 5360, 2A2!T AMITAM. 2
1.2 - FUBCIORBS WNBRIOE . . . .. o oo b i »a v s v a 12
1.3 Funciones cuadraticas y pardbolas . ........... 31
1.4 Mas funciones elementales . ... ........0 0000 37
1.5 Combinaciones de funciones ............ - B9
CAPITULO 2
ioONEE ST CONTIRINEIEE o X0 & 89 816 | ina 47
2.1 Conceptointuitivode limite .. .5« ... +» st c5 s 48
b BedarJaoremande UMmites . . . on . afe aapenses s se s s e 54
: 2.3 Limites en los que interviene infinito . . ......... 58
ssd.4 Continuidad . .ovy s 2SN i o Sl o 65
CAPITULO 3
r $LADERIVADA & 5000y vivcanncs 63 o kbl ab Gt ane 70
el 3:1  Incrementos y razonesdecambio ............. 71
3.2 Laderivada ........ a waglow lek B ety Kk 79
3.3 Derivadas de funciones elevadas a una potencia ... 87
3.4 'Otras aplicaciones: /., Wo. o aduen devmeis e 93
3.5 Derivadas del producto y cocientes
ylaregladelacadena ................... 100
3.6 Derivadas de ordensuperior .. ........0000 108
CAPITULO 4
APLICACIONES DE LA DERIVADA . .. Spitiizesen sal gan: 114
4.1 Derivadas y gréficas de funciones gelgiilm, ol s, 115
.4.2 Bosquejo de curvas polinomiales . ............ 125
4.3 PuntoscCriticos ... ......... .0y 128
4.4 Criterios paraextremos locales .. ............ 132
4.5 Aplicaciones de maximos y MINRNDS Y0, e s, 137
CAPITULO 5

LA INTEGRAL . L0 coris ains n i O o s 145

5.1  ANtiderivadas . .. ........uuun... iR 146

5.2 Areas BRI BDIRRE o o ok . s e s s 163 .
5.3 M85 soDrgdOPS e o m ) ool o masis + 0 i

CAPITULO 1
FUNCIONES

INTRODUCCION
Gran parte de las ciencias incluyen el estudio de las relaciones entre dos
variables. Por ejemplo, seguramente alguna vez has escuchado
comentarios tales como:

La demanda de un articulo depende de su precio de venta.

- El &rea de un circulo depende de la longitud de su radio.

- La intensidad del sonido depende de la distancia a que se
encuentra la fuente sonora.

- El poder adquisitivo de la moneda depende del indice del costo de
la vida.

- El nimero de viviendas construidas en un afio dependen de la tasa
de interés del crédito bancario.

- La fuerza entre dos particulas con carga eléctrica opuesta depende
de la distancia entre ellas, etc.

En cada una de estas relaciones, el valor de una de las variables
determina el valor de la otra. La palabra "funcién" se utiliza para indicar
una dependencia de una cantidad con respecto de otra.

El concepto de funcién es una de las ideas fundamentales que satura
todas las matematicas. Casi cualquier estudio que se refiera a la
aplicacién de las matematicas a problemas practicos o que requieran el
anélisis de datos empiricos emplea el concepto de funcion.



1 1 Funcién

Empezaremos dando la definicién formal de una funcién:

Definici6n

l:l;? dfunclién es una regla que asocia los elementos de dos conjuntos "X" y
, de ta mane{a.que a cada elemento "x" del primer conjunto le
corresponde un Unico elemento "y" del segundo conjunto.

X;’ | y
funcioén '
Entrada ay S:lida

(Observa que la definicién no permite

salida). que a una entrada le corresponda mas de una

ror i%geniral, e usa una sola letra como “f" (0 "g" o “F" 0 "G") para denominar una
uncion . Asi si una funcién “f" asigna u i
n valor de i i
skl Yy~ para un valor de "x" particular,
kel y=fx)
" ” ", .
% ee 'fdex" o "fen x"; y debemos Interpretar esta notaciéon como que la "y"

el valor de la funcién en "x". (Observa que "f{x)" no es el producto de "f" por "yx")e.s

Ejemplo 1

Si fix)=x*, encuentra:

a) f13) b) f-2) c) fla) d) fla+h)
Solucién

En estos cuatro cas i
0s, simplemente reemplazaremos la "x" """ v " '
respectivamente. % ARREIRENGR W v "a+i’

a) f(3)=(3)*=9
b) f1-2)=(-2)*=4
¢) fla)=(af’=d’

Con el propésito de enfatizar, podriamos haber escrito

Hps(f

;c;[ar;tierlo(r’muestra que "x" es un ".poseedor del lugar” de cualquier valor permisible
. Sl se desea evaluar fla+h), se introduce "a+A" en el paréntesis: :
d) fla+h)=(a+h)=a’+2ah+1’ '

esta funcién como

Una clara comprensién de la notacién funcional es decisiva en célculo. Estudia el

’

Ejemplo 2
Si g(x)=x>-2x, calcula y simplifica
a) g(-4) b) g(4) c) g(4+h)

g(4+h)-g(4)
h

d) g(4+h)-g(4) e)

Solucién

a) g(-4)=(-4)*-2(-4)=16+8=24

b) g(4)=(4)*-2(4)=16-8=8

c) g(4+h)=(4+h)2-2(4+h)=16+8h+h’—8-2h=8+6h+h’
d) g(d+h)-g(4)=8+6h+h-8=6h+h’

g(4+h) -g(4) _ 6h+h>_h(6+h) _.p

el 12 2 A

(En general la cantidad gr(’P“h;]_q("')para una funcién dada "g", haré evidente su
importancia cuando estudiemos el capitulo 3).

Si una funcién se define por una relacion del tipo "y=f(x)", donde f(x) expresa el valor
de la funcién por medio de una férmula algebraica en términos de la variable "x", por
ejemplo: y=x'+3x-7, entonces a la " se le denomina "variable independiente” y a la
*y" se le llama "variable dependiente”, pues el valor de "y" depende del valor elegido

para "x".

La regla de correspondencia es la parte principal de una funcién, pero ésta no queda
determinada completamente, sino hasta que se da su dominio y rango.

DOMINIO Y RANGO DE UNA FUNCION

Dy El "dominio™ de una funcién es el conjunto de valores permisibles que
puede tomar la variable independiente.

Ry El "rango™ de una funcién es el conjunto de valores correspondientes
que toma la variable dependiente.

En gran parte de los casos considerados, los dominios y rangos de las funciones con
las cuales estaremos interesados son subconjuntos de los nimeros reales. En tales
casos, la funcién por lo regular se representa por su grafica. La gréfica de una funcién
f se obtiene dibujando todos los puntos (x,y), en donde x pertenece al dominio de fy
y=f{x), manejando x y y como coordenadas rectangulares.

Ejemplo 3

Consideremos f{x)=2+0.5x>. El dominio de f es el conjunto de todos los numeros
reales, dado que podemos evaluar f{x) para cualquier valor real de x. Algunos de los
valores de esta funcién aparecen en la tabla 1, en la cual algunos valores de x estan
listados en el renglén superior y los valores de y=f{x) estan debajo de los valores
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correspondientes de x. Los puntos correspondientes a los valores de x y y se
graficaron como puntos en la figura 1. La gréfica de la funcién f{x)=2+0.5x° es una
curva con forma de U que pasa por los puntos ya graficados.

Tabla 1

Hx 0 1 2 3 4 -1 0 P, 4

ny=f(x) 2 2.5 4

Fig. 1

Supongamos ahora que en el ejemplo 3, x denota el nimero de articulos producidos
por una fabrica y f{x) indica el costo total del producir x unidades. El costo de no
producir articulos se obtiene haciendo x=0, esto es,

Sfl0)=2

De modo que 2 seré el costo minimo, produzcamos articulos o no. Estos se conocen
como gastos permanentes. Por ejemplo, inversiones en maquinaria, renta del local de
la fabrica y gastos de administracién son algunos ejemplos de gastos permanentes.
En este caso, el dominio de £ no es el conjunto de todos los nimeros reales sino el
conjunto de los enteros no negativos, dado que x representa el nimero de articulos
producidos y debe ser un nimero entero. En consecuencia

D:={0,1,2,34,...}

Ahora como la variable independiente x toma los valores 0,1,2,3,..., la variable y=f{x)
asume los valores

f0)=2+0.5(0P=2
f(1)=2+0.5(1)*=2.5
f(2)=2+0.5(2)*=4
f(3)=24+0.5(3)*=6.5
etc. :

En este caso, la gréfica de fes la que aparece en la figura 2. Notese que la gréafica se
compone de un conjunto discreto de puntos y no de una curva continua, como lo fue
en el caso anterior. De este ejemplo, advertimos que el dominio y rango de una

funcién pueden depender de lo que las variables independientes y dependientes
representen en un problema préactico.
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Fig. 2

CRITERIO DE LA LINEA VERTICAL

Cualquier curva dada (o conjunto de puntos) en el plano 'carresiar.eo es la .
gréfica de una funcién (en la cual y es la variable dependiente) si cualquier
linea vertical corta a la gréfica solamente en un punto.

\y 4 %4

flxq)

Fig. 3

Cualquier Iinea vertical corresponde a alguin valor particular', digamos x=x,, d,e' la
variable independiente, y el punto en que esta linea vertucgl cor.ta a la grafica
determina el valor de y que le corresponde a x,. Es decir la grafica _mlsma de la regla
que relaciona cada valor de x con algtn valor de y. Si la linea vertical X=Xp NO corta
a la grafica en ningun punto, esto significa que x, no pertenece al dominio.

Las graficas de la figura 3 representan funciones. (Nétese que en la parte (c‘)._ el
dominio de la funcién es el conjunto de enteros {1,2,3,4,5} de modo que la gréfica
s6lo consta de cinco puntos mas bien que de una curva).

Por otra parte, las gréficas de la figura 4 no representan funciopes. Estas:. no son
funciones porque existen lineas verticales que cortan a las graficas en mas de un
punto. En consecuencia, al valor x=x, en la primera gréfica, le cor’re.sponden dos
valores y, y y, de y. En tal caso, el valor de x no determina un valor anico de y.



(s) (b)
Fig. 4

En la grafica de una funcién, los valores a lo largo del eje x en que la grafica ests
definida constituyen el dominio de la funcién. En forma anéloga, los valores a lo largc
del eje y en que la gréafica tiene puntos constituyen el rango de la funcién. Esto se
ilustra en la figura 5. Aqui tenemos que

D={x|-2<x<3} yR={y|0<y <2}

AY
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Figura 5

A menudo el dominio de una funcién no se establece de manera explicita. En tales
casos se sobreentiende que es el conjunto de todos los valores de x para los cuales
la regla dada tiene sentido. En el caso de una funcién f definida por una expresion
algebraica, el dominio de fes el conjunto de todos los nimeros reales x para los cuales
f(x) es un namero real bien definido. Por ejemplo, el dominio de la funcién f{x)=/x es
el conjunto de los nimeros reales no negativos, dado que la raiz cuadrada sdlo tiene
sentido si x=0. De manera similar, en el caso de la funcién g(x)=x*/(x-3), el dominig
es el conjunto de todos los nimeros reales excepto x=3, puesto que cuando x=3 el
denominador se hace cero y g(3) no-esta definido.

En general, al determinar el dominio de una funcién debemos tener en mente estas dos
condiciones: cualquier expresién dentro de una raiz cuadrada no puede ser negativa
y el denominador de cualquier fraccién no puede ser cero. (Més generalmente,
cualquier expresién dentro de un radical con indice par tal como v 6 *V 6 °y no puede
ser negativa). :

Ejemplo 4
Determina el dominio de g, en donde

xX+3

g(x)=22

Solucién _
Es claro que g(x) no es un nimero real bien definido si x=2. Para cualquier otro valor

de x, g(x) es un numero real bien definido. En consecuencia, el dominio de g es el
conjunto de todos los reales excepto &

Ejemplo 5
Encuentra el dominio de f'si

£(x)=\x-4

Solucién
El dominio de f es el conjunto de todos los valores para los cuales la expresion dentro

del radical no es negativa. Esto es,
x-4=0 6 x=4

x

Fig. 6

Si x<4, f(x) no es un nimero real, dado que la cantidad a la que se extrae raiz
cuadrada, x-4,-es negativa. La gréfica de f'se aprecia en la figura 6, en la que se han
graficado algunos puntos.

En los ejemplos anteriores, hemos estado interesados en funciones que estan definidas
por una sola expresi6n algebraica para todos los valores de la variable independiente.
Algunas veces sucede que debemos usar funciones que estan definidas por mas de
una expresion.

Ejemplo 6

(Funcién de costo de la electricidad)

La electricidad se cobra a los consumidores a una tarifa de 10¢ por unidad para las
primeras 50 unidades y a 3¢ por unidad para cantidades que excedan las 50 unidades.
Determina la funcién c(x) que da el costo de usar x unidades de electricidad.




Solucién

Six<50, cada unidad tiene un costo de 10¢, de modo que el costo total de x unidades
es de 10x centavos. Asi que, c(x)=10x para x<50. Cuando x=50, obtenemos
¢(50)=500: el costo de las primeras 50 unidades (esto es, 500¢) mas el costo del resto
de las unidades usadas. El nimero de estas unidades que sobrepasan a 50 es x-50,
Y cuestan 3¢ cada una, por lo que el costo total es de 3(x-50) centavos.
tarifa total cuando x> 50 es
c(x)=500+3(x-50) =500+ 3x-150
= 350+3x

Asi que, la

Podemos escribir c(x) en la forma: C(x) ={ 10x (x<50) }
350+ 3x (x>50)

La gréfica de y=c(x) se aprecia en Ia figura 7. Observa c6mo cambia la naturaleza de
la grafica en x=50, en donde una férmula toma el lugar de la otra.

34
1000 |-

Fig. 7
Ejemplo 7
Considera la funcién siguiente
fla) = { 4-x (O=x=<4)
x-4 (x>4)

El dominio de esta funcién es el conjunto de todos los nimeros reales no negativos.
En el caso de que 0<x <4, la funcién est4 definida por la expresiénalgebraica f{x) =4-x,
mientras que si x>4, esta definida por la expresion fix)= yx-4 .

Algunos valores de f{x) se dan en la tabla 2 y la gréfica de esta funcién aparece en la
figura 8. Consta de dos segmentos: Six est4 entre Oy 4, la gréfica estd formada por

el segmento de linea recta con ecuacion y=4-x. Para x>4, la funcion es idéntica a la
del ejemplo 5.
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Fig. 8

En estos ejemplos, la funcién considerada esta dgﬁnida por dos expresaorzgz
algebraicas. Algunas veces es necesario considerar funciones definidas portres o

expresiones diferentes. 4
A

flx)=b

Fig. 9

Concluimos esta secci6n estudiando algunas funciones simples. Una funcion de la
forma

Jx)=b

en donde b es una constante, se denomina funcién co.nstant‘e. (Véase la fig. 9) La
grafica de f es una linea recta paralela al eje x a una dlstanlcua |b| por encima o por
debajo del eje x dependiendo de que b sea positivo o negativo. En este caso

D,= el conjunto de todos los ndmeros reales Y R, = {b}
Una funcién definida por la relacion
fx)=ax"+a, x"'+... +ax+a, (a,#0)
con a4, ...,a, constantes y n un entero no negativo, se dice que es una funcion

polinomial de grado n. Por ejemplo, las funciones fy g definidas por

fr)=3x"-5¢+2x-1 y g(x)=x"+7x2-5x+3
son funciones polinomiales de grado 7 y 3, respectivamente.



