19. (Funcién de ingreso)

La demanda x de cierto articulo estd dada por x=2000-15p, en donde p es g CAPITULO 2

precio por'unidad del articulo. El ingreso mensual R i |
. . obtenido d LIMITES Y CONTINUIDAD
este articulo estd dado por R=2000-15p°. ;Cémo dependelR deexlfS st

INTRODUCCION

20. (Funcién de i
Un fabrica|:t%rei$de q ; El "limite" de una funcién, es una de las ideas fundamentales del Calculo
Y vender q unidades de un producto al precio p por unidad Diferencial e Integral, y que lo distinguen de otras areas de las

end - . : : : : ;
onde 20p+3q=600. Como una funcién de la cantidad ¢ demandada en ¢ matematicas, como el dlgebra, la geometria y la trigonometria.

mercado, el ingreso semanal total esta d

: ado =30q- :

depende R del precio p? por R=30q-0.15q". ¢En qué form . b 259 ;
La discusion rigurosa de este concepto puede parecer dificil y compleja,

por lo que nos limitaremos a una discusion intuitiva del concepto del
"Iimite", ya que fue precisamente asi, como sucedio la evolucion
histérica de este concepto.

Aquellos estudiantes que decidan cursar una Licenciatura de Ciencias 0
de Ingenieria, tendran la oportunidad de revisar formalmente el concepto
del "limite" en su curso de Calculo Diferencial.

Existen muchos problemas del mundo real que pueden ser descritos por
modelos mateméticos gue establecen una relacion funcional entre dos
variables donde el valor de una de ellas, depende de los valores que tome
la otra, esta Ultima llamada variable independiente.

En este estudio nos va a interesar el comportamiento de la funcién (de
la variable dependiente), cuando la variable independiente se aproxima,
repito, se aproxima a un valor dado, pero sin llegar a tomar dicho valor,
por ejemplo: si "x" se aproxima a 5, la "x" puede tomar valores de 4.9,
4.99, 4.999 6 5.01, 5.001, 5.0001 pero no tomara el valor de

5, ésto es lo que significa aproximarse a un valor dado.

Cuando la variable independiente se aproxima a un valor dado, la funcion
puede aproximarse a cierto valor, 0 no aproximarse a ninguno. Si el caso
es el primero, en el que la funcién se aproxima a cierto valor, decimos
que el valor al cual se aproxima la funcion es el limite (L) de la misma,

cuando la variable independiente se aproxima al valor dado y se
representa en la siguiente forma:

lim f(x)=L
x—>a

Lo anterior se lee como: el limite de f{x) cuando x tiende a "a" (x-->a), es
L.

El segundo caso, cuando la funcién no se aproxima a ningun valor,
decimos que el limite no existe.

La forma en que se relacionan dos variables nos puede conducir a
funciones de muy diferentes tipos, y el célculo de los limites puede ser
dificil y complicado.




2.1 Concepto Intuitivo de Limite

El objetivo de este estudio, es apropiarse del concepto del limite de una funcion
aplicarlo a la solucién de problemas y ejercicios sencillos.

Para que comprendas el concepto del limite de una funcién, te mostraremos u
problema.

Problema 1

Un hombre acepta pagar una deuda en la siguiente forma:
El primer afo el pago sera de $12000 pesos, el segundo ano el pago sera de 0.9 g

lo que pagé el primer ano, el siguiente pago serd 0.9 de lo que pagdé el ano anterio
y asi sucesivamente por "n" anos.

A primera vista parece que el hombre no acabard de pagar nunca, lo cual es cierto, sin
embargo, la cantidad total a pagar tiene un valor limite y no podré ser mayor de es;
cantidad, sin importar el nidmero de afos transcurridos incluso si n—=>o0,

Vamos a desarrollar la suma de pagos
n 1 2 3 n
Sn = 12000 + 12000(0.9) + 12000(0.9)(0.9) + +12000(0.9)™"

Esto es algo que ya conoces, es una serie geométrica convergente, donde el prime
término es 12000 y la razén r=0.9.

La férmula para la suma de "n" términos de una serie geométrica, es la siguiente:
_a,(1-r")
1

Sn

donde:

Sn = La suma de "n" términos

a, = Es el primer término de la serie
r = Es larazén

El problema en si, es calcular el valor al que tiende esta suma, cuando el nimero de
anos "n" tiende a infinito. Esto lo podemos expresar en la siguiente forma:

a (1-r7) lit, 0 %2000 (1-0,:.93)

T-r i 1-0.9
n— 00

lim Sn = |im
n—>0c0 n—>00

Para calcular el limite es necesario substituir el valor de "n" en la expresion, pero

"n"->00 y este no es un valor que podamos usar en la expresion de la suma, pero i
observamos que debido a que la razén r=0.9 es menor que la unidad, el término
r"=0.9" tiende a cero a medida que se incrementa el valor de "n", por lo tanto, es
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posible considerar que cuando n—>o0, 0.9"-0 y la expresién de la suma se reduce a
lo siguiente:

a8 _ 12000 _450000
e F. 1-0.9

S=

Esta es la cantidad limite que el hombre tendrfa que pagar sin importar el numero de
afos transcurridos, por lo tanto es el limite buscado.

Si analizamos el problema graficamente veriamos lo siguiente:

[
Scm)

120000 <

Fig. 2.1
El valor de la suma se aproxima a 120000, pero jamés alcanzaré dicho valor.

Una demostracién intuitiva de este limite, seria calcular S(n) para un nimero creciente
de afios y observar que, el |S(n)-1 20000|-=0, cuando n—=>co.

En el problema anterior la variable independiente tomo vglores discretos'y tendia a
infinito, pero podemos observar que la existenciadel limite de una funcioén f(x), no

depende de si f(x) esta realmente definida.

En seguida te mostraremos un ejemplo donde los valores de la variable independiente
son continuos y tiende a un valor finito.

Problema 2

Supongamos que un problema del mundo real se puede representar por el siguiente

modelo matematico "
x%-9
f(x) g MY
x-3

: : oy o
y deseamos saber, jcuél es el limite de f(x), cuando x-3, es decir: l;(rls xx : 9

El primer paso para calcular el limite de una fungfén. consiste t‘an-sust'!tuir el yalor al
que tiende la variable independiente en la expresion dentro d‘ellhmlte, si se obtiene un
valor real "L", restaria demostrar que dicho valor es e! limite buscado, o que el
procedimiento empleado para calcular "L", es el establecido en alguno o algunos de
los teoremas de limites que veremos mas adelante.
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El dominio de la funcién que examinaremos en el presente problema, es el conjun
de todos los numeros reales, excepto x=3, pues f{3) no esta definido, ya que;
sustituimos x=3 en la expresién de f{(x), obtenemos 0/0 , y ésto es u

indeterminacién, sin embargo, f{x) puede calcularse para cualquier valor de "x" cercan
a 3.

Los valores de la tabla y la gréfica de la fig. 2.2, muestran que cuando "x" se acer
a 3 por la izquierda o por la derecha, los valores de f{x) se acercan a 6, entonces,|
es el Iimite de f{x), cuando x-3.

im X*-9 =6
x--:l-3 X -
x Stx)
2.9 5.9
2.99 5.99
2.999 5.999
3.1 6.1
3.01 6.01 >
3.001 6.001 X
Fig. 2.2

Hemos encontrado en una forma intuitiva el limite buscado, asi que en adelant
usaremos la notacién x—>a@ para sefalar que x tiende a "¢" por la izquierda, y x—>a’
lo hace por la derecha.

Si los limites unilaterales tienen un mismo valor "L", es decir si
lim fix) = lim f(x) =L
X—>a x—>a*
se dice entonces que el limite existe y se escribe
lim f(x) =L
X—>a

En algunos casos como en el problema anterior, es posible remover la indeterminaci
y calcular el limite por sustitucién directa, ya que con la condicion de que x#)
podemos hacer lo siguiente:

2_ i
£(x) X9 (x33) (x=3) s
X=3 (x~3)
entonces

li +3 =6
ikt s

"
que es el mismo valor obtenido para f(x) = XT“:,? , cuando x—3.

Las gréficas de las funciones

2
f(x)=%X22 y

=y fx)=x+3

son escencialmente iguales, excepto que la grafica de la primera tiene un hueco en
(3,6) es decir, es discontinua en ese punto.

Después de analizar estos problemas, estamos listos para dar una definicién intuitiva
de limite de una funcion

definicion intuitiva de limite

n_mn

Si f(x) puede aproximarse a un nimero finito L, tomando a "x
suficientemente cercano pero distinto de un numero "a", tanto por el lado

izquierdo como por el lado derecho de "¢", entonces )l(im)af(x} =L

Para que comprendas cabalmente la definicién anterior, te mostraremos mas ejemplos.
Problema 3

Si se nos da la siguiente funcion compuesta

f(x) = {x-Z six#3 Hat |
2 si x=3 :
Encontrar lim _f(x) 2 ®
x—>3 !

Solucién. : ' ey

En este caso f{x)=2, cuando x=3, pero la definicion nos dice que el limite es el valor
al que se aproxima f{x), cuando x-»3, tanto por la derecha, como por la izquierda, y de
la gréfica se observa que f{x)~I, cuando x->3, por lo tanto

lim f(x) =1

x—>3
Problema 4 -f(x) f
Se nos da la siguiente funcién compuesta . :

f(x)={x-1 siyv=xd |
podigli a2 /‘;/;;./. .—4-;-

Encontrar  lim _f(x) :'1

x—>2 W

1020124183

Fig. 2.4
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En la gréafica (fig. 2.4) observamos que si x—>2 por la izquierda, f{x)-=1, y si lo hace pg
la derecha f{x)=>-2.

Esto contradice la definicién de limite, que dice que debemos tener el mismo valor po
ambos lados, entonces el limite de f(x) no existe, cuando x-2.

lim f(x) __ no existe
X2

Sin embargo, podemos describir la conducta de f{x) en las cercanias de 2, en la form
siguiente:
lim: fix) =1 y

im f(x) = -2
X=2 i

x—=>2

La existencia o no, del limite de una funcion f{x), cuando x—a, es independiente de k
existencia o no, del limite de la misma funcién f{x), cuando x—=b, donde, b#a.

Problema 5
Si tenemos que f(x) =\/; , donde x=0.

Encontrar:
a) lim yx
X—>-2

b) lim yx

x—>4

a) El lim \/}_ no existe, ya que el valor
x—>-2

al cual tiende "x", no esté definido
por la funcién dada.

b) El lim yx=/4=2
x—>4

Esto es cierto, ya que de la gréfica de la fig. 2.5 podemos observar que cuando x-4
tanto por la derecha como por la izquierda, f(x)—=2.

¢ Qué puedes decir de lim \/; ?
x—>0

Problema 6

La gréafica de f{x) en la fig. 2.6 muestra que cuando x—J3 por la izquierda, los valores

de f(x) se vuelven cada vez més grandes, es decir, crecen sin cota, por lo tanto
lim_ f(x) no existe.
x—=+3

Esto es suficiente para decir que lim Xf(,y no existe.
=
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Fig. 2.6

Ejercicio 2.1

Completa los datos de las tablas y conjetura en una forma intuitiva los valores de los siguientes
Ifmites.

IJIJicr_u_o_.te%x.=
2) lim J-_&gu.=

x>0
sen x

x (Radianes) — x (Radianes)

-0.1
-0.01
-0.001
-0.0001

-0.1
-0.01
-0.001
0.1
0.01
0.001

T W, AT T

Evalda el limite dado

0.1
0.01
0.001
0.0001

x2 - 1

3 lim, (3x + 1) 4 lim X l

5) li 2_1 6) lim yx-1
i <

Utiliza la grafica dada para encontrar cada limite, si es que existe.

i i li f
a),l‘l_n'\rf(xl b) l)l(fl'\bz' f(x) Pl (x)
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2.2 Teoremas de limites

Hasta ahora, hemos abordado el concepto de limite de una funcién en una forma
intuitiva, a través de tablas de valores y graficas. Los teoremas que veremos a
continuacién, de los cuales omitiremos su demostracion, te servirdn para calcular los
Ifmites de una funcién o determinar su existencia en una forma sencilla y préctica.

Teorema 1

Si "c" es una constante, entonces
lim c=¢
X—>a
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Ejemplo 1

ailim s = 5 b) i =
))(_”1 % xi_Tu)n m
Teorema 2+
it @ = a
X—>a
Ejemplo 2
alimx =2 bllim x = &
X—> X—=>IT
r
Teorema 3

Si "¢" es una constante, entonces

Ejemplo 3

lim ¢ fix) = ¢
X—>a

lim  f(x)
X—>a

a) I)s(rpb23x = :i_ll? % =32 =B

Teorema 4

Silim f(x) existe, entonces es Unico
X-*a

Teorema b

Limite de una suma, de un producto y de un cocienie.

si lim f(x) = L, y lim g(x) = L,, entonces
X—>a X—>a

i) lim [f(x) + g(x)] = lim f(x) + limg(x) =L, + I
X—>a X3 X->a

i) lim f(x) - = lm fix) : I = L
ii) ;{n_la (x) - g(x) xl_l)naw (x)x_;zam g(x) ik

g
Bkste Tl = gon = L. dondel. # 4
x»a g(x] lim gix] L
X—=a
Teorema 6

Limite de una potencia
lim[f(x)]" = Him f(x)]" = L"
X-*a X-*a
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