Teorema 7

Limite de una raiz
lim[f(x)]'" = L'P,
X->a

Si "n" es un nuimero positivo par, f{x)=0

Ejemplo 4
Evaluar lim, (3x + 5)
x->1

Solucidén

5(i)

Teorema 5 (i)

gi(r_n».I (3x+5) =>I(m 3x + Jim 5 = 3 lim X +X_I£qw 5 =
= 3-1+5=8

Ejemplo 5

Evaluar
li TN oE i v
a)xim (x+1) b))l(lr_nh_z{x-%ﬂ b'e

Solucién
a)l)i(rll4(x+1)=5 yxifR \/; = 2, por lo tanto,

por 5(ii), lim (x+1) yx = lim (x+1)-lim yx =52 =10
x-=>4 x—4 x—>4
b)lim £x+1}=-1 y lim \/; no existe entonces
X—>- X—>-2
lim (x+1) »/;no existe
x—>-2

Ejemplo 6

Evaluar lim _3x - 2 , por los teoremas 1,2,3
x->14x + 4 ’

lim (3x-2) = 1ylim (4x + 4) = 8, entonces por 5{iii)

x—>1 x—=>1

lim (3x-2)
lim X-2 = x—=1 =1
x»>1"4x + 4 “Iim (4x+4) 8

x—+1

Por los teoremas 1,2,3 se sabe que I;(rp*,;%x y l;(n_l? existen, por lo tanto por el teorg

Ejemplo 7
Evaluar

x->1

x->1

lim x

lim _)%__1 , por los teoremas 1,2,3

im x=1y lim (x-1) = O, entonces por 5 (iii)
x->1

lim = x> = , NO existe

x-»1 X- im (X-
x-+1

Ejercicio 2.2

Evaluar el Ifmite dado
1. lim_10
x->2

2. lim senm
x=+0

3. lim_(-5x)
x-»1

4, lim (x*-3x?+1)
x->2

5. lim (4s-2)(s+2)
s—=>2 :

6. lim -
=0 1+

7. lim (3x+4

x4
e i © 2

9. lim gws)z
x-b-

10. lim x+1

2 x+7

En los siguientes ejercicios es necesario transformar la expresion dentro del limite para

poder evaluarla

11. lim B
x-»1 X

12. lim  _Jx-1

x-»1 x-1

13. lim 2.¢?
h-0 ‘luﬁ

14. lim x*-4

17. lim x*+4x-12
x—>2 X-

18. lim _4x-12
x—> -3 X2+X-6

19. lim gx-sgz_
x-»3 XxX°-X-

20. lim
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x—>-3 x?+2x-3

21.nm[x2+3x-1 +_1_]
x—=0 X X

x—+ -2 x?+2x

15. lim  x*-3x
x=»3 X

16. lim  _x%-x? 22. lim __yJx+2 -2
x=0 XX x-2 -2

2.3 Limites en los que Interviene Infinito

Distinguiremos dos casos:

1. La funcién f{x)>c0, cuando x—~a

2. La funcién f{x)->L, cuando x-»>o°

En el primer caso los valores de la funcion creben o decrecen sin cota, cuando x tiende

a un valor "a", por lo tanto, el limite de f(x) no existe y se escribe en la siguiente forma
gi([n_a f{x) = o

Veamos un ejemplo

Evaluar lim _1
x-=>1"X-1

Si sustituimos el valor al que tiende "«" en la expresion dentro del limite, obtenemos
1/0, ;Qué significa esto?

Para contestar esta pregunta, vamos a analizar el comportamiento de la funcion en las
cercanfas de x=1, tanto por la derecha, como por la izquierda, es decir, evaluaremos
los limites unilaterales intuitivamente y construiremos la gréafica de la funcién dada.

1
x (x-1) T /(1}4 }
|
0.9 -0.1 10 0
0.99 -0.01 -100 S - L]
0.999 -0.001 -1000 ol !
0.9999 -0.0001 -10000 : i B2 x
151 0.1 10 {
1.01 0.01 100 : }
1.001 0.001 1000 b\
1.0001 0.0001 10000 '

Fig. 2.7
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A partir de los valores de la tabla y de la gréafica de la fig. 2.7, observamos que
cuando Nos aproximamos a x=1, por la izquierda, los valores de la funcién f(x) =_§.i__

decrecen sin cota, y cuando lo hacemos por la derecha crecen sin cota.
Usando la notacién de limite tenemos que,

ih 1 =-coylim il_= o
x-=1 "%x-T x=>1%"x-1

Esto significa que no existe un valor limite para la funcién dada, cuando x-»1, ni por
la derecha, ni por la izquierda, entonces

lim 1 no existe

x->1 X-T
:Qué podemos concluir de! anélisis anterior?

a) Si al sustituir el valor al que tiende "x" en la éxpresién de f{x) dentro del limite se
obtiene

r real , entonces lim_ f(x) = o
%ﬁgj‘ X->a

lo que significa que no existe el Ifmite de f{x) cuando x-a.
b) La gréfica nos muestra que la funcién tiene yna asintota vertical en x=a
NOTA: Las funciones pueden tener mas de una asintota vertical.

Lo anterior es muy util cuando se necesita bosquejar la gréfica de una funcién, que
tiene asintotas verticales, te mostraremos un ejemplo.

Bosquejar la gréfica de f(x) =_£i en las proximidades de x=1.

1
x_
Lo primero es ver si la funcién tiene un limite cuando x->1.

im x = _1 = o (ellimite no existe)
x-=>1 X-1

Esto nos indica que f{x) no esta definida en x=1, y que la grafica de la funcion tiene
una asintota vertical en x=1, fig. 2.8.

Para bosquejar la grafica es necesario conocer como se comportan los valores de f{x),
por la izquierda y por la derecha de x=1, para saber si f(x)>>= 6 f(x)>-oo, para ello il
evaluaremos

a) lim b) lim ._X
x-»1"X%-1 ¥ ) ;—ﬂ -1
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Fig. 2.8

Al evaluar estos limites nos interesa determinar el signo de los valores de f(x), cuando

nos acercamos a x=1I, por la izquierda y por la derecha y definir si la funcion crece o
decrece sin cofa.

Esto se puede hacer fécilmente, tomando un valor muy cerca de x=1, primero por la
lzquierda, digamos x=0.9, y determinar el signo del numerador y del denominador de

la expresién de la funcién, y en consecuencla el signo de los valores de fix), por la
izquierda de x=1.

Si x=0.9, el signo de £ (x)===- (negativo)
por lo tanto
W B e lao
Por el lado derecho de x=1, podemos elegir x=1./, entonces,
Si x=1.1, el signo de £ (x) =;=+ (positivo)
por lo tanto

lim L e o=
x->1% "x-1

o0

El bosquejo de la gréfica, en las cercanias de x=1, luce como se muestra en la fig. 2.9

,-/ (=) T

1
l
|
I
|
I
l

gl segundo caso, es cuando la variable independiente crece O decrece sin cota y la
funcion f(x), podria aproximarse a un valor constante i

i = lim f(x) =L

l)l(r_gmf(xl L 0 x_,_oo( )

Te mostraremos algunas gréficas de posibles funciones para aclarar lo antelrior

' y
94 y 4 {
Y=L

- me w- ey g =

/ P
7 .

a) I@mf(x) = L b) I,i‘rp_og(x) = 0 c) I)i‘rncg(x) = L,

i)i‘m.mﬂx} = L,
Fig. 2.10

Si f(x)=L, cuando x> 0 x=>=, la recta y=L es una asintota horizontal de la gréfica
de fix).

En la gréfica de la funcién de la fig. 2.10c, f{x) tiene dos asintotas horizontales.

Si examinamos la funcién £ (x) =_x_]_'_1, y su gréfica en la fig. 2.7, vemos que si x>,

; -1 .
la expresiéon de f(x) =°i° , y de la gréfica observamos que en este caso f(x) e 0
es decir
lim 1. =0
x—>0 ~X-1 : )
por lo tanto, y=0 es una asintota horizontal de la gréafica de la funcion dada.

Cuando x—co, puede realizarse un andlisis semejante y veremos que

lim =0
X—»-00 X-

Podemos resumir en la siguiente tabla, los resultados para las formas de los limites:
lim f(x), lim fix)
X-+a X—» % o©

+oo L

Forma del limite ‘ T =

El limite es infinito infinito

En esta tabla no se contempla el caso oo /oo, te mostraremos unos ejemplos para
explicarte como se resuelve este caso.




Ejemplo 8

Evaluar
lim _3x%+2x-3

X-»c0 x“+1

En este caso se dividen todos los términos del numerador y del denominador de la
expresion dentro del limite, entre la "" elevada a la mé&xima potencia con la que
aparece en el denominador, que en este problema es x?, de tal forma que obtenemos
lo siguiente

lim 34+2x3x2 = 3400 =3
x-»00 14+ '[x* 14+0

Todos los términos que quedan divididos entre x 0 x* tienden a cero, cuando x>,

La gréfica de la funcién dada tiene una asintota horizontal en y=3

YA
=3

ey oy e wes ey ey

L

Fig. 2.11
Ejemplo 9

Evaluar lim :
X=»00 1-X

dividimos el numerador y el denominador entre x*
2200 1731—_1- - U;r e

La recta y=-] es una asintota horizontal

;Qué puedes decir de las asintotas verticales?

Ejemplo 10

Evaluar lim _2-x°
X->00 3X +

dividimos el numerador y denominador entre "x”
lim 2/xx2 = - = -

X-+00 3+ [x 3

Ejemplo 11
Sieeide;y £(x)=—x

Vx?+2

Determina si tiene asintotas horizontales

Para realizar lo anterior es necesario investigar si la funcién se aproxima a un valor
real, cuando la variable independiente crece o decrece sin cota, en otras palabras es
necesario evaluar : ‘ .

lim f(x) y lim f(x)
X—>00 X—>- 00

Para proceder como en los ejemplos anteriores, es necesario en este caso transformar
el denominador

yx2+2 =[f:.,(1;_2;.2_). =yx?(1+2/x%)’= \/x_z\/].+2/x2

Pero yx? =x ,six=0y yx? =-x six<0, por lo tanto;

a) Vx? =x, six=0, el denominador queda expresado como Vx2+2 =xy/1+%/x?
en consecuencia si x—>oo,

lim 3x_ = lim 3x
X=»00 7 X—==C0

X“+2 - ’1+.2;

X

dividimos numerador y denominador entre x y obtenemos

lim 3
X—>00 2
1+2

e

La recta y=3, es una asintota de la funcion dada, cuando x—>

b) Vx? =-x six<0, el denominador queda expresado como Vx2+2 =-xy1+%/x?

entonces Si x>
lim Fic- X =Hm 3x

X=>-00 sz_'_z X—>- 00 ’_x ’1+2
xr

dividimos numerador y denominador entre -x

lim -3 = -3 =-3
X—» -00 2 T
1+;




La recta y=-3, es una asintota horizontal de la funcién dada, cuando x—»c. 15. lim ( S )

, x—hO"'—x- X—>-c0 X
Para finalizar, te mostraremos algo nuevo sobre a:s:’ntotas. Hasta iahora, se te ha_dg‘ 1 im 1 16: im = 342 fx
que una asintota, en pocas palabras, es una linea que la gréfica de la funcmp‘ x—=0 X

X—>C0o B-</x
acerca a ella pero no la cruza, sin embargo hay excepciones. ‘ ‘

La funcién fix)= 22X | tiene una asintota horizontal, pues r ) @ 2
: X Evalia los siguientes limites
lim 592 x =0

X—=>00

: 17. lim _1 20. lim _1-6x
La recta y=0, es una asintota horizontal de la funcién dada, pero el bosquejo d X+ X x-»0c0 3+ 2x

gréafica de la funcién muestra lo siguiente: :

. dim _1 21. im _2x-2
¥ A . ks | oy <

3 3
o 19. im _x+5 22 lim 2Vx
X-»00 2x°-2 x-*°°4+V;
afi~ ‘

AT aud :

Encuentra las asintotas verticales y horizontales, si las hay, y bosqueja la gréfica de
Fig. 2.12 _ las siguientes funciones

~2
i ? =1 26. f(x)=_2%
¢Qué puedes decir de esto 23. f(x) = (x) s

x-%-6
{x-3)

Ejercicio 2.3 24, £(x)=1+2 22, Lix)~
X

Explica graficamente el significado de los siguientes limites

; 2% : _x*+2x-3
28 f(x)=—"—r 28. f(x)="r
1. lim f(x) = 10 4. lim3+f(x} -0 x+2 = ok x*+x-6

X=»- 00 X—>-

2. lim f(x) = o 5. lim  f(x) = oo ylim_ f(x)
X—>00 x—=>27 X—>2

3. 1i Lfx) = o 6. lim , f(x) = oo y lim f(x)
X-> x—>3 X—>00 S
2.4 Continuidad

Encuentra los siguientes limites

- El concepto de continuidad de una funcién es facil de comprepder, y ademas, es
12. lim  _1_ -y tim indispensable en el estudio y aplicacién del célculo diferencial e integral.

]
x=»3 x-3 x-=»3" x-3

Una funcién continua se describe a menudo como aquella cuya grafica puede dibujarse
13 0m- Loy o hme. ' sin levantar el 1apiz del papel. !

x=2 (x-2)* x-2% (x-2)*

- En esta parte vamos a determinar las condiciones de continuidad de una funcién en
14. lim 2+ 1 ' un punto del dominio, por decir, en x=a, y ademés las condiciones de continuidad en
( X ) un intervalo abierto o cerrado del dominio de la funcién, es decir, en (a,b),[a,bl.

X—>00
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Antes de establecer la definicién precisa de continuidad mostraremos algunas gréf

de funciones que no son continuas o sea discontinuas en un punto del dominio d
funcioén.

y !

y 4

e

ll’ x e

—ii>
i 4

a) lim f(x) no existe b) lim f(x) existe
X->a X—>3

y f(a) no esta definida f(a) no esta definida

¥

c) lim f(x) no existe d) lim f(x) existe
X—>a X->a

y f(a) esta definida f(a) esta definida

Del anélisis de las graficas podemos establecer las siguientes condiciones que deb
cumplirse para que una funcién sea continua en un punto "a".

Definicién

Se dice que una funcién f{x), es continua en un punto del dominio, x=a, si
i) f(a) esta definida : ‘

ii) lim f(x) existe
X—>a

iii) ,I('_Taf(x) = fla)

Ejemplo 1 2

x1-1

La funcién f(x) = e es discontinua en x=-1, puesto que f{-1) no esta definida.
X+

sin embargo f(x) es continua para toda x#-1.

4

Fig. 2.14

Ejemplo 13 e ’
Lla funcién f(x) = 1 os discontinua en x=0, ya que f{0) no esta definiday lim _1_=oe

X x->0 X
7 4

Fig. 2.15
Continuidad en un intervalo

a) Una funcién f{x) es continua en un intervalo abierto (a,b) si lo es en todo numero
del intervalo, aunque f(a) y f(b) no estén definlgos.

b) Una funcién f{x) es continua en un intervalo cerrado [a,b] S.i lo es en todo numero
del intervalo y ademas, que f{a) y f(b) estén definidos, es decir

lim f(x) = fla) vy ""L f(x) = f(b)

X->a X—>

Ejemplo 14 .
La funcién f(x) = : , es continua en el intervalo abierto (-1;1), pero es

y1-x?

discontinua en el intervalo cerrado [-1;1] puesto que f(-1) y f(1) no estan definidos.
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Ejercicio 2.4

Determina si los hay, los valores de "x" para los cuales f(x) es discontinua

1. fix)=x"-1
3. f(x)= :‘
x+4

Fig. 2.16 . 5. £x) =52

Ejemplo 15

La funcién f(x) = o es continua en el mtervalo abierto (0; ), pero es discontinuo Determina si la funcién dada es continua en los intervalos indicados -

7. fx) =x*+2 : it
en el intervalo semiabierto [0; ), pues f(0) no esta definida S 8.0140 e

Py ; a) [-1;4], b)(3; ) a)(1;00) b)[1;0)

9. f(x)=- 10, Flxy =t

a) (-o0;), b)(O; ) a)(-2;3), b)[-2;3]

Fig. 2.17

Ejemplo 16

La funcién f(x) ‘=\/ _x? , es continua en el intervalo cerrado [-1:1], ya que

lim y1-x? = f(-1) =0,y Iin'% yi-x2 = (1) =0
x->1

x—-17
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