el velocimetro del automévil mide, pero la definicién de velocidad instantanea presenta
algunas dificultades. La velocidad se define como la distancia recorrida en cierto
intervalo dividida entre su duracién. Pero si nos interesa la velocidad en cierto
instante particular, deberfamos considerar un intervalo de duracién cero. Sin embargo, |
la distancia recorrida durante tal intervalo serfa cero, y obtendriamos 0/0, una cantidad
que no tiene sentido. '

A fin de definir la velocidad instantdnea de un mévil en cierto instante t, procederemos |
de la manera siguiente. Durante cualquier intervalo con una duracién entre t y t+ At, i
se recorre un incremento en la distancia As. La velocidad promedio es As/At. |
Imaginemos ahora que el incremento At se hace mas y mas pequeno, de modo que |
el intervalo correspondiente es muy pequefio. Asi, es razonable suponer que la
velocidad promedio As/At sobre tal intervalo muy pequeiio estara muy cerca de la
velocidad instantanea en el instante t. Més adn, entre mas corto sea el intervalo At,
mejor aproximaré la velocidad promedio a la velocidad instantanea. De hecho, |
podemos imaginar que si a At se le permite hacerse arbitrariamente cercano a cero,
de modo que la velocidad promedio As/At puede hacerse cada vez mas parecida a la
velocidad instantanea.

En el ejemplo 6 de la seccién 3.1 vimos que la velocidad promedio durante el intervalo
detat + At, de una particula que cae bajo la accién de la gravedad esta dada por :

As

=32t
Ap-32t+16At

Haciendo t =3, obtenemos la velocidad promedio durante un intervalo de duracion At
después de 3 segundos de caida.

As _
E_96+16At

Algunos valores de esta velocidad aparecen en la tabla 1 para diferentes valores del
incremento At. Por ejemplo, la velocidad promedio entre 3y 3.1 segundos se obtiene
haciendo At=0.1:As/At=96+ 1.6=97.6 pies/segundo.

Tabla 1
“ At 0.5 0.25 0.1 0.01 0.001
ILiks/At 104 100 97.6 96.16 96.016

A partir de los valores de la tabla 1 es claro que a medida que At se hace mas y mas
pequefio, la velocidad promedio se acerca cada vez mas a 96 pies/segundo. Es
razonable concluir en consecuencia que 96 pies/segundo es la velocidad instanténed
ent=3.

Lo que hemos hecho es calcular la velocidad media sobre ;ntervalos de tiempo cada

| vez més cortos, comenzando cada uno en t=3. Cuanto mas corto sea el intervalo,

mejor NOs aproximamos a la "verdadera" velocidad en el instante t=3. El concepto
de limite proporciona el modo de alcanzar la mejor descripcion.

Supongamos que un objeto se mueve a lo largo del eje coordenado de modo que su
posicién en el momento estd dada por s(t). En el instante préximo t+ At, esta en

: s(t+At). Por lo tanto, la velocidad media durante este intervalo es

As _ s(t+At)-s(t)

. v. T AT

prom

Y ahora definimos la "velocidad instantanea v" en el instante t mediante

= |im

S(t+At) - S(t)
At—0 t

lim

V= |lim Vprom = A
At—ro_ﬂst

At—=0

' En el caso en que s(t) = 16t?, la velocidad instantédnea en el instante t

V= lim At) - S(t
At-0 t

V= lim 32t + 16At
At—»0

V= 32t

Entonces la velocidad instantanea cuando t=3 es v=32(3) =96 pies por segundo.
Esto confirma nuestra suposicién anterior.

Veamos cémo ésta definicién de velocidad instantdnea de un mévil nos conduce de
manera natural a un proceso de Iimite. La velocidad promedio As/At se calcula en
primer término para un lapso de duracién entre t y t+At, y luego se calcula su valor
Ifmite cuando At-0. Podriamos describir As/At como la razén de cambio promedio de
la posicién, s, con respecto al tiempo, y su limite es la razén de cambio instantaneo
de s con respecto a t.

Existen muchos ejemplos de procesos que se desarrollan en el tiempo y que pueden
describirse por una o més funciones de t. En cada caso, puede darse una definicion
correspondiente a la razén de cambio de la cantidad apropiada con respecto al tiempo.
El ejemplo 1 ilustra un caso tipico del asunto.

- Ejemplo 1

(Crecimiento de la poblacién) -

Durante el perfodo de 10 afios de 1980 a 1990, se encontré6 que la poblacion de clerto

pals estaba dada por la férmula v
P(t)=1+0.03t+0.001t?

en donde P est4 en millones y t es el tiempo medido en afios desde el inicio de 1980.

Calcula la tasa de crecimiento instanténea al inicio de 1985.
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Busquemos la raz6n de crecimiento en t=5. Elincremento dn.Pentret=5yt=5+At
es:

AP p(5 + At)-P(5)
[1+0.03(5 + At) +0.001(5 + At)?]
-[1+0.03(5) +0.001(5)%)
= [1+0.15+0.03At+0.001(25 + 104t + (At)?)]
-[1+0.15+0.001(25)]

= 0.04At+0.001(At)? = At(0.04 +0.001At)

Il

La tasa de crecimiento promedio durante este intervalo de tiempo estéd dada por

AP
=0.04+0.001At
At <

A fin de obtener la tasa de crecimiento instantdnea, debemos tomar el limite cuando
At—0.

lim AP

= lim [0.04+0.001 At] = 0.04
At—0 At

A0

Asl, al inicio de 1985, la poblacién del pals esta creciendo una tasa de 0.04 millones
por afo (esto es, 40,000 por afio).

La razén de cambio instantdnea de una funcioén tal como la del ejemplo 1 es un caso
de lo que llamaremos la "derivada" de una funcién. Daremos ahora una definicion
formal de la derivada.

Definiciéon

Sea y=f{x) una funcién dada. La derivada de y con respecto a x, denotada
por dy/dx, se define por

4 =
‘%‘ lim flx+ A&g) tm

con tal de que este Iimite exista.

o bien

S

A la derivada también se le da el nombre de "coeficiente diferencial” y la operacion
de calcular la derivada de una funcién se denomina "diferenciacion”.

Si la derivada de una funcién existe en un punto particular, decimos que f es
diferenciable en tal punto.

La derivada de y=f{x) con respecto a x también se denota por uno de los simbolos
siguientes: ;

R CIITON

ﬁ(y). %' T o ALY DT
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cada una de estas notaciones indica exactamente |o mismu que dy/dx.

observacion: dy/dx indica la derivada de y con respecto a x si y es una funcion de la
variable independiente x; dC/dq denota la derivada de C con respecto a q si C es una
funcién de la variable independiente q; dx/du indica la derivada de x con respecto a

' usi x es una funcién de la variable independiente u.

! pe la definicién

lim AC.,y dx =

e iy
RO N T e

_g_ = lim Ay, dC
A0 &x ~dq Au>O Ak

Con el propdsito de calcular la derivada dy/dx, procedemos de la manera mgutente
Calculamos y=f(x) y y+Ay=f(x+4x)

1 2. Restamos la primera cantidad de la segunda a fin de obtener 4y y smnphfucamos

el resultado.

3. Dividimos Ay entre Ax y entonces tomamos el Iimite de la expresién resultante
cuando Ax—0.

Ejemplo 2

Calcula la derivada de 2x’+3x+1 con respecto a x.

Solucién
Sea y=f(x)=2x"+3x+1. Se sigue que
y+Ay —f(x+Ax) =2(x+Ax) +3(x+Ax)+1
= 2[x'+2x Ax+ (Ax)*]+3x+3Ax+1
= 2X%+4x- Ax+2(Ax)*+3x+3Ax+1
= 2x% 4 3x+ 1 +Ax(dx+3+2Ax)

Restando y a y+Ay, tenemos
Ay = Ax(4x+3+24x)

y asl, Ay/Ax=4x+3+2Ax. En consecuencia

% =A{im0é£x=m54x+3+26.x)
—>
=d4x+3

Si flx)=2x*+3x+1, se sigue que f'(x)=4x+3.
2)+3=-5

En particular, por ejemplo, f'(-2)=4(-

INTERPRETACION GEOMETRICA

Ya hemos visto que cuando la variable mdependlente“kié-una funcién y=f{x) representa
el tiempo, la derivada dy/dt da la razén de cambto instantanea de y. Por ejemplo, si
s =f(t) representa la distancia recorrida por un movil, ds/dt da la velocidad instantanea.
Aparte de esta clase de aplicacién de la derivada, sin embargo, tiene también una
interpretacién desde el punto de vista geométrico.
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Si P y Q son los dos puntos (xf{x)) y (x+Ax, f(x+Ax)) sobre la grafica de y=/(x), Aqul f(x)=2x-4. Cuando x=3, f’(3)=2(3)-4=2. Por lo tante, la pendiente de la recta

entonces, como se establecid en la seccién 3.1, la razon rangente a y=x-4x en x=3 es 2.
Ay _ f(x+0x)-1(x) | i ;
Dx Ax ' Con el objeto de obtener la ecuacién de la recta tangente, podemos usar la férmula
representa la pendiente del segmento rectilineo PQ. A medida que Ax se hace mas vy ! punto-pendlente
més pequedio, el punto Q se aproxima cada vez mas a P el segmento secante PQ esta Y-y, =m(x-x,)

cada vez més cerca de ser tangente cuando Ax—0, la pendiente de la secante PQ se

aproxima a la pendiente de la linea tangente en P. Asi que Con pendiente m=2 y (x;,y,)=(3,-3), obtenemos

lim Ay = - y-(-3)=2(x-3)
Ao R 5 B V+3=2(x-3)
representa la pendiente de la Iinea tangente a y=f{x) en el punto P(x, ftx)). (véase la o bien
fig. 4). | y+3=2x-6
y=2x-6-3
y=2x-9

y= Flx)

Fla + ax) que es la ecuacion requerida

' Ejemplo 4
Evalda dy/dx para la ecuacién cubica
y=Ax’+Bx’+Cx+D

Fix)

Fig. 4 ° x en donde A,B,C vy D son cuatro constantes
Ejemplo 3 Solucién
Calcula la pendiente y la ecuacién de la recta tangente a la curva y=x’-4x en el punto Reemplazando x por x+Ax, encontramos que
(3,-3) y+Ay=A(x+Ax)’ +B(x+Ax)*+C(x+Ax)+D
=A[x’ + 357 Ax + 3x(Ax)* + (Ax)’]

Solucién +B[x*+2xAx + (Ax)*]+ C(x+Ax)+D
En primer término calculamos dy/dx. Tenemos que y=x’-4x, de modo que
y+Ay=(x+Ax)’-4(x+Ax) Si ahora restamos la expresiéon dada de y, llegamos a que
luego, Ay=/[(x+Ax)*-4(x+Ax)]-y Ay = (y+Ay)y

by = [(x+Ax)-4(x+Ax))-(x*-4x) = A[C +3°Ax+3x(Ax)* + (Ax)’]

Ay = 2xAx+(Ax)*-4Ax + B[’ +2xAx + (Ax)?]

Ay = Ax(2x+4Ax-4) +C(x+Ax)+D-(A+Bx’+Cx+D)
Asl que = A[3x*Ax+3x(Ax)*+ (Ax)’] + B[ 2xAx + (Ax)*] + CAx

Ay _ Ax(2x+0x-4) Por consiguiente,

Ax Ax
Ay _ AY = A[3x+3xAx+(Ax)}]+B(2x+Ax)+C -
= 2x+Ax-
K 2x+Ax-4 Bx
En consecuencia, i X el
= lim Ay = lim 2x+Ax-4 Haciendo que Ax se aproxime a cero, observamos que los tres términos de la derecha
% Ax—rO'fx A—O que incluyen a Ax como factor tenderan a cero en el limite. Los términos restantes
dan el resultado siguiente:
Y .ox-4
dx

% ix{imO%: 3Ax°*+2Bx+C
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A partir del resultado de este ejemplo, es posible obtener e nuevo algunos de los
resultados de los ejemplos anteriores. Por ejemplo, si hacemos A=0, B=2, C=3y
D=1, la funcién cubica del ejemplo 4 se convierte en y=0¢ +2+3x+1=2x+3x+1,
que se consideré en el ejemplo 2. De la ecuacién anterior, tenemos

% =34 +2Bx+C=3(0)x* +2(2)x +3=4x+3

que es consistente con los resultados del ejemplo 2

Ejercicio 3.2

Calcula las derivadas de las funciones siguientes con respecto a las variables
independientes segun el caso,

1. flx)=2x-5 2. flx)=2-5x

3. g(x)=7 4, g(t)=-3

5. fix)=x 8. g(t)=3F+1

7. fw)=w+u+l 8. g(x)=x’-3x+7
9. h(x)=7-3x 10. fix)=1/x

11. Calcula dy/dx si: (aly=3-2x; (b) y=3x+7
12. Determina du/dt si: (a) u=2t+3; (b) u=1/(2t+1)

13. Determina f '(2) si f(x)=5-2x
14. Calcula g’(4) si g(x)=(x+1)
15. Encuentra F’(3) si F(t)=£-3t
16. Determina G’(1) si G(u)=w-u+3

Determina la pendiente de la tangente a las gréficas de las funciones siguientes en los
puntos indicados. Encuentra la ecuacioén de la linea tangente en cada caso,.

17. y=3x-4 en x=2
18. y=x’+x+2 en x=-2
19. (Crecimiento de las ventas)
El volumen de las ventas de un disco fonogréfico particular estd dado como una
funcién del tiempo t por la férmula
S(t) = 10,000 + 2000t-200t?
en donde t se mide en semanas y S es el nimero de discos vendidos por
semana. Determina la razén en que S cambia cuando
a.t=0 b.t=4 c.t=8

20. (Crecimiento de la poblacién)
Cierta poblacién crece de acuerdo con la férmula
p(t) = 30,000 + 60t?
en donde t se mide en afios. Calcula la tasa de crecimiento cuando:
a.t=2 b.t=0 c.t=5
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3.3 Derivadas de Funciones Elsvadas a una Potencia

Por Ip que se expuso en la seccién 3.2 quedé claro que el encontrar derivadas de
funciones utilizando la propia definicién de derivada no siempre es sencillo y por lo
g.eneral lleva tiempo. Esta tarea puede simplificarse en forma apreciable usando
ciertas férmulas estdndar. En esta seccién, desarrollaremos férmulas con objeto de

:lrl\contrar las derivadas de funciones elevadas a una potencia y combinaciones de
as.

Empecemos retomanqo_ el ejemplo 4 de la saccién 3.2. Considerando casos
e§pgciales de los coeficientes A,B,C y D en ese ejemplo, obtenemos los resultados
siguientes.

TEOREMA 1

(a) La derivada de una funcién constante es cero.
(b) Si y=x, entonces dy/dx=1

! (c) Si y=x’, entonces dy/dx=2x
(d) Si y=x’, entonces dy/dx=3x"

Demostracién
(@) Enla funcién y=Ax'+Bx’+Cx+D, hagamos A,B y C iguales a cero. Entonces

vy =D, una funcién constante. La expresi6n general de dy/dx es 3Ax* +2Bx +C (por
el ejemplo 4 de la seccion 3.2) y es cero cuando A=B=C=0.

(b) Si hacemos A=B=D=0y C=1, obtenemos y=x y dy/dx=1, como se requeria
(c) y (d) Se prueban en forma similar

En términos geométricos, la parte(a) del teorema 1 asegura que la pendiente de la
recta y =c es cero en todo punto de ella. Es obvio que esto es cierto porque la grafica
de y =c es una recta horizontal, y cualquier recta horizontal tiene pendiente cero

Ejemplo 1 g Pag
a}(s)’o 5 B-E(—z-)zo

C.OI"I base en los resultados de las partes (a) a (d) del teorema 1, podemos observar
cierto patrén en las derivadas de potencias de x,y=x". Tenemos el resultado siguiente
TEOREMA 2

Que es vélido para cualquier valor real de a.

I Si y=x", entonces % =nx*' . (Férmula de la potencia) i
Verbalmente, a fin Qe encontrar la derivada de cualquier potencia constante de x,
reducimos la potencia de x en 1 y multiplicamos por el exponente original de x.
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Al final de esta seccién, probaremos esta férmula de la derivada de x* en el caso(
que n sea un entero positivo. Sin embargo, es vélida para todos los valores reg
de n.

En otras palabras, "la derivada de la suma de dos funciones es igual a la suma de las
_ derivadas de las dos funciones".

‘ Ejemplo 4
Calcula dy/dx si y= x?+/x
Ejemplo 2

d z
(a) ?E(x7) = =70 Solucién

La funcién dada es la suma de X’ y x'. En consecuencia, por el teorema 4, podemos
diferenciar estas dos potencias por separado.

& iy - S, 3 an
(b) gl e on gk resal

dy= d 2 d 112
ax @ X g ()
(c) i(i):f_(t-m)=_&t-lf2—l=_it—3n: -1
R N - 257
Este teorema puede extenderse de inmediato a la suma de cualquier ndmero de
d 2 () o (u?) =—2u21=_py3=_2 f funciones y también a diferencias entre funciones. Por ejemplo:
du u2 du TE |

& (u-v) o Ju. . dV
d d LI 5 5 dx dx-odx
) R &2 W 4”18 W IR S MY XTI WS )
dx dx d d d d
g (47w = 58 4 BF _OW
dx Ax ' 1A% ...dx
etc.
TEOREMA 3
Si ufx) es una funcién diferenciable de x y ¢ es una constante, entonces
d (cu) =¢ du Ejemplo 5
ax dx Determina la derivada de 3x*5x°+7x+2 con respecto a x.
Esto es, la derivada del producto de una constante y una funcién de x es igudl  Soluci6n
producto de la constante y la derivada de la funcion. Sea y=3x*“5x+7x+2
Ejemplo 3 ‘ Se sigue que
d (cxm=c-L (x") = cu)=nct dy_d ;e
(a) = (cx )‘CE: (x")= cmx")=nex" T (3x*-5C+7x+2)
a v ed 4 d 3 d d
= e [ 3T =y Saddd oy o i,
(b) _‘1.(_4_)=i(4t")=4_§_(t-l):4(-1-t-2)=_i dX( ) dX( X)+dx( X)+dx(2)
o § gl Saill. dt 02
) 9 (2/ua) ol (2u'?) =2 9 (uiry=2. Lyw-iy-in. 1 Usamos el tec')renja 4 a fin de expresar la derivada de la suma 3x*-5X°+ 7x+2 como la
du du du 2 i suma de las derivadas de 3x,-5x°,7x y 2.  Calculando estas cuatro derivadas,
obtenemos
TEQREMA 4 9Y = 3045°)-5(3x) + 7(1x) +
Si ufx) y v(x) son dos funciones diferenciables de x, entonces dx (X 7O13% )+ Al sthen
3 =12x-15x+7
d _au v
E o L o | porque x’=1]
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Expresiones en que aparecen paréntesis pueden derivarse después de eliminar log
paréntesis. Por ejemplo, si deseamos calcular dy/dx cuando y=x*(2x-3), en primg
término escribimos y=2x-3x>. En esta forma, podemos derivar y como en el ejemplo
5, y obtener dy/dx=6x’-6x. O si y=@x+2)(x*-3), empezamos desarrollando log
productos, obteniendo y=x’+2x>-3x-6. A partir de esta etapa, procedemos otra ve;
como en el ejemplo 5 y obtenemos que dy/dx=3x*+4x-3.

En forma similar, podemos simplificar fracciones con denominadores monomiales
antes de diferenciar. Por ejemplo, si

5t4+7t2-3

y==——
2t |
escribimos primero y= gt%%u;_t‘? . Después de derivar los tres términos por|
I
separado, obtenemos |
Y _5t+3t3 |

dt

Demostracién del teorema 3. Sea y = cu(x). Entonces si x se reemplaza por x + Ax se |
convierteen u + Auyyeny + Ay, de modo que :

y + Ay = cu(x + Ax) l
= c(u + Au)

Restando tenemos que Ay = c(u + Au) - cu = cAu. La divisién de ambos lados entre |
A x nos da !

AY:C Au
BE o BY

Tomando el limite cuando Ax - 0, tenemos que

lim Ay = lim cAu = clim A
M AﬁO‘A(‘AJ/ T g
Esto es,

dy 25 du
dx  ax'
como se requerfa. En forma alternativa, podemos escribir

d ey ol
Z= teTix) Y=e - [£(x]]

Demostracién del teorema 4.
Sea y=u(x)+v(x). Siax se le da un incremento Ax. Puesto que y, u y v son funciones |
de x, se incrementan en y+Ay,u+Au,v+Av, en donde "
y+Ay = ux+Ax)+v(x+Ax)
= (u+Au)+(v+Av)
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La resta de'y a y+Ay da

Ay = (U+Au+v+Av)-(u+v)=Au+Av
Dividiendo entre Ax, tenemos
Ay_Au_ Av
Ax Ax Bx

Si ahora hacemos que Ax tienda a cero, obtenemos

B o v =B A+ How A
AR Ao Rl T pm Al

Esto es,
dy _du dv
dx dx dx

que es el resultado requerido.

Por ultimo probaremos la férmula de las potencias cuando 7 es un entero positivo. La
demostracién dada utiliza el resultado siguiente del 4lgebra.

Si n es un entero positivo.
a-b'=(a-b)(@"" +a b +a> b +... +ab? +b")

Este resultado es facil de verificar multiplicando las dos expresiones del lado derecho
término a término. Debe observarse que el nimero de términos en el segundo
paréntesis de la derecha es igual a n, la potencia de a y b en el lado izquierdo.

Considere los ejemplos siguientes
n=2:a*-b*=(a-b)(a+b)
n=3:a-b’=(a-b)(a*+ab+b?)
n=4:a"-b*=(a-b)(@+a’b+ab’+b’), etc.

Demostracién del teorema 2

La derivada de x" con respecto a x es nx*!, en donde n es un entero positivo.

Demostracion
Sea y=x". Cuando x cambia a x+Ax, se incrementa a y+Ay, en donde
y+Ay=(x+Ax)"

La sustraccién del valor de y de y+Ay nos da
Ay=(x+Ax)"-x"

Con el objeto de simplificar esta expresién de Ay, usamos la identidad algebraica que

se dio antes, haciendo a=x+Ax y b=x. Asi pues, a-b=(x+Ax)-x=Ax, de modo que
Ay=Ax[(x+Ax)"" + (x+Ax) 2 x+ (x +Ax) 2+ ...

+ (x+Ax) x4+
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