Con objeto de encontrar el valor de n para P mé&xima, derivamos y hacemos igual a
cero la derivada dP/dn.

% _-600-60n
dn

y dP/dn=0 cuando 600-60n=0, esto es, si n=10. Asi que la densidad de 10 peces por
unidad de 4rea da la produccién total maxima. El valor maximo de P es

P = 600(10)-30(10)* = 3000
es decir 3000 gramos por unidad de area. Es obvio que a partir de la grafica de P
como una funcién de n que el valor n=10 corresponde al méximo de P. Sin embargo,
podemos verificarlo usando la regla de la segunda derivada.

fP-_60
dul

La segunda derivada es negativa (de hecho, para todos los valores de n) por lo que el
valor critico n= 10 corresponde al maximo de P.

Consideremos otro ejemplo de naturaleza puramente matematica.
Ejemplo 2

Determina dos nimeros cuya suma sea 16 de tal forma que su producto sea tan
grande como sea posible.

Solucién

Sean los dos nimeros x y y, de modo que x+y=16. Si P=xy denota su producto,
entonces necesitamos determinar los valores de x y y que produzcan que P sea
maximo.

No podemos derivar P de inmediato, puesto que es una funcién de dos variables, x y
y. Sin embargo, estas dos variables no son independientes sino que estan relacionadas
por la condicién x+y=16. Debemos usar esta condicidn a fin de eliminar una de las
variables de P, dejando a P como funcién de una sola variable. Tenemos que y=176-x,
y asf

P= xy = x(16-x) = 16x-x*
Debemos encontrar el valor de x que haga a P maximo.

#®_16-2x
dx

4.5 Aplicaciones de M4ximos y Minimos

E_n la préct.lca surgen mucha.xs §ituaciones en que deseamos maximizar o minimizar
cierta cantidad. El ejemplo Siguiente representa un caso comun del asunto.

Ejemplo 1

gConsewacidn optima) Un ecélogo cultiva peces en un lago. Entre méas peces
introduzca, habrd mas competencia por el alimento disponible y el pez ganara peso en
forma _més lenta. De hecho, se sabe por experimentos previos que cuando hay n peces
por unidad de érea del lago, la cantidad promedio en peso que cada pez gana durante

una temporada estd dada por w=600-30n gramos. ;Q
: : . ué valor de n con
produccién total méxima en el peso de los peces? ¢ 2 ks

Solucién

La ganancia en pesp de cada pez es w=600-30n. Puesto que hay n peces por unidad
de drea, la produccién total por unidad de area, P, es igual a nw. Por consiguiente.

P = n(600-30n)
= 600n - 30n*

La gréfica de P contra n aparece en la figura 25. P es cero cuando n es cero dado que
en ese mqmento no hay peces. A medida que n aumenta, P se incrementa hasta un
valor méximo, luego decrece hasta cero otra vez cuando n=20. Si sigue creciendo, P
decrece porque para valores grandes de 7 los peces ganarén muy poco peso y algun'os
de ellos moriran, de modo que la produccién total serd pequeda.

2000 (10, 3000)

2000

1000

Fig. 25



Con objeto de encontrar el valor de n para P maxima, derivamos y hacemos igual a
cero la derivada dP/dn.

®_600-60n
dn

y dP/dn=0 cuando 600-60n=0, esto es, si n=10. Asi que la densidad de 10 peces por
unidad de 4rea da la produccién total méxima. El valor maximo de Pes

P = 600(10)-30(10)* = 3000
es decir 3000 gramos por unidad de &rea. Es obvio que a partir de la gréfica de P
como una funcién de n que el valor n=10 corresponde al maximo de P. Sin embargo,
podemos verificarlo usando la regla de la segunda derivada.

fP__60
dﬂ’

La segunda derivada es negativa (de hecho, para todos los valores de n) por lo que el
valor critico n= 10 corresponde al maximo de P.

Consideremos otro ejemplo de naturaleza puramente matematica.
Ejemplo 2

Determina dos nimeros cuya suma sea 16 de tal forma que su producto sea tan
grande como sea posible.

Solucién

Sean los dos nimeros x y y, de modo que x+y=16. Si P=xy denota su producto,
entonces necesitamos determinar los valores de x y y que produzcan que P sea
méaximo.

No podemos derivar P de inmediato, puesto que es una funcion de dos variables, x y
y. Sin embargo, estas dos variables no son independientes sino que estén relacionadas
por la ‘condici6n x+y=16. Debemos usar esta condicidn a fin de eliminar una de las
variables de P, dejando a P como funcién de una sola variable. Tenemos que y=16-x,
y asl

P=xy = x(16-x) = 16x-X°

Debemos encontrar el valor de x que haga a P maximo.
#-16-2x
dx

Asl que, dP/dx=0 cuando 16-2x=0, esto es, si x=8 i
; 5 =8. La segund P/dx’=
-2<0, y x=8 corresponde a un maximo de P. ¥ softinebl - F o

Cuando x=38, también y=8, de modo que el valor maximo de P es igual a 64.

La solucién de problemas de optimizacién del tipo anterior con frecuencia se encuentra
que es una de las dreas més dificiles del célculo diferencial. La principal dificultad
surge cuando es necesario escribir el problema dado en palabras en ecuaciones. Una
vez que las ecuaciénes se han construido, por lo regular es rutinario compleiar la
solur::lén usando un poco de célculo. Esta tarea de expresar problemas en palabras en
térmmos. de ecgacicnes matematicas ocurre a menudo en todas las ramas de
matemétncag. aplicadas y es algo que el estudiante interesado en las aplicaciones
debera dominar en sus cursos de célculo a fin de que sean de utilidad.

~ Por desgracia, no es posible dar répidas y contundentes reglas por medio de las cuales

cualquier ;?rot_)It.ama yerbal pueda reescribirse en ecuaciones. Sin embargo, existen
algunos principios directores que conviene tener en mente.




Identifica todas las variables involuradas en el problema y denota
cada una de ellas mediante un simbolo.

En el ejemplo 1, las variables eran n, el nimero de peces por
unidad de &rea; w, la ganacia promedio en peso por pez, y P, la
produccion total de peso de peces por unidad de éarea. En el
ejemplo 2, las variables eran los dos numeros xy y,y P, su
producto.

Destaca la variable que ha de ser maximizada o minimizada y
exprésela en términos de las otras variables del problema.
Volviendo al ejemplo 1, la produccién total P se maximizé, y
escribimos P=nw, que expresa a P en términos de ny w. En el
ejemplo 2, el producto Pde x y y se maximizé y por supuesto

P=xy.

Detremina todas las relaciones entre las variables. Exprese estas
relaciones matematicamente.

En el primer ejemplo, se daba la relacion w=600-3n. En el segundo,
la relacién entre x y y es que su suma debia ser igual a 16, de
modo que escribimos la ecuacién matematica x+y=186.

Paso 4 Expresa la cantidad por maximizar o minimizar en términos de las
otras variables. Con objeto de hacer esto, se utilizan las relaciones
obtenidas en el paso 3 a fin de eliminar todas excepto una de las
variables.

Recurriendo de nuevo al ejemplo 1, teniamos que P=nw y w=600-
3n, de modo que, sustituyendo w, se obtiene P en términos de n:
P=n(600-3n). En el ejemplo 2, tenemos que P=xy y x+y=16, por lo
que, sustituyendo y obtenemos P=x(16-x).

Paso 5 Una vez que se ha expresado la cantidad requerida como una
funcién de una variable, determina sus puntos criticos e investiga
si son maximos o minimos locales.

E-ﬁ=====l_

Seguiremos estos pasos en otro ejemplo.
Ejemplo 3

(Costo minimo) Se ha de construir un tanque con una base cuadrada horizontal y lados
rectangulares verticales. No tendra tapa. El tanque debe tener una capacidad de 4
metros cubicos de agua. El material con que se construira el tanque tiene un costo de
$10 por metro cuadrado. ¢Qué dimensiones del tanque minimizan el costo del
material?
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Solucion

paso 1 Las variables en el problema son las dimensiones del tanque y el costo de los
materiales de construccion. El costo depende del drea total de la base y de los lados,
los cuales determinan la cantidad de material usado en la construccién. Denotemos
con x la longitud de un lado de la base y con y la altura del tanque. (Véase la Fig. 26.)

la cantidad que debe minimizarse es el costo total de material, que denotamos con
&

paso 2 C es igual al &rea del tanque multiplicada por $10, que es el costo por unidad '

de 4rea. La base es un cuadrado con lado x, de modo que tiene un adreax’. Cada lado

gs un rectangulo con dimensiones x y y, y tiene un érea de xy. El érea total de la base

més los cuatro lados es por tanto x’+4xy. En consecuencia, escribimos
C=10(+4xy)

Fig. 26

Paso 3 Observa que la cantidad por minimizar estd expresada como una funcion de
dos variables, de modo que necesitamos una relacién entre x y y a fin de eliminar una
de éstas. Esta relacion se obtiene del requerimiento (establecido en el problema) de
que el volumen del tanque debe ser de 4 metros cubicos. El volumen es igual al area
de la base por la altura, esto es, X%y, y asi tenemos la condicién

xy=4
Paso 4 Por el paso 3, y = 4/x% y asi
C = 10 [X*+4x(4/x)] = 10 [x>+16/x]

Paso 5 'Podemos derivar la Gltima expresién y determinar los puntos criticos de C.
§=10(2x—Lf) =20 (x-=) =0
X X
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Asl, x -8/x*=0y por tanto x’=38; es decir, x=2.

La base del tanque deberfa tener en consecuencia un lado de 2 metros de longitud.
La altura del tanque es ahora dada por

y =4/t =4/2) =1

Es f4cil verificar que d° C/d> 0 cuando x=2, de modo que este valor de x representa
un minimo local de C.

Una de las aplicaciones més importantes de la teoria de maximos y minimos es a las
operaciones de empresas comerciales. Esto ocurre por una raz6n simple, es decir que
una empresa selecciona su estrategia y nivel de operacion en tal forma que maximice
su utilidad. Asf pues, si la administracién de la empresa sabe cémo depende la utilidad
de alguna variable que puede ajustarse, entonces eligiran el valor de tal variable de
modo que produzca la méxima utilidad posible.

Consideremos el caso en que la variable a ajustar es el nivel de produccion, x (el
namero de unidades del producto de la empresa elaboradas por semana 0 por mes).
Si cada una unidad se vende a un precio p, el ingreso es R(x)=p(x). El costo de
producir x articulos depende de x y se denota por C(x), la funcién de costo. Se sigue
que la utilidada es una funcién de x dada por

P(x) = R(x) - C(x) = px - C(x)
Deseamos elegir el valor de x que haga a P méxima.
En primer término abordemos el caso en que una pequefaempresa vende su producto
en un mercado de libre competencia. En esta situacién, el volumen de ventas X de
esta empresa particular no afectara el precio del mercado para el articulo en cuestion.
Podemos suponer que el precio p es constante, independiente de x, determinado por

fuerzas econémicas fuera de control de nuestra pequefia empresa. El ejemplo siguiente
ilustra un problema de esta clase.

Ejemplo 4

(Maximizacién de utilidades) Una pequefia empresa manufacturera puede vender todos
los articulos que produce a un precio de $6 cada uno. El costo de producir x articulos
a la semana (en délares) es

C(x) = 1000+6x-0.003x*+ 10%°

¢Qué valor de x debemos seleccionar con objeto de maximizar las utilidades?
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1.

Solucién

El ingreso producido por la venta de x articulos a $6 ki
gL cada uno e =
Por consiguiente, la utilidad por semana es P

P(x) = R(x)-C(x)
= 6x-(1000+6x-0.003x°+10°¢°)
= -1000+0.003x*-10°¢

A fmI daI encoptrar ql valor méximo de P, buscamos los puntos criticos en la forma
usual y luego investigamos su naturaleza. Derivando obtenemos

P’(x)=0.006x-(3 X 10°)x’

'y haciendo P’(x)=0, encontramos que x=0 6 x=2000. Podemos aplicar a cada uno Pde

estos valores el criterio de la segunda derivada:

P’(x) = 0.006-(6 X 10°%)x

‘de modo que
P’’(0) = 0.006>0 y P’’(2000)= -0.006<0

Asf que x=0 es un minimo local de P(x), mientras que x=2000 es un méximo local. Este

ditimo valor representa el nivel de produccién en que la utilidad es maxima.
_Este valor estd dado por b

P(2000) = -1000+0.003(2000)*-10°(2000)°

= 3000
o $3000 por semana.

Ejercicio 4.5

(Teorfa de nimeros) Determina dos numeros cuya suma sea 10 tales que su
producto sea maximo.

(Teorfa de nimeros) Encuentra dos nimeros con suma igual a 8, de modo que
la suma de sus cuadrados sea un minimo.

(Teorfa de nimeros) Determina dos numeros pbsitivos cuya suma sea 75, tales
que el producto de uno por el cuadrado del otro sea maximo.

(Teorfa de nimeros) Determina dos nimeros positivos con suma igual a 12 de
modo que la suma de sus cubos sea un minimo. '
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10.

11.

12.

(Geometria) Demuestra que entre todos los rectangulos de area igual-a 100
centimetros cuadrados, el que tiene perimetro mas pequeno es el cuadrado de
lado’igual’a 10 centimetros. .~ TE D ;

(Costo de cercas) Un granjero desea delimitar una parcela rectangular de area
900 metros cuadrados. La cerca tiene un costo:de $15 por metro. ¢Cuéles
deberfan ser las dimensiones de. la parcela de modo que se minimice el costo
del cercado? ;Cémo cambia su respuesta si ek costo de cercado sube a $20?

(Costos de cercas):Repite.el ejercicio 6 en el.caso de que uno de los lados de
la parcela es comun a:.una:cerca ya existente y sOlo es necesario cercar tres
lados.

(Disefio de un folleto impreso) Un fol!eto'mimpréso ha de contener 48 pulgadas

cuadradas de espacio impreso con margenes de-3 pulgadas en la parte superior

e inferior y margenes laterales.de .1 pulgada. ;Qué dimensiones. del folleto
consumiran la minima cantidad de papel? :

(Disefio de una cisterna) Se construird una cisterna con capacidad de 324 pies
cubicos de agua. Debera tener una base cuadrada con cuatro lados verticales,
todos fabricados con concreto, y-una tapa superior de acero. Si la unidad de
4rea de acero cuesta el doble que la correspondiente al concreto, determina las

‘dimensiones.de la cisterna que minimizan el-costo total de construccion.

(Disefio de una cisterna) Repite el ejercicio 9 si la forma de la cisterna es un
cilindro con base y tapas circulares.

(Costo promedio minimo) El costo promedio de fabricar cierto articulo es

T=5+843x?

en donde x es el nimero de articulos producidos. Encuentra el valor minimo de
c

(Utilidad m&xima) Una empresa vende todas las unidades que produce a $4
cada una. El costo total de la empresa C por producir x unidades esta dado en
délares por = ¢ g AR SO0 R 13 (i 4 LY

C =50+ 1.3x + 0.001x°
a) Escribe la expresién para la utilidad total P'comt una funcion de x.
b) Determina el volumen de producciénx de modo que la utilidad P sea maxima
c) ¢Cuél es el valor de la'utilidad maxima? ' -
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CAPITULO 5
LA INTEGRAL

INTRODUCCION

Hasta ahora en nuestro estudio del célculo, nos hemos ocupado del
proceso de diferenciacién (esto es, el célculo y aplicacion de las
derivadas de funciones). Esta parte del tema se denomina calculo
diferencial. Enseguida abordaremos el segundo campo de estudio dentro
del 4rea general del célculo, denominado célculo integral, en que nos
interesara el proceso opuesto a la diferenciacion.

Hasta ahora hemos visto que si s(t) es la distancia recorrida en el
instante t por un moévil, la velocidad instantdnea es v(t) = s’(t), la
derivada de s(t). A fin de calcular v, s6lo derivamos s(t). Sin embargo,
puede suceder que ya conozcamos la funcion velocidad v(t) y se requiera
calcular la distancia recorrida s. En tal situacién, conocemos la derivada
s’(t) y buscamos la funcién s(t), una etapa opuesta a la diferenciacion.
Por ejemplo, podemos estar manejando un modelo de costos en que el
costo marginal es una funcion conocida del nivel de produccion y
necesitamos calcular el costo total de producir x articulos. O bien,
podriamos conocer la tasa de produccion de un pozo de petréleo como
funcién del tiempo y debemos calcular la produccién total durante cierto
periodo.




