10.

Después de servir una taza de café, este se va enfriando de tal forma que la
»diferencia” entre la temperatura del café y la temperatura de la habitacion,
decrece exponencialmente con el tiempo, segun la "ley del enfriamiento de
Newton". Supongamos que sirves una taza de café. Tres minutos despues mide
su temperatura y encuentras que est4d a 85° C. Cinco minutos despues de la
primera lectura, encuentras que se ha enfriado a 72° C. La habitacion se
encusentra @ una temperatura de 20° C. Sl

¢ =|a temperatura del café
D =|a diferencia de temperaturas (la del eafé menos la de la habitacién),
t=gl tiempe desde gue se tomo la primera leetura de temperatura.

Dernuasira gue entendiste |as definiciones de Dy t, eseribiendo |a infarmacién
dada como dos pares ordenados, (t,D).

Determina la ecuacion particular expresando D en términos de t,

JCuél es el valorde t cuando el café fue servido en la taza? Sustituye esie valor
de t en la ecuacién y encuentra D. Basados en tu respuesta, (Cudl era la
temperatura, c, del café cuando fue servido en la taza? “

Considera que el café se puede tomar, a partir de una temperatura de 55° C,
(Cuénto tiempo después de haberse servido, se puede tomar el café?
Utilizando las propiedades de las funciones exponenciales, determina la
temperatura del café, c, cada cinco minutos, desde t=10 hasta t=60. No
olvides sumarle al valor de D calculado, la temperatura de ia habitacién.
Traza la gréafica de la funcion, temperatura del café contra tiempo, desde que
sue servido en la taza hasta t=60. Dibuja una linea punteada en el lugar
apropiado para mostrar la asintota.
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CAPITULO 6
FUNCIONES ALGEBRAICAS RACIONALES

_En este cgpftulo estudiarés funciones que son divisibles por una variabl

independiente. El concepto matematico mas importante es que conoz .
qué pasa cu.ando la variable tiene un valor cercano a cero. Para egfs
ciebgn manejar operaciones con fracciones y por lo tanto mz;ne'ar var? .
técnicas de factorizacion. Los modelos matematicos a usar sonjllamadgi

(] s Ue A" ]
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6.1 Introduccién a las funciones algebréicas racionales.

Una expresion algebraica racional es una expresion que puede ser escrita COMO una
razén de dos polinomios.

= "H
 5x-3 .4 (yaque esiguala ¥ -4, ete.

Ejemplo: :
l x*-2%x+5 1

Una expresién como  no es una expresién algebraica log. X

racional, ya que no es una divisién de polinomios.

Definicion:

rmﬂ e e
Funcién Algebrdaica Racional

Una funcién algebréica racional (o simplemente "funcion racional”) es una
funcién cuya ecuacién general es: ‘

1) =5

donde P(x) y Qfx) son polinomios.

Lo més interesante de las funciones racionales es que conozcas qué pasa cuando el
valor de X que selecciones hace el denominador igual a cero.

Objetivo:

Descubrir marcando diferentes puntos en el plano cartesiano, cémo es la grafica
de una funcién racional.

Ejercicio 6.1

Dado f(x) .

xt-x-6

Encuentra f0), A2), A5), A-1) y A-3)

(Qué notas al encontrar f13) y f1-2)7

;Qué numeros son excluidos del dominio de dicha funcion?

Para que tengas una mejor idea de lo que pasa cerca de x=3y x=-2, graficay
trata con los puntos f12.9), A3.1), Ai-1 Oy A-2.1)
Basado en tu gréfica, que podria pasar cuando el
denominador igual a cero?

sl ek el

valor de x hace &

o2

6.2 Graficas de funciones racionales, discontinuidades y asintotas

En el eierc;;é:i% anterior graficaste una funcion como esta:

|

£l sustituir v evaluar valores para x se facilita si primero simplificas la funcién. Para
simplificar factgélza el denominador dado, entonces quedaria asi:

£(x) =

(x+2) (x-3)

cancelando tirginos semejantes queda: (siempre y cuando la x=-2).
£(x)= TN T ——sparax#3y asi es mas fécil sustituir los valores de x en

asta funcion que en la original.

Aquf mostramos algunos valores
X f(x

x (3 £ (x) X £(x)
5 2 § -2 Novalor 1 1
) by
4 43 4 =2 2 -
3 —_:. 0 —%_ 3 No valor
4 1
Los valores de x cercanos a 3 producen interesantes resultados:
e e Rl s i
£(2.9) =_(_2739L__3_5.= _01_1=-1o
fi3.01)=100

fi2.99) =-100 etc.

Mientras mas se acerca la x a 3 mas grande es el valor de f{x). Como x no puede ser
igual a 3 hay una asintota vertical en x=3.

Los valores cercanos a -2 producen los siguientes resultados:

£(-2.1)= + i bt
( ) (-2.1-35 -5.1

£(-1.9)= 1 _&_...z
A T ) e v
1

Cuando - z :
x se acerca a -2, fix) se acercaa - COMO X NO puede ser igual a -2, queda

vl vk

un hoyo en el punto (-2, -..15) . La gréfica se muestra en la siguiente figura.
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Un lugar donde la gréfica de una funciéon termlng y 2mpieza de ﬂuevodge llama
discontinuidad, si la gréfica se dispara hacia el infinito como en el punto x_~3, a esto
se le llama asintota vertical. Sila gréafica solo termina y empieza sobre el Mismo punto
la discontinuidad es llamada discontinuidad removible, el nombre se da ya que la
discontinuidad es removible si se cancela el término (x+2) en el numerador y

denominador entonces queda f{-2) para ser igual a =5

Objetivo:

Dada la ecuacion de una funcion algebréica racional, simplificarla (si se puede),
encuentre las discontinuidades y dibuje la gréfica. /

Ejercicio 6.2

Los siguientes problemas estan disefiados para repasar tus habilidades
P1. Multiplicar (x+3)(x+3)

P2. Factorizar (X’ +5x+4)

P3.: Multiplicar (x-2)(x-7)

P4. Facterizar (x**-8&+135)

P5. Multiplicar (x+3)(x-2)

P6.  Factorizar (C-8&+15)

P7. Multiplicar (x-5)(x+2)

P8. Factorizar x*-4x-3

P9. Encuentre el 70% de 300

P10. Escriba en forma exponencial log.p =2

Haz los siguientes ejercicios
1. :Grafica- f(x) 28 para valores de x de 0.1 hasta 10 (escoge algunos valoresl,
¥ v ks X

luego grafica desde -10 hasta -0.1. ¢Qué pasa cuando xX=0? ;Cual es s
relacion de la gréfica con el eje x?
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; =
2. Dada la funcién g (x) =

a) Da valores a la x, y grafica.

b) ¢(Qué pasa cuando x=1? |

c) ¢Cémo es la gréfica de la funcién g relacionada con la funcién fdel problema 1?
x-2

x*+3x-10

~Muestra las asintotas y las discontinuidades removibles.

- Bosqueje la graficade r(x)-=

4, Problema de la cancelacion.

E%F_é probar c#o y d#0

6.3 Productos especiales y factorizacién

Ya has aprendido anteriormente que dos binomios pueden ser multiplicados
distribuyendo cada término de uno de ellos por los términos del otro binomio. Un
trinomio cuadratico puede ser factorizado buscando los dos binomios apropiados. En
esta seccion aprenderds codmo multiplicar y factorizar algunos binomios especiales
rapidamente al mismo tiempo multiplicar polinomios con una rapidez razonable.

1. Producte de binomios conjugados

Suponga que dos binomios iguales a excepcion del signo son multiplicados.
Ejemplo (2x+5)(2x-5)
Distribuyendo tenemos 4x>-10x+10x-25

= fx-25§

El resultado es una diferencia de dos cuadrados. Los binomios de la forma a-by a+b
son. llamados binomios conjugados. Los binomios conjugados pueden ser

multiplicados réapidamente si recuerdas que los términos de en medio siempre se
cancelan. ;

Produéto de binomios conjugados
(@-b)(a+b)=a*-b’

T

No confundas la multiplicacién de binomios conjugados con un binomios elevado al

Cuadrado. Tal como (a-b)*=a*-2ab+b’ ya que un binomio al cuadrado si tiene término
de enmedio.

2. Producto de polinomios

L.ltilizan_do el mismo modelo de la propiedad distributiva, puedes multiplicar cualquier
tipo de polinomios.
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Por ejemplo:

(@-2d°+50-7) (@+4a-3)
=g +_4g;"—,ig’-2_g‘-8tz’+ 64> +5a +20a’-15a- 7a°-28a+21
= @ +2a*-6a° +19a>-43a+21

Con la préactica puedes ir combinando términos semejantes rapidamente.

Obijetivo: ;
__‘__

Podras multiplicar binomios conjugados Y polinomios con mas de dos términosy
podras factorizar diferencias de dos cuadrados y trinomios cuadraticos.

Ejemplo 1
Factorizar completamente 16a*-b*

Solucién
Primero debes reconocer que es

16a%>-b*= (4a+b)(4a-b)

una diferencia de cuadrados; entonces:

Ejemplo 2
Multiplicar: (x+4)(3x-2)(x+5)

Solucién

Primero debes multip

tercer binomio.
(x+4)(3x-2)(x+5)

= (3 +10x-8)(x+5)

= 3 +25x°+42x-40

licar los dos primeros binomios y el resultado multiplicario por#

Ejemplo 3
Factorizar completamente
5y’-405y°

Solucién
Primero obtienes su factor comun

=5y’ (y*-81)

Luego factorizas diferencias de cuadrados

=5y 67-9)(y*+9)
=5y’ (y+3)-3)(y’+9)

Ejemplo 4
Factoriza completamente
3a*-16a-12
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Solucion
La técnica de factorizacion de trinomios cuadréticos es la siguiente:
Primero necesitas dos factores que multiplicados den 34?, entonces puedeﬁ ser

3-16a-12=(3a )@ )

Luego dos factores que multiplicados den -12
3a*-16a-12=(3a+2)(a-6) pueden ser

Come la combinacién te tiene que dar -16a : ; |
>om - por pruebay err 1 as’
que te de dicha combinacién. e nurme,rc.),s i

Entonces la solucion es
3a*-16a-12=(3a+2)(a-6)

Complemento

.“

Factorizar completamente:
Un polinomio esta completamente factorizado cuando este escrito 'como un

producto de dos o més poli i e
[Riogclo Co ¢ mas pol‘lnorrluos con enteros como sus coeficientes.

Ejercicio 6.3

P1. Bosqueja répidamente y=_2
X

B2 Encué}nfra le Dendienie de la linea : '
: S que pasa por los puntos (2,7) y (8,10
P3. Bosqueja la grafica de una funci6 ; ; (FL YR, ) )
s Driiis uncidn cuadratica con una interseccion en x neg‘ativa
P4. (3x10%)(2.10°)

P5. Suma 11:+3
5 4

P6. Encuentra-el 20% de 400

P7. Resuelve 17=3x-2

P8.. Simplifica 3+ 7(8-6)

P9. Dibuja un tridngulo isésceles

P10. Completa el trinomio cuadrado perfecto (x*-20x+ )

Para los siguientes problemas multiplica los polinomios

1. (@-2)(a+7) 2. (a-6b
. (a-6b)(2a-7b)

3. (x-3)(x+3) 4, (3x+4)(3x-4)

5. (12x-7y)(12x+7y) 6. (@+1)(@-1)

;. (]1-4x3)(121 +4x’) 8. (2x-y)(2x-y)
e (10(23:—4-3:}2 10. (@*-2a+5)(a-3)
13. (szzm -3a-2) 12. (@a+b)(@-ab+b%)
1'.5- %—#;)(3;-1) i 14. (-6x+8)(*-7x+1)
= 23 ;(aﬁri)j;j +2a+5) 16. (C-x+2)(C+3x-5x+4)

- {6-6)(a-4)(a - 18. -1)(a-
s o2 R e e
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Para los siguientes problemas factorice completamente

21. a*-9a+20 22. 2a°*-4a-70
23. 10a*+3ab-b* 24, 6x3-11xy-10y°
25. 6x*+ 7x-20 26. 6X°+37x-20

28. 12p*7p-12
30. ¢?-22¢+121

27. 4a°+25a-21
29. 25m*+40m+16

Para los siguientes problemas factorice las

_ diferencias de dos cuadradog
completamente. :

31. x*-25 32. 1629

33. 4-814° 34. 1-36a°

35. 16x°-64 36. 27-3y°

37. & 38. x/%-y*

39. m’-n? 40. Xy’-x’y’
41. (@-3)*-25 42. 81-(2a+7)}

43 Producto de dos polinomios por computadora.

Escribe un programa de computadora que multiplique dos polinomios dados. Cuando
el programa corra, la computadora te preguntara el grado y los coeficientes de cad
polinomip. Entonces la computadora calculard los coeficientes del producto ¢
imprimira la respuesta. Ej. (0C-2x 4 5x-7) (* +4x-3).

6.4 Maéas factorizaciones y gréficas

En esta seccién aprenderas a factorizar una suma y diferenciarla de cubos y aplicards
dichas técnicas para analizar gréficas de funciones racionales. Ademaés encontraré
una manera sistemética de factorizar trinomios cuadraticos.

1. Suma vy diferencias de cubos

Si multiplicaras (a+5)(a’-5a+25)

Obtienes =g’-5a*+25a+5a*-25a+125
S0 =a+125

Los términos de enmedio se cancelan y la respuesta es una suma de cubos. L Sum
de cubos puede ser factorizada como el producto original.
(a+5)(@*-5a+25)

El primer factor es obvio, ya que es el binomio sin los cubos. El primero v &l Gltime
término del segundo factor son los numeros del primer factor elevados al cuadradd!
| término de enmedio se obtiene multiplicando los términos del primer factor con’
signo gpuesto.

e

=

| Factorizacién de una sumay diferencia de cubos.
@+’ =(a+b)(a*-ab+b’)
@-b’=(a-b)(a* +ab+b’)
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2. Factorizacién de trinomi ;
h e 0s cuadratico
de enmedio. s usand

Supbn que quieres factorizar el sigui : :
200°+39a+18 guiente trinomio

Necesitas encontrar 2 factores que multiplicados den 360 (esto es 20X 18)

den el término de enmedio, o sea 39. - y sumados

Por lo tanto puedes usar el siguiente modelo:

FACTORES DE 360

SUMA = 39
1, 360 :
2180 361 No
3, 120 182 No
123 No
12, 30 ;
|

Por lo tanto factorizas de la sigui :

20Q2.+39a+l8' iguiente forma:
= 20a?+24a(+150+18
= da(5a+06)+3(5a+6)
= (Sa+6)(da+3)

Factorizacion de trinomios separando el término (;Ie enfnedio

Al factorizar ax®+bx+c
1. Multiplica aXc

g.‘gncugntra c’jos _nﬂmeros que multiplicados den aXc v sumados &
; ep$r§ el término de enmedio en dos términos que tengan como
__'lee 'lclentes los factores encontrados y factorizas. ;

T ——— -

gij;gnprue_b_g del 'discriminaqte para los trinomios cuadraticos primos
que tienes un trinomio cuadratico tal como ¢*+5q-14= (x—2)(x+'7)

La ecuacién i :
- gualada a cer PR .
az+5a_]4#0 o tiene la siguiente solucién

) a7

Estos :

0s v : ;

Cuenta Z:?;esihacenl los factores igual a cero. Si solo observas los factores te dar4

5e puede f.actosriC;Z?flglent?s son enteros y puedes concluir que un trinomio "ruagi tica

ey r siy solo si su correspondi : . vty

lacionales com 4 p ente ecuacidén cuadrética ti

4 g 0 solucidn y la solucién seré raci : ene

Cuad sera racional si y solo si el discriminz
Jadrado perfecto. Entonces tenemos del trinomio de arriba: il

ratico
numeros
nte as un
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0 la técnica de separacion del término



