6. Problema de velocidad de un automovil

La policfa puede estimar algunas veces la velocidad a la gque viajaba un automdvil
antes de frenar a partir de la longitud de las marcas de las liantas scbre el pavimento,
Suponga que en una superficie seca la longitud de las marcas sea 18 mis., 0u§ndo la
velocidad es 50 mts/hr. Suponiendo que la velocidad es directamente proporcional a
la rafz cuadrada de la longitud de las marcas.

a) Escribe la ecuacion particular.

b) Estima la velocidad inicial si la longitud de las marcas es de %0 mts.
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CAPITULO No. 8

RELACIONES CUADRATICAS Y SISTEMAS

La ecuacion general de la funcién cuadratica del capftulo 4, tiene la
forma:

y=ax’+bx+c

S| en esta ecuacion la variable "y" estuviera elevada al cuadrado, 0
existiera en ella un término "xy”, o ambas a la vez, la relacion seguirla
siendo cuadrética, pero podria no ser una funcion. -

En este capitulo aprenderds a determinar los diferentes tipos de curvas
que resuitan de la ecuacion general de una relacion cuadrétiCa, y seras
capaz de dibujar sus gréficas, a su vez, aprenderas a encontrar la
ecuacion particular de estas relaciones, a partir de un lugar geometrico
dado.

Por ultimo, usaras estas relaciones como modelos matematicos para el
estudio de problemas del mundo real.
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8.1 Introduccion

A la funcién cuadratica que conoces y=ax’+bx+c le agregamos el térming ¥ 6xy,la
raiacion sigue siendo cuadrética pero puede que no sea una funcidn. Veras en este
capftulo como son las gréficas de estas relaciones y coOmo estén relacionadas con un
cono circular recto. De ahl el nombre de Secciones Cénicas.

Estas secclones cénicas son buenos modelos mateméticos de 1os planstas,
seroespacio y otros ebjetos que viajan sobre la influgneia de la gravedad.

Definigién:

secifioada por Ia eeuaaién

i Una re!aaié uadréti CT na relaalén es
| Ax'+Bry+Cy' +Dx+Ey+F=0

| donde 4,8,C,0,E y F estdn como gonetanies.

Tu objetivo va a ser determinar cémo van a ser las gréficas de tal relacién y cémo las
& constantes afectan la gréfica,

Para empezar traza una gréfica de cada relacién, escoge valores para x y caicula los
valores correspondientes paray hasta que tengas suficientes puntas para trazar una
curva, cuando hayas terminado, ve si puedes tener algunas conclugiones acerca de
la forma, tamafio y locacion de cada grafica. i

E}eréicio 8.1 '
1 {ry)x +y =25} 2. {(ty)xX+y+6x=16)
{(x.y)x'+y*-49=21} 4. {yr+y+ox-dy=12)

@ :

8.2 Circulos

En el ejercicio que acabas de resolver descubriste que las gréficas de aigunas
relaciones cuadraticas son circulos. En esta seccion vas a aprender por que esto 2§
verdad y a utilizar los resultados para dibujar las gréficas répidamente.

Objetivo:
= >

=TI ==

circulo y ser capaz de dibujar la gréfica rapidamente.

i Darl

}

i
o

a ecuacioén de un

Para lograr este objetivo vas a empezar con la definicion geom#étrica de! circulo y usal
esa definicion para saber cémo es la ecuacion de un circulo.

Definicién geométrica del circulo

e = e

% Un circulo es un conjunto de puntos en un plano, en donde cada uno de
g 2stos puntos son equidistantes de un punto fijo llamado centro.
L cees s 2 .
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Imagina que un circulo con radio r unidades tiene su centro en el punto fijo (h,k) en el
sistena coordenado cartesiano, como lo muestra la figura 8.24. Donde la distancia
entre (x,y) Y (hk) es el radio (r) del circulo. La distancia puede ser expresada en
términos de las coordenadas de dos puntos usando la férmula de la distancia.

AY
{x, y)

ih, k)

Figura 8.2a
Formula de la distancia

Objetivo:

———

S—
Expresar la distancia entre dos puntos en el sistema coordenado cartesiano,
en términos de las coordensdas de los puntos.

la figura 8.2h muestra que Ax, Ay y la distancia d entre los dos puntos, son las

medidas de los lados de un triangulo rectdngulo.

hy

yZ

LY =y, -y,

Figura 8.2b
Por el teorema de Pitdgoras, obtenemos:
¢’= (Ax)2+(Ay)? vy sustituyendo r por d, x-h por Ax, y y-k por Ay

F= .(X-h)z+ (y-k)* nos queda
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asuacion general del circulo con centro en (hk) y radio=r. Si el centro astéd en g
origen, entonces (h,k)=(0,0). En este caso la ecuacién se reduce a: :
Payt=r

Para mostrar que una ecuacién es realmente la de un circulo, es suficiente transformar
ia ecuacién a la férmula general. Esta transformacién debe ser completando el
cuadrado.

Elemplo.
firéfica la relacién
5 ey o 6x-4y=12w0

solucién: Conmutando y asociando los términos que contienen x v JH y los términos
qua contlenen y y »*, después agregando la constante 12 a ambos miembros nos dé
(Gt ) + (dyt. )= 12

L3 espacios en blanco dentro del paréntesis son para que complates el cuadrado,
agregando 9 y 4 en la lzquierda para completar los cuadrados, y en la derecha para
balancear la ecuacién, nos da:

iP+6x+9) + (Y-dy+d4)= 12+9+4 o0 ses,

a+3)} + (y-2)'= 25 : ‘

Por lo tanto la gréfica va a ser un circulo de 5 unidades de radio con centro en (h,k)=
(-3,2) como lo muestra la figura 8.2¢c. El conocimiento previo de que ig gréfica es un
efroulo, con el centro y el radio conocidos, debe permitirte trazar la gréfica mucho mas

répido.

t .
ot s R e e
-3

(x+312 ¢+ (y-242 = 25

Figura 8.2¢

Uno de los objetivos es determinar los efectos de las constantes AB,CDEy Fenla
gréfica de

Ax?+Bxy+Cy?+Dx+Ey+F=0
Lo anterior nos lleva a la conclusién acerca del tamaiio relat.ivo de A Y C '
L.a grafica de una relacién cuadratica va a ser un circulo si los coeficientes de 108
+arminos x° y ¥* son iguales ( y el término xy es cero).
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Si la expresién es una desigualdad, entonces la grafica va a ser la regién de adentro
del circulo, si el simbolo es " <" como es indicado en la figura 8.2d, o fuera del circuio
si el simboloes ">" : - : '

¥

x+32 + y-202 < 25

Figura 8.24d

Los siguientes ejercicios son para que practiques las graficas de circulos y regiones
circulares dados por la ecuacién o desigualdad.

Ejercicio 8.2 Fid

Para problemas del uno al diez, completa el cuadrado (si es necesario) para encontrar
el centro y el radio. Después dibuja la gréafica.

1. X2 +y-10c+8y+5=0 2. X +y 4+ 12x-2y+21=0

3. X +y-6x-4y-12>0 4. X4y +16x+10y-11<0

5. X’ +y*-8x+6y-56<0 6. X*+y’ +4x-18y+69>0

7. 2 +y*+4x-5=0 8. X’ +y-14y+48=0

9. X+y’= 49 10. X +y’=

Dibuja ia gréafica de:

. Una funcién lineal

. Una funcién cuadréatica

. Una funcién exponencial decreciente

. Un sistema lineal inconsistente

. Una desigualdad lineal

Ung funcion discontinua en x=3

8. Una funcién con asintota vertical en x=2

-0 o0 om

Escribe la ecuacién general de:
h. Una funcién lineal

i. Una funcién cuadrética

I Una funcién exponencial
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Para problemas del 11 ail161es.crib‘e la‘ecuacién de los circulos descritos.
11. Centroen (7,;5}, pasando .por'(3,’-2)
12. Centro en (-4,6), pasado por (-2,-3)
13. Centro en (-9,-2), pésado pdr_ (0,0)
14. Centro en (5,-4), pasado bér (0,3)
15. Centro en el origen, conteniendo (-6,-8)
16. Centro en el origen, conteniendo (-5,1)
17. Escribe la ecuacién general péra un circulo:
a. de radio r, con centro en un punto del eje x
b. de radio r, con centro en un punto del eje y

c. con radio r, y centro en el origen.

18. ;Qué supones que significa circulo de un punto?
(C6émo puedes saber de la ecuacién, que el circulo, es un circulo de un punto’

19. A veces la grafica de una relacién cuadratica no tiene puntos ;Como puedes
saber a base de la ecuacidn si esto va a suceder?

20. Introduccién a Elipses. En este problema vas a encontrar como es la gréfica,
si los coeficientes de x? y y? no son iguales, pero tienen el mismo signo. Haz las
siguientes cosas para la relacion cuya ecuacion es

O +25y*=225

a. Resuelve la ecuacién para y en términos de x

b. Explica porque hay dos valores para y por cada valor de x entre -5 y 5.
c. Explica porque no hay valores reales para y cudndo x>5 y x<-5

d. Calcula valores para y por cada valor entero de x entre -5 y 5.

e. Traza la gréfica, debes obtener una figura cerrada llamada Elipse.

8.3 Elipses

Si en la ecuacién del circulo los coeficientes de x° y y* son iguales, en la Elipse
diferentes pero con el mismo signo. Si hiciste el problema 20 del ejercicio 8.1
encontraste que la gréfica de

9 +25yP=225
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Mostrada en la figura 8.3a es una Elipse.

-3

9x2 4 25y2 ~ 225

Figura 8.3a

Aprenderds en esta seccion las propiedades de las Elipses que te van a permitir trazar
las gréficas rdpidamente.

Las partes de una Elipse tienen nombres especiales como lo muestra la figura 8.3b.
Todas las Elipses parecen circulos aplanados. Ahora si tu sabes cuél es el centro y
cudnto mide el eje mayor y el menor, puedes dibujar la gréfica rdpidamente. El truco
estd en transformar la ecuacion, para que estas longitudes aparezcan.

Empezaremos con 97 +25y’=225

divides ambos miembros de la igualdad por 225 para que el miembro derecho sea igual
ait,

2
% 2517 225
225 225 225
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Vértice Vértice

Figura 8.3b
E! 5 bajo x es la distancia del centro de la gréfica en la direccion x. El 3 bajo yesk

distancia del centro de la grafica en la direccion y. i
Estas distancias seran llamadas radio x y radio y, como se muestra en la figura 8%

Definicidn:

Radio x y radio y. ; oA )

Si una elipse tiene sus ejes. mavor y menor paralelos a los ejes coordenados
entonces

El radio x es la dustanma del centro de la Elipse en la direccion x y,

El radio y es la distancia del centro de la elipse en la direccion y.

Comparando las gréaficas en las figuras 8.3b y 8.3c, puedes ver que el radio x Y&
radio y son cada uno la mitad del eje mayor o menor.

L ¥4

Figura 8.3c

©23226

La mitad del eje mayor es llamado semi eje mayor. La mitad del eje menor es llamado
semi eje menor. El eje mayor de una elipse puede ser vertical como en la figura 8.3¢
u horizontal como en la figura 8.3a. El semi eje mayor es igual al radio y o al radio x,
segun sea el caso.

Sear, y r,losradios x y y respectivamente la ecuacién general de una elipse con
centro en el origen es

(). z)
e B A B
Siel centro es (h,k) entonces xy y en la ecuacion de arriba son reemplazados por (x-k)

y (y-k), como lo hicimos con la ecuacién general del circulo.

Conclusién
La grafica de

[ = (e

es una elipse con centro en el punto (h,k) que tiene r, unidades desde el centro en ia
direccién positiva y negativa de x, r, unidades desde el centro en la direccién positiva
Y negativa de y. :

Ejemplo 1.

Dibuja la gréfica de

252 +9y*-200x+ 18y +184=0
Solucion. . _
Para dibujar la gréfica rapidamente debes transformar la ecuacién a la forma anterior
completando el cuadrado. Primero restas 184 a ambos miembros, conmutas y asocias
lo que te queda en el miembro izquierdo, obteniendo

(25x7-200x) + (9y*+18y)= -184
Sacando de factor comun los coeficientes de x° y ¥’ nos queda

25(%-8&+__) + 9y’ +2y+_ )=-184
los espacios en blanco son para que completes el cuadrado, agregando 1€ vy
completas los cuadrados en el miembro izquierdo y requieres agregar 25- 16 y 8- 1
en el miembro derecho para balancear la igualdad o sea

25(*-8x+16) +9(y*+2y+1)=-184+25-16+9 ]
Escribiendo en términos de cuadrados perfectos el miembro nzqwerdo y haciendo
Operaciones en el derecho nos queda

25(x-4)*+9(y+1)*=225 ,
Dividiendo ambos miembros por 225 obtenemos la ecuacién de la forma deseada

25(x-4)%, 9(y+1)? 235
225 225 228
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