Si: 9(x+5)2 -4(y- { =-36
a es la longitud del semi eje transverso L ARS8y

b es la longitud del semi eje cojugado 4
¢ es el radio focal , y (_X.+._.5,)2+( )2=1
d, y d, son las distancias desde un punto (x,y) en la hipérbola a los dos focos.

Entonces: La gréfica es una hi'pérboi_a abfiéndgse en la direccion de y con centro en (-5,4). Las
e | d;-d, | =2a longitud del eje transverso asintotas son de inclinaciones 4_-_2_ y vértices del eje transverso 3 unidades hacia
i1 A=a+b’ . ; .
il arriba, y hacia abajo en la direccion de y.
}- Si el centro de la hipérbola esta en el origen, entonces (h,k)=(0,0) y estas ecuacnones Usando esta informacion, primero debes localizar el centro después, dibujar las
Iy se reducen a asintotas con la inclinacion apropiada. Los Unicos puntos que necesitas trazar son los
I vértices, Con esta informacidn procedes a graficar la hnpérboia como se muestra en
jié ____2_ By o 20 ot 1T A Iaflgura84f
l ( ) (ry) =1 6 (rx) +(ry) 1
Ejemplo 2
Ejemplo 1. : Encuentra y traza Ios focos de la hipérbola del ejemplo 1.
Mt Dibuja la gréafica de Solucién = a2+b2
e 9x*-4y?+90x + 32y +197=0 ?=2—2+32
it Fnl3

c= Y13
c=3.61
Los focos son +3.61 unidades desde el centro, como lo muestra la figura.

Ejercicio 9.4 :
Contesta las preguntas.

2. Evalta Y32

b. Simplifica: -3x(x+5)-17

¢. Multiplica: (3x+xy) (3x-xy)

d. factoriza (x+3)-16

e. ;Qué tipo de funcmén t|ene la ecuacion general y— ab'?

H‘r

[ =

Para problemaa del 1 al 18.

a.Completa el cuadrado (si es necesarlo) encuentra ei centro, dibuja las asintotas,
traza log vértices, después dibuja la gréfica.

b. Calcula el radio focal y traza los focos.

1. 25x%-16y*-100x-96y-444=0 2. 4x*-9y*+ 16x+108y-344=0

3. 25x*-9y° +300x-126y +684=0 4., 4x*-36y*-40x +216y-80=0
5. X-y? +4x+16y-69=0 6. X2-y*-dx-8y+796=0

Figura 8.4f ' 7. 9syP-90x +4y +302=0 8. x*-4y*+4x+32y-96=0
8. W?-4y’-54x-16y-79=0 10. 25x%-4y* +200x-8y+796=0

Solucién . 1. 167-9y’+144=0 12. 25x°-144y*-3600=0

Primero transforma la ecuacién completando el cuadrado 13, 474-5y'=16 : 14. 27x*-4y*=-36

9 +10x+ )-4(y-8y+ )=-197 18, 16°-3=-11 - - ; 16. 5P-7y=17
90 +10x+25)-4(y*-8y+16)=-197+9.25-4.16 17. 9 y=0 - 18. 4x-y’=0
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8.5 Parabolas

La ecuacién general’ y=ax’+bx+c cuya gréfica es una parabola con’ sus ejes
simétricamente vertncaies como se muestra a la izquierda de la figura 8. Sa Sila Iy
y son invertidas, x=ay’+by+c la parébola tiene ejes horizontales simétricos, como|
muestra la parte derecha de la figura 8.5a.

iy

l
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| L
|
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x=ayithy+c

y=us?+hx+c

Figura 8.5a

Todas las técnicas para graficar que has aprendido se aplican solamente para cuando
los roles de x y y son cambiados. La forma del vértice, luce como

x-h=a(y-k)’ -
La ecuacién puede ser transformada a esta forma, completando el cuadrado. Lg
manera rapida de encontrar el vértice se aplica, solamente para y en lugar de x Lt
ordenada de y, k, del vértice es dada por :

b
2a

ObjethO

7
Dando la ecuacion de una parébola encontrar el vértice y las lntersecmones.

dibujar la gréafica.

Ejemplo:

Para x=-2y*+12y-10

a) Encuentra el vértice y las mtersecmones
b) Dibuja la gréfica

Solucién:
a) La ordenada de y del vértice es
= b == 12 =
YA TN D) 3
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Sustituyendola y por el 3 nos d4
x=-2(3+12(3)-10=8
-entonces el vértice esta en (8,3)
Si y=0, x=-2(0)*+12(0)-10=-10 para la interseccién x :
Six=0, 0=’2y2+12y-10_, resolviendo nos dd 5 y 1 para las dos intersecciones de.y.

b) La gréfica se muestra en la-figura 8.5b

e ¥ 18,3

I T T e G () WO B
- - - B
-10 . 8 iy

x2=2y? 412y = 10

Figura 8.5b6

Tu puedes saber, viendo la ecuacién, si la grafica es una parabola. La ecuacién va a
tener s6lo un término cuadratico. Si el término de x° no aparece, la gréafica se abre an
la direccién de x. Si el término y* no aparece la gréfica se abre en la direccién y.

En la siguiente seccion vas a aprender como distinguir cud! es la gréfica de ;.,Ldquie :
relacion cuadrética, con sélo ver la ecuacién. También aprenderas que las par abo as
tienen una definicion geométrica que involucran el foco.

Ejercicio 8.5

{Cuél sera la grafica?

a) X’ +y*=25 d) x’+y*=-25
b) x?-y?=25 e) x+y=25
¢) xX’-y*=-25 f) x-y=25

Contesta las preguntas.
g) ¢Qué porcentaje de 200 es 307

h) Si ta recorres 50 millas en 2 %

i) Divide 90 entre _:1;

horas, ;Cudl es tu velocidad promedio?

)} Evalta el nimero complejo i’

241




Para los problemas del 1 al 10
a) Encuentra el vértice y las intersecciones
b) Dibuja la gréfica

1. x=y-4dy+3 2. ~—y'°+2y 3

3. x=-3y-12y-5 4, x=-Sy+30y+11

5.x= > y4+3y+4 6. x= __y' 2y-9

7. ——4»(/+20" 16 8. x= _g_x-_.}.z-{_, :-.Tl
i ]

L x=y +2y-3 e L

9. x=y +2y 10. x =)

Para los problemas del 11 al 14, dibuja la gréfica rapidament=.

11. y=x 12. y=-x
13. x=-y* 14. x=y*

15. Conclusionas de la parabola.

De ias graficas de ios problemas del 11 al 14, qué caracteristica de |a ecuaciénda s
parédbola nos dice que se abre:

a) ¢En la direccién positiva de y?

b) ¢En la direccion positiva de x?

c) ¢(En la direccion negativa de y?

d) ;En la direccion negativa de x?

8.6 Ecuaciones con definiciones geométricas.

Conoceras las definiciones geométricas, para el circulo, elipses, hipgrbolas ¥
aprenderds ia definicion geométrica de la pardbola. También aprenderas Hiia
definiciones geométricas. Usando este conocimiento td vas a deducir ecuaciones pdi@
tas gréaficas.

Objetlvo

i T— = = e g it e 2 e L

Dando la dﬂfmlcnon geométrica de un conjunto de puntos. Derivar una eguadioh |
I relacionando x y y. Si ia ecuacién es cuadréatica, decir si la gréfica es un ¢irculd,

E! una elipse, una hipérbola o una pardabola.

e ki ]

Los circulos, elipses, hipérbolas y parabolas tienen un nombre familiar qus pro
de su relacién con rebanadas (secciones) de un cono. Como se muestra en 18
8.6a. ;

Un cono completo tiene dos mitades. Si el plano atrawnsa uno de los elementas 08
cono paralelamente, ia seccidn es una parabola, si el plano excede & posicion pat *i‘ g
y va a cruzar las dos mitades formando una hlpﬂ-rtm- a. Si el plano no tieng
inclinacién suficiente, una de las mitades va a quedar fuera vy la grafica va a s&f uné
elipse. El circulo es formado por un plano perpendicular que atraviesa al eje dei aond
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Debido a las propiedades mencionadas, los circulos, hipérboias, elipses y parébolas
tienen el nombre de secciones cdnicas. El cono de luz de una ldmpara 5393(2.‘ be ia
figura de una hlpérbola como en la gréfica 8.6b lo puedes experimentar en casa.

/

- parabola
circulao

elipse

Figura 8.6a

cono de luz

sombra hiperbélica
en la pared.

S
H. * ldmpara
LA

T

Figura 8.65
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Es hora de establecer la segunda parte del objetivo. Si la ecuacion es cuadrética, deg;

qué seccion conica va a ser la grafica. Para hacer esto tienes que poner juntos los

conocimientos que has aprendido acerca de los coeficientes de 10s términy,

cuadraticos en la ecuacion de una relacién. La siguiente tabia te ayudaré.

Reconocimiento de las secciones cdnicas segun sus ecuaciones

Circulo: los términos x° y y* tienen coeficientes iguales.

Elipse: los términos x* y y* tienen coeficientes desiguales, pero con el mismg signo

Hipérbola: los términos x? y )? tienen coeficientes con signo contrario.

Parabola: la ecuacion sélo tiene un término cuadrado. Si el término x° no aparese, J;
parébola se abre en la direccién de x. Si el término y* no aparece, !a paréboiss
abre en la direccién de y.

Nota:Las conclusiones anteriores asumen que no hay el término xy. Si hay &! térming

xy, para identificar la seccién cénica se explicard en la seccién 8.7 en uno de o
problemas del ejercicio.

Ejemplo:
La parébola es definida como un conjunto de puntos coplanares, donde ia gistanca

de estos puntos a una recta llamada directriz y a un punto fijo ilamado foco s
iguales.

Encuentra la ecuacidn de la parébola, donde su foco es (2,3} y su directriz es Iz line
y=-7. Muestra que la ecuacién tiene la forma y=ax’-+bx+c

!\IIL‘IL

y=-7
\dimctrl?
9
Figura 8.6¢
El primer paso es dibujar la figura mostrando el foco y la directriz dadcs (figura 8.6¢)

Después escoge un punto cualquiera que pudiera estar en la grafica, y
&,y). Por la definicién anterior de la parébola d,=d,.

El punto donde el segmento marcado d;, encuentra la linea y=7 tiene wordma(‘
(x;-7), entonces d; y d, pueden ser encontradas usando la férmula de la distancié
Sustituyendo las coordenadas apropiadas en la ecuacién d,=d, obtenemaos,

Y rnr)rg_‘,‘ 35':‘.13‘1

1/(x.--x)2+(j/+7)2 =/ (x-2)%+(y-3)2 la cual se reduce a
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P14y +49=x>-dx+d+y -6y +9

ly+7]=V(x-2)2+ (y-3)2 Elevandoal cuadradoambos miembros, se

transforma en una ecuacion polinomial
Desarrollando los binomios cuadrados en
el miembro derecho, nos queda

Y+ 14y +49=(x-2/+(y-3)

Eliminamos. los términos de y°, dejando solo un término cuadrado. La ecuacion se
puede transformar en:

Wy=x-4x-36 0 y= L x?-1x-2

20 5 5

Ya que esta Ultima ecuacion tiene la forma y=ax’+bx+c, puedes ver que este grupo
de puntos descritos geométricamente concuerda con tu vieja definicion de una
pardbola como la grafica de una funcién cuadratica.

El siguiente ejercicio estd disefiado para darte practica encontrando ecuamones e
identificando las gréaficas acerca de definiciones geométricas.

Ejercicio 8.6

Para los problemas del 1 al 12, encuentra la ecuacién polinomial con coeficientes

enteros para el conjunto de puntos coplanares descritos. Df si la gréfica es o no una

seccion conica y de ser asf cual es. ;

1. Para cada punto (x,y), su distancia al punto fijo
distancia al punto fijo (3,0)

2. Para cada punto (x,y), su distancia a un punto fijo (0,-5) es

(-3,0) es el doble de su
% de su distancia

al punto fijo (0,5)
3. Para cada punto (x,y), su distancia desde un punto fijo (4,3) es tres veces su
distancia a el punto fijo (-1,2)

4, Para cada punto (x,y), su distancia desde un punto fijo (-1,-3) es .21. de su

distancia al punto fijo (15,-8)

5. Cada punto esté el doble de lejos de la linea x=3 como lo esta de la linea y=-2

6. Cada punto (x,y) esta tres veces mas lejos de la linea y=5 como lo esta de la
lIinea x=1

7. Cada punto es equidistante al punto (3,-4) y la linea y=2

8. Cada punto es equidistante al punto (2,5) y la linea x=-3

9. Para cada punto, su distancia desde el punto (-3,1) es la mitad de su distancia

de la linea y=4

10. Paracada punto, su distancia desde el punto (-4,-1) es %de veces su distancia

de la linea x=-5
11. Para cada punto, su distancia desde el punto (0,3) es = de veces su distancia

de la linea y=-3
12. Para cada punto, su distancia desde el punto (4,0) es dos veces su d:stancna
de la linea x=-4
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13.  Usa la definicién geométrica del elipse, para mostrar que la elipse con focos

(4,0) y (-4,0) y su eje mayor de 10 unidades de largo es
9x2-16y° =144

14. Usa la definicion geométrica de la hipérbola para mostrar que la hipérbola g,

focos (5,0} y (-5,0) y eje transverso de 8 unidades de largo es
-16y*=144

15. Muestra gué otra definicién del circulo es un grupo de puntos para los cualg
su distancia desde un punto fijo (f,0) es ¢ veces su distancia desde el punto fijo
(-f,0) j

16. Encuentre la ecuacién polinomial para un grupo de puntos donde su distancia
desde un punto fijo (f,0) es e veces su distancia de la linea vertical x =-f, donde
se representa una constante. Muestra que la grafica va a ser una elipse
0<e<1I. Una pardbola si e=1 o una hipérbola si e> I oy

17. Las definiciones geométricas en el problema 16 son llamadas definiciones
"FOCO-DIRECTRIZ" de las secciones cénicas. La linea es llamada "directriz"
el punto fijo es llamado "foco" y la constante ¢ es llamada "excentricidag"
¢Cual va a ser la excentricidad para un circulo?. ;Dénde va a estar |a directriz
para un circulo?. Pudiera pensarse que la pardbola pueda tener un segundo
foco, como las elipses e hipérbolas. ;Donde supones que estaria este segundo
foco?

8.7 Relaciones cuadraticas con el termino xy.
En esta seccién vas a descubrir que las relaciones cuadréticas en donde aparece ¢l
término xy, sus gréficas siguen siendo conicas con la diferencia de que el término 1y

gira la grafica y afecta su forma. :

Obijetivo:

Determinar que efectos tiene el término xy en la ecuacién de una relacién
cuadratica sobre la gréfica.

El siguiente ejercicio estd disefiado para lograr este objetivo.

Ejercicio 8.7
1. Traza la gréfica de xX*+y*=9
2. Las siguientes ecuaciones son distintas de la ecuacion del problema 1, solo por 3
adicién del término xy
i. X+xy+y’=9 ii. X +dxy+y’=9
a) Para cada relacién, escoge valores para x, calcula los valores correspondientes
de y y traza la gréfica. ;
b) Para cada grafica, di cual de las secciones conicas es trazada.
c) ¢El término xy afecta las intersecciones de x y y?
3. Grafica las relaciones siguientes: _
a) x*+y*-10x-8y+16=0 b)  xX*+xy+y-10x-8y+16=0
c) x’+2xy+y*-10x-8y+16=0 d)  X+dxy+y>-10x-8y+16=0
4. Di que seccién cénica va a ser cada una de las graficas del problema 3
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5. Usa tus gréficas de los problemas 1, 2 y 3 para contestar las siguientes preguntas:
a) ¢(Cuando estd el término xy en la ecuacién, puedes seguir diciendo que la
seccion conica va a ser la grafica con solo observar los coeficientes de x* y y*?
b) La ecuacién Ax*+Bxy+Cy’+Dx+Ey+F=0 tiene un discriminante, el cual es igual
a: B*-4ac :
Calcula el discriminante para cada una de las ecuaciones de los problemas 1,
2y 3
c) Muestra que el signo del discriminante, nos dice lo siguiente acerca del tipo de
seccién conica:
Circulo o Elipse -
Parabola - discriminante = 0
Hipérbola - discriminante > 0
6. Prueba que la gréfica de una funcién de variacién inversa es una hipérbola.

discriminante < Q

8.8 Sistemas Cuadréaticas.

Hay situaciones en el mundo real donde es importante saber donde se cruzan las
gréficas de relaciones cuadraticas. Por ejemplo las trayectorias de las naves
espaciales, planetas, cometas, etc., etc. Las cuales viajan bajo la accion de la
gravedad describiendo circulos, elipses, hipérbolas o parébolas, como se muestra en
la figura 8.8a. Encontrar el punto donde una nave espacial cruza la trayectoria de un
planeta que se acerca es de fundamental importancia. Los barcos en el mar usan el
sistema LORAN, (para navegacién de radio de largo alcance), para encontrar su
locacién, recibiendo sefiales de radio las cuales las colocan en varias hipérbolas. El
punto de interseccién de las hipérbolas dice la posicién del barco figura 8.8b

plancta (trayectoria
cliptica).

Cometa
trayectoria paralbolico
o hiperbélico.

Figura 8.8q
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