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6.3 COMPLETANDO AL CUADRADO

Ya conoces como elevar un binomio al cuadrado. Por ejemplo (x+3)?

= (x+3)(x+3) Definicién de un cuadrado

=x?+3x+3x+9 Multiplica cada término de un binomio por cada
término del otro.

=x*+6x+9 Agrupa términos semejantes

Recuerda que la formula rapida de hacer esto, es la siguiente:

1. Eleva al cuadrado el primer término de (x+3)
2. Agrega dos veces el producto de los dos términos en (x+3)
0. Agrega el cuadrado del ultimo término en (x+3)

(x+3)*=x*+6x+9

Para asegurarte que puedes hacer esto, trabaja el ejemplo siguiente, cubriendo la
respuesta hasta que hayas terminado cada parte.

EJEMPLO 1
Efectua el cuadrado
a) (x+6)°
(x+6)° Escribe la expresion dada
=x*+12x+36 12x es 2(x)(6) y 36 es 6
b)  (x-8°
(x-8)° Escribe la expresion dada
=x?-16x+64 -16x es 2 (x)(-8)x y 64 es (-8)°. No olvides el signo
negativo (-).

Si conoces este modelo, puedes invertir el proceso y encontrar el término constante
necesario para obtener de un trinomio, un trinomio cuadrado perfecto. Por ejemplo,
£ qué namero puedes agregar a x?+8x para obtener un trinomio cuadrado perfecto? El
proceso es como sigue:

1) Escribe x?+8x y parte de un binomio cuadrado. Deja un espacio en blanco en el
binomio '
x2+8x
(x )
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2) Llena el nimero en el binomio
X*+8x
(x+4)?

1
4es > (8)

3)  Llena el nimero en el trinomio
x*+8x+16
(x+4)° porque 16 es 42

El proceso c{e.agregar 16 a x’+8x es llamado completando al cuadrado. Una vez visto el

modelo es facil hacerlo mentalmente. La técnica es dada a continuacion.

Técnica
Completando al cuadrado

Si el coeficiente de x* es igual a 1 (como es en x?+8x), entonces para completar al
cuadrado, realizar lo siguiente:

1) Toma la mitad del coeficiente de x
(*2de 8, o0 sea 4, en este caso)

2) Elévalo al cuadrado
(4% es igual a 16, en este caso)

3) Agrega el resultado
(xX*+8x+16, )

OBJETIVO

$g-:r capaz de agregar una constante a un binomial cuadratico, como x*+8x, para
obtener un trinomio cuadrado perfecto.

EJEMPLO 2
Completa al cuadrado
a)  x*+10x
1
xX*+10x+25 = de 10 es 5, y 5% es 25 (no escribas un signo de
igualdad (=), puesto que la expresion dada no iguala la
respuesta). Luego sumamos 25 .
b)  x*-12x
1
x*-12x+36 3 de (-12) es -6, y (-6)° es 36. Luego sumamos 36
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c) x*-9x

d) x?-9x+20.25 % de 9 es 4.5,y 4.5% es 20.25 . Luego sumamos 20.25

d) x%-3.5x
x?-3.5x+3.0625 % de -3.5 es -1.75, y (-1.75)° es 3.0625. Luego
sumamos 3.0625

EJERCICIO 6.3 . _

Para los problemas del 1 al 10, eleva al cuadrado el binomio en solo un paso.

1) (x+3)? 2) (x+2)?

3) (x-6)? 4) (x-2)?

5) (x+8)* 6) (x+7)z

7) (x-4)? 8) (x+1)2

9) (x-1)? 10) (x-3)

Para los problemas del 11 al 30, copia la expresion y agrega una constante para
completar un trinomio cuadrado perfecto.

11) X2+12x... 12) x*+18x...
13) x2-8x... 14) x?-22x...
15) x+14x... 16) X247X...
17) X*+26x... 18) x*-100x...
19) x*-15x... 20) Xx2-9x...
21) x?-20x... 22) x?+x...
23) x%-17x... 24) x*-11x...
25) x*+2.4x... 26) x%-4.2x...
A7) X+ 3151, 28) x*+5.3x...
29) x°+0.5x... 30) x?+0.9x...

31) La ecuacién x*+14x+21=33 tal como esta no puede ser resuelta por gl método de
la seccion anterior ya que el miembro izquierdo no es un tnnom'lo cuadrado
perfecto. Ahora que ya sabes como completar al cuadrado, seras capaz de
imaginarte una forma para resolver esta ecuacion. Puedes hacerlo en la forma

siguiente :

Primero sustrae 21 de cada miembro, luego determina qué numero se deg:
agregar a x’+14x para completar el cuadrado. Agrega este numero a caI
miembro de la ecuacion y luego efectia esto en la forma que aprendiste en 12

seccion anterior.
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6.4 RESOLVIENDO ECUACIONES CUADRATICAS POR EL METODO
DE COMPLETANDO AL CUADRADO

Una vez enten_dido el proceso de completando al cuadrado, puedes usar la técnica para
resolver ecuaciones cuadraticas tales como x3-10x+7=0

Si el miembro izquierdo fuera un trinomio cuadrado perfecto, podrias resolver la ecuacién

como en la seccion anterior. Por lo tanto, haz esto un trinomio cuadrado por el método
de completar al cuadrado.

OBJETIVO

Ser capaz de resolver ecuaciones cuadraticas tales como x*-72x+9=0, completando
al cuadrado y agregando el mismo niimero al otro miembro.

Cubre las respuestas a medida que desarrolles estos ejemplos.

EJEMPLO 1

Resuelve x-12x+9=0 Completando al cuadrado
X*-12x+9=0
X*-12x =-9

Escribe la ecuacién dada '
Agrega -9 a cada miembro, dejando un espacio en el
cual se completa al cuadrado

Agrega 36 a cada miembra de la ecuacién para
completar al cuadrado en el miembro izquierdo.
Escribe el miembro izquierdo como un cuadrado; -6
es la mitad de -12. Haz la aritmética en la derecha

X-12x+36=-9+36

(x-6)*=27

A partir de aqui, el problema es como los de secciones anteriores.

\I(X—E)z:m

Toma la raiz cuadrada de cada miembro.

\/(numero ; =| numero |

k-6 =427

6= | 27 Definicion de valor absoluto

i le Agrega 6 a cada miembro y emplea la
X=6++/27 =
$=(11.20, 0.8) calculadora para obtener que v27 =5.2

Efectue operaciones y escribe el conjunto
solucion.

El checar la respuesta puede dar una pequefa sorpresa

(11.20...)%12(11.20...)+9=0
0=0
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El namero del miembro izquierdo probablemente sea cercano, pero no igual a cero. Lo
cual podra comprobar empleando la calculadora. '

El método anterior para completar al cuadrado no funciona si el coeficiente de X no es
igual a 1. Para resolver una ecuacion como 3x2+5x+3=0 simplemente divide
cada miembro por 2, obteniendo:

2x% +5x+3
2

:
2
En el lado izquierdo, la divisién se distribuye sobre la adicién. En el lado derecho 0/3 es
0. Asi la ecuacion llega a ser: x*+2.5x+1.5=0

Desde aqui resolveras las ecuaciones como en el ejemplo 1.

EJEMPLO 2

Resuelve 2x°+10x-9=0, completando al cuadrado.

= SECRETARIA ACADEMICA
X°+18x...
¢) X-3x... HO- 180
d) x*-13x... ek,
o) X+3.7... ha
f) x*-0.4 K) x%-x...
ol ) x*-6.2x...
EJERCICIO 6.4

Para Iqs problemas _del 1 al 10, resuelve la ecuacién completando al cuadrado. Escribe
cualquier respuesta irracional, redondeando a dos decimales.

2x+10x-9=0
x*+5x-4.5=0
x’+5x=4.5
X?+5x+6.25=4.5+6.25
(x+2.5)?=10.75

x+2.5=110.25

x= 2.5+/10.75
${0.78,-5.78}

Verificacion de (-5.78):
2(-5.78)°+10(-5.78)-9=0
0=0

PRACTICA ORAL

Escribe la ecuacion dada
Divide cada miembro por 2
Agrega 4.5 a cada miembro
Completa al cuadrado
Escribe el miembro izquierdo como un
cuadrado
Suma en el lado derecho
Toma la raiz cuadrada de cada miembro.

Agrega -2.5 a cada miembro y emplea la calculadora

para obtener que v10.75 =~ 3.28
Escribe el conjunto solucién

Sustituye x=5.78

1) X*+6x+7=0 2) x%-6x+1=0

3) x*+4x+6=0 4) X*+10x+23=0
3) X;-18x+10=0 6) x*-8x-25=0

7) X*-12x+7=0 8) x*-22x-14=0
9) X2-2x-3=0 10) x*+24x+10=0

Problemas del 11 hasta el 20 tienen decimales en la ecuacién lu otras sorpresas!

11) x?+24x-1.6=0 12) X*+8x-6.5=0
13) x2-2x-22.4=0 14) x*-10x-17.5=0
15) x?+6x+17x=0 16) x?-22x+80=0
17) x2-10x+25=0 18) X?-dx+25=0
19) x2+20x=0 20) X?-10x=0

En los problemas del 21 al 30, el coeficiente de x no es un numero par entero.

21) X*+3x+1=0 22) x*+5x+3=0
23) x*-9x-6=0 24) x>-3x-5=0
25) x*-5x-18=0 26) x*-7x-18=0
27) x*-13x+40=0 28) x?-x+1=0

29) x*+2.4x-5=0 30) x°+6.4x-7=0

Para los problemas siguientes, proporciona el namero que debe ser sumado pard
completar un trinomio cuadrado perfecto.

Ejemplo Respuesta
i, x*-14x... i. 49
ii. X2+5%. ii. 6.25
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Los problemas del 31 al 50 requieren otras transformaciones antes de completar al
Cuadrado.

31) x*-x-2=0 32) 3x*+10x+7=-2

33) x*=-9x+8 34) x*=-8x-16

35) 2x*-x-3=0 36) x°+1.32=-1.4x

37) 9x%+10=12x 38) 6.2x=32-x*

39) X*+0.7=2.4x 40) x2-5x=-x-8
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41) 4.6x=4-x

43) 4x%-9x+3=0

45) 2x%-2x+5=0

47) -6x°+18x+29=0
49) 0.6x2+2.3x-20=0

42) 2x*+5x+3=0

44) 42x%-x-1=0

46) 0.4x%+1.5x-1.3=0
48) -3x*-10x+4=0
50) 6x%-5x+1=0

Para los problemas del 51 al 60, resuelve la ecuacion. Estos son similares a las
ecuaciones que resolviste antes de esta seccion. !Piensa cuidadosamente acerca de lo
que estas haciendo!

51) [x— 6/=36
53) [2x-17|=16
55) (x-5)>=100
57) (x+6.9)°

59) (x-1)>=36

52) |x+11=9
54) |5x — 3 =25
56) (x+6)?=4
58) (x-1.2)?=16
60) (x+10)*=1

61) La frase completando al cuadrado puede ser ilustrada con el concepto de area.
Por ejemplo el diagrama muestra un cuadrado con lado x, flanqueado por dos
rectangulos de dimension 2 por x. El area es x*+2x+2x, 0 x*+4x. Como puedes
ver, agregando un cuadrado de 2 por 2 (area igual a 4) "completa” el cuadrado
grande.

F‘_u-z__p-

Dibuja las figuras que completen el cuadrado para las siguientes expresiones:
a. x*+12x b. x*+20x c. x>-14x
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62) sEis xp;is4ibfle completar al cuadrado agregando un término intermedio. Por ejemplo
uera a ser convertido en un trinomio cuadrado, el término intermedio’

I I . . .
- . . I I 7

a. x*+_16 b. x¥*+_+100

d. x>~ +49

C. x>-_+81
: e. x’+_+53

6.5 LA FORMULA CUADRATICA
Toda ecuacion cuadratica en una variable es de la forma -
f)ax* +bx+c=0

donde a, b y ¢ son constantes y a = 0.

Usqnjos el método de completamiento cuadratico para obtener una férmula que nos
servira para obtener las soluciones de cualquier ecuacién de la forma 1)

Comenzaremos dividiendo ambos miembros por a. Obtenemos :

F b c
- x+—=0
a a

(51
Sumamos a5 en ambos lados de la igualdad :

x2+-llx = g
a a

Completamos un trinomio ( cuadrado de un binomio ) para lo cual nos falta el término

o
4a’  \24

: ]
x2+2[i)x+ b =i _£=b2—4ac
a

2a 44° 44°

( sz b® - dac
2 e
2a 44°
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Hallamos la raiz cuadrada en ambos miembros de la igualdad

\b* - 4ac

2 o
x+2a—_ 5%

b .
Sumando — 5 para despejar x
a

b +\/b2—4ac __—_b_+\/b2—4ac
T2 e

X=—_—=

2a 2a

A2 -
DEVLT-4C e es la formula buscada.

ego x=
Luego x =

Veamos como podemos aplicarla para resolver ;

Ejemplo 1.

22-9x-5=0

Aqui a=2 b=-9 Yy &=3

b2 - 4ac = 81 - 4(2)(-5) = 121; V121 =11

Luego

—(-9)#1l 9%ii

&5

Tomando el “+ “(mas) del doble signo
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Las soluciones son pues:

1
X=5 y x——2

Ejemplo 2.

4 +20x +25=0

a=4 b=20 ¢=25
b’-4ac=400-400=0 ;+0=0

-20£0 5
oy

xX=

-

b 5
En este caso obtenemos una sola solucién; x = — 5

Si admitimos que toda ecuacion de 2° grado admite o sea, posee dos soluciones en este

2 ; 5
caso diremos que las dos son iguales a x = — 5

OBJETIVO

Ser capaz de resolver una ecuacion cuadratica dada usando la formula cuadratica.

Cubre las respuestas conforme vayas resolviendo los siguientes ejemplos.

Ejemplo 3.

Resuelve usando la formula cuadratica: 2x?+8x+5=0

2°+8x+5=0 Escribe la ecuacion dada
-8+./64-
X= &£ 6;;2;(2)(5) Usa la formula cuadratica: a=2, b=8, c=5

$+{-0.78,-3.22} El radical es V24 , €l cual es aproximadamente 4,898979486
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Ejemplo 4. ,
Resuelve usando la formula cuadratica: 5x*-7x-11=0 ;
5x2-7x-11=0 Escribe la ecuacion dada
7++/49-405)(-11) ] o
x= Usa la formula cuadratica: a=5, b=-7, c=-11
205)
S{2.34, -0.94} Escribe el conjunto solucién. El radical es ¥262,
el cual es aproximadamente 16.40121947
Ejemplo 5 :
Resuelve usando la formula cuadratica: 2x*+5x+2=0
2x%+5x+2=0 Escribe la ecuacion dada
s "’225(;(2)(2) Usa la férmula cuadratica: a=2, b=5, c=2
S{-0.5,-2} El radical es J9= 3. Entonces las soluciones son
numeros racionales. (Esto pasa siempre que b*-4ac
es un cuadrado perfecto)
Ejemplo 6.
Resuelve usando la férmula cuadratica: 3x*-x+8=0
3x°-x+8=0 Escribe la ecuacion dada
X= o “;;;)(3)(8) Usa la formula cuadratica: a=3, b=-1, c=8
S=0g El radical es Y-95 el cual no es un numero real ( esto
pasa siempre que b*4ac es negativo )
Ejemplo 7

Resuelve usando la formula cuadratica: (2x+3)(x-7)=3
(2x+3)(x-7)=3

2x*-11x-21=3
2x*-11x-24=0

Escribe la ecuaciéon dada

Multiplica los binomios

Has el miembro izquierdo igual a cero puesto que la
férmula cuadratica empieza: Si ax?+bx+c=0

2 1£/121-40)(29)
2(2)
S{7.17,-1.67}

Usa la formula cuadratica: a=2, b=-11, c=-24

El radical es ¥313 el cual es aproximadamente 17 69180601
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PRACTICA ORAL

Proporciona los valores de a, by ¢ para utilizarlos en la formula cuadratica.
Ejemplo

oo gl

=0, —_— A c=

a) 5x*-3x+2=0 s
b) 6x*+4x+10=0 ﬁ; ij;) 6=0
g) xz);;(+3=0 . i) X?+x+1=0

) 9x*-11x-15=0 0 6x2-9=
g) 6x*+3x+2=0 JIZ) -xz-)g(:?—o
f) 5x>-3x+2=0 ) 5-3x+7x°=0
EJERCICIO 6.5

Para_ los problemas del 1 al 20, resuelve la ecuacién usando la férmula cuadratic

Escribe las soluciones irracionales, redondeandolas a dos decimales Veriff:a d
respueﬁta almacenandola en la memoria de la calculadora Desptjés evall CI:a )
expresion(es) en la ecuacion usando el valor almacenado. : e

1) 2x%-x-3=0 2) 7x?+10x+3=0
3) 4x3-11x-3=0 4) x*+8x+25=0
5) x*-x-30=0 6) 5x>-17x+6=0
7) 2x*-4x+1=0 8) x*-6x+13=0
9) 6x*+5x+1=0 10) x?-x-20=0

11) 9x*+3x-2=0 12) 8x*+10x+1=0
13) 3x°-x-2=0 14) -x*-x+1=0

18) x?+7x+12=0
17) 0.5x%+11x+3.5=0
19) 0.8x%+5x+3.1=0

16) 0.2x*-0.4x-2.1=0
18) x*-5x+3=0
20) -x*+x+1=0

t f " |, .

Ejemplos
.{) 3x*+7=0 puede ser escrita como 3x*+0x+7=0; entonces a=3,b=0,c=7
i) 8x2-5x=0 puede ser escrita como 8x*-5x+0=0; entonces a=8,b=-5,c=0

21) 3x°+7=0 22) 42
-16=0
=) dx*+9=0 24) 2x*+4=
4=
25) x2-2x= 26; 3x2+2x—20
27) 2x*+x=0 28) x?+x=0
29) 5x+1=0 30) 3x-13=0
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