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OBJETIVOS DE UNIDAD

El alumno, al terminar 1la unidad, en los temas:

I EL ALGEBRA VECTORIAL.

1. Aplicard los diferentes teoremas y propieda-

des del &dlgebra vectorial, en la solucién de
ejercicios.
EL CAMPO DE LOS NUMEROS COMPLEJOS.

2. Aplicard los diferentes teoremas Yy propieda-

des de los nfimeros complejos, en la solucidén
de ejercicios,

1

2a. N;PAD
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El alumno, por escrito en su cuaderno,

2
OBJETIVOS DE APRENDIZAJE

sin error,

en los temas:

Te

EL ALGEBRA VECTORIAL.

1.1 Definird el concepto de producto Cartesiano -
de los conjuntos A'Y B.

1.2 Definird el concepto de translacidn o d:iiéi;
‘ zamiento de ntmeros reales en la recta &

ca.

z de X y Y. para hacer -
.3 Encontrard los valores de X ) "
A igualdades verdaderas, implicando parejas or

denadas iguales.

1.4 Identificard cudndo una flecha ?sté eg posi--
cidn ordinaria, en el plano Carteslano.

1.5 Nombrara la pareja ordenada representadgrgZia
"~ una flecha PQ, cuando se conocen las co a
das respectivas de los puntos P Y Q'

1.6 Definir& el-concepto de adicidén de parejas oOr
denadas.

» i o
1.7 Diferenciard entre un vector y un escala

icidn
1.8 Diferenciara entre un vector suma y la adi
vectorial.

1.9 Enunciard el teorema refergnte atéiigiopiziaio
< - - - - ec = o
e sustitucidn de la adlgl n v 151

io también las seis propiedades de la adicibn

vectorial.

2 a1
1.10 Expresard la operacibn desubstracci§nvect2§;§
. en su forma gréfica, asi como tambié&n con

polos y palabras.

Resolveréd ejercicios referentes a: la diferen--
cia entre un vector y un escalar; la propiedad
de substitucibn de la adicidn vectorial y sus -—
seis propiedades; la substraccibdn vectorial en

su forma grafica,asi como también con simbolos
y palabras.

Definird la norma de ¥V, es decir ||V || , median
te el teorema de Pit&goras.

Citard otros tres nombres diferentes que se le
asignan a la norma de un vector V.

Calculard@ las normas o longitudes de flechas --

gque representan vectores, conociendo sus coorde
nadas respectivas.

Comprobard la desigualdad de un tridngulo, cono
ciendo las coordenadas de los vectores implica-
dos.

Definird la multiplicacidn de un vector por un
escalar, asi como también sus nueve propiedades.

Identificard cudndo dos vectores diferentes de

cero tienen el mismo sentido y cuéndo ellos tie
nen sentidos opuestos.

Enunciard& el teorema de vectores paralelos.

Identificard la caracteristica gque tiene un vec
tor unitario.

Resolverd ejercicios referentes a: la multipli-
cacidn de un vector por un escalar; dos vecto--
res diferentes de cero, cuando tienen el mismo
sentido y cuando ellos tienen sentidos opuestos;
vectores paralelos y vectores unitarios.

Definir& el producto interno o producto punto -
de dos vectores, identificando ademéds el simbo-

lo con que se le representa.
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Mencionard la condicidn necesaria y suficiente
para que dos vectores sean perpendiculares.

Enunciaré& las cinco propiedades del producto --
interno o producto punto de dos vectores.

Resolverd ejercicios referentes a: la perpendi-
cularidad y paralelismo de dos vectores, utili-
zando el producto interno de ellos.

BEnunciaré los tres teoremas referentes a las re
laciones entre vectores paralelos v perpendicu-

lares.

lizando los teoremas ==

Resolveri ejercicios util
para

veferentes a Jdas ralaciones entre vectores
lelos vy perpendiculares

4

EL CAMPO DE LOS NUMEROS COMPLEJOS.
Definira el-concepto.de campo numér ico.

Diferenciard entre un polinomio reducible y un
polinomio irreducible, Sobre un campo G
Mencionara-la condicidn necesaria y suficience
para gque un polinomio irreducible sea primo.

Identificarad los seis "modelos de
o productos notables.

Resolverd eje
referentes a: factores primos de polinomios re-
ducibles e irreducibles, atilizando los "mode--
los de factorizacibn" ©O productos notables.

Definird la igualdad y 1a adici6n de nfimeros —-—
complejos.

Nombrarad las partes a ybide un ntimero complejo
de la forma ordinaria atbi.

factorizacidn”

raicics, sobre los conjuntocs Q ¥ R,

Definird el valor absoluto o m&dulo de a+bi.

Enggciaré el teorema de la desigualdad del - -
tridngulo, para los dos nimeros complejos atbi
y| c+dik i

Resolve;é‘éjercicios referentes a: la igualdad

Zoiitadlc1gg de nGmeros complejos; el valor ab-
0o o mbdulo de a+bi 1l i

gty y la desigualdad del -~

Definird la multiplicacidn de d
plejos a+bi y c+di. e dos nfimeros com-=»

Diferenciara :
He ool entre el conjugado y el reciproco

Resglveré ejercicios referentes a: la multipliws
g:ilgg Qe dgs nlimeros complejos y la obtencidn
njugado y el reciproco d mer
BT CHT e un niimero com-»

?gtTrTlnaréien C (campo de 10s nfimeros comple-

S as raices cuadrada 3 i ol
. s de nGmeros c j

de la forma a+bi. i

Exgresaré en la forma ordinaria, nmeros comple
jos dados en formas diversas. -

Resolverd ecuaciones sob
re C (campo
ros. complejos) . poyde los nine
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D. Solucién de ecuaciones sobre el campo de los
nGmeros complejos C.

Resumen.

Glosario.

Referencias Bibliogréaficas.

Anexos.

EL ALGEBRA VECTORIAL Y EL CAMPO DE LOS NUMEROS COM-
PLEJOS.

Introduccidn.

Una de las herramientas matem&ticas mis Gtiles, en -
el mundo té&cnico moderno, es el dlgebra vectorial y
los nlimeros complejos. La ingenieria aeronfutica, la
fisica moderna, la computacidn electrénica, la inge-
nieria de control y servomecanismos, asi como la des
cripcién matemitica del flujo bidimensional de un ——
fluido incompresible, como el agua, son algunas de -
tantas dreas de aplicacién de vectores y nlmeros com
plejos, que te podemos citar.

I. EL ALGEBRA VECTORIAL.

Existen cantidades fisicas que pueden representarse

POr un simple nimero real sobre una escala lineal o

recta numérica; algunos ejemplos de esas cantidades

son: la temperatura y la masa de un cuerpo, la longi
tud de una cuerda, el drea de una superricie regular
v el volGmen de un cubo, A este tipo de cantidades -
se les 1lama cantidades escalares. Existen otro tipo
de conceptos fisicos gue necesitan dos o més nlimeros
reales o componentes para ser expresades; algunos --
ejemplos de esas cantidades son: el desplazamiento -
de un cuerpo, la fuerza necesaria para desplazar di-
cho cuerpo, ia velocidad de un avidén, la aceleracién
de un electrdn o cualquier otra particula. A este ti
DO de cantidades se les llama cantidades vectoriales.

La rama de la matem&tica que se requiere para estu--
diar estas cantidades es el dlgebra vectorial.

En, esta unidad estudiards las bases de esta rama, --
Principiando con. la consideracidn de algunas propie-
dades de las parejas ordenadas de nGmeros reales.




8

D. Solucién de ecuaciones sobre el campo de los
nGmeros complejos C.

Resumen.

Glosario.

Referencias Bibliogréaficas.

Anexos.

EL ALGEBRA VECTORIAL Y EL CAMPO DE LOS NUMEROS COM-
PLEJOS.

Introduccidn.

Una de las herramientas matem&ticas mis Gtiles, en -
el mundo té&cnico moderno, es el dlgebra vectorial y
los nlimeros complejos. La ingenieria aeronfutica, la
fisica moderna, la computacidn electrénica, la inge-
nieria de control y servomecanismos, asi como la des
cripcién matemitica del flujo bidimensional de un ——
fluido incompresible, como el agua, son algunas de -
tantas dreas de aplicacién de vectores y nlmeros com
plejos, que te podemos citar.

I. EL ALGEBRA VECTORIAL.

Existen cantidades fisicas que pueden representarse

POr un simple nimero real sobre una escala lineal o

recta numérica; algunos ejemplos de esas cantidades

son: la temperatura y la masa de un cuerpo, la longi
tud de una cuerda, el drea de una superricie regular
v el volGmen de un cubo, A este tipo de cantidades -
se les 1lama cantidades escalares. Existen otro tipo
de conceptos fisicos gue necesitan dos o més nlimeros
reales o componentes para ser expresades; algunos --
ejemplos de esas cantidades son: el desplazamiento -
de un cuerpo, la fuerza necesaria para desplazar di-
cho cuerpo, ia velocidad de un avidén, la aceleracién
de un electrdn o cualquier otra particula. A este ti
DO de cantidades se les llama cantidades vectoriales.

La rama de la matem&tica que se requiere para estu--
diar estas cantidades es el dlgebra vectorial.

En, esta unidad estudiards las bases de esta rama, --
Principiando con. la consideracidn de algunas propie-
dades de las parejas ordenadas de nGmeros reales.




Volumen

CANTIDADES ESCALARES

Temperatura

CANTIDADES
VECTORIALES

A, Parejas de nGmeros y su uso.
1. Parejas ordenadas y puntos.

En la tercera unidad del primer semestre, ya es-
tudiaste que cualquier nfimero real se puede aso-
ciar con un punto sobre la recta numérica. Gene-
ralmente, es muy préctico y Gtil usar nimeros pa
ra localizar un punto en un plano. Por ejemplo, -
cuando un barco estd a punto de (zozobrar, (o en
peligro de naufragar) su capitédn puede pedir - -
auxilio a la estacifn guardacosta mds cercana, -
enviando por radio transmisor la posicibn del --
barco, para lo cual utiliza una pareja de ntme-
ros: uno de ellos sirve para indicar la latitud
a 1la que se encuentra el barco y el otro ntmero
indica la longitud.

Similarmente,en una sala de cine o teatro, se ==
puede localizar cualquier asiento indicando en -
el boleto, primero, el nmero de la fila y, des-
pués, el nGmero de la butaca. En cada uno de los
ejemplos citados, el orden respectivo en que se
indican los nfimeros es de mucha importancia. Por
ejemplo, si la pareja de nfimeros (4,6) indica --

11

"la cuarta fila y la sexta
butaca", entonces la pare-
ja numérica (6,4) indica -

sar de que utilizamos los

mismos nfimeros, 4 y 6, en

los dos boletos, los asien

tos son completamente dife

rentes, debido al orden in

vertido en que estdn indi-

cados:; razén obvia por la que los pares de nlimeros,
como (4,6) y (6,4) reciben el nombre de parejas Or-
denadas.

Usualmente, los hospitales y edificios comerciales
o multifamiliares cuyas construcciones son de va- -
rios pisos-o plantas, utilizan en sus planos un sis
tema similar de identificacibn y localizacibén de —-—
oficinas o departamentos, seglin sea el caso. Veamos,
por ejemplo, un edificio multifamiliar de cinco pi-
sos con tres departamentos en cada piso, como lo --
muestra la figura.
|
| Una forma simple y = -
‘préctica para locali--
\ zar cada departamento
es: mencionar primero
el nimero del piso en
que se encuentra el --
departamento y, segun-
| do, mencionar la letra
gue identifica dicho -
departamento; para - -
ello se puede utilizar
, una pareja ordenada de
caracteres tales como (1,b), para localizar en el -
primer piso el departamento b, o la pareja ordenada
(5,c) para localizar en el guinto piso el departa—--
mento c. En cada pareja ordenada, la primera coorde
nada es un nfimero perteneciente al conjunto:

2

1

|

a= {1,2,3,4,5}
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Este sistema coordenado consiste en el plano formado
pgr.los puntos generados por dos rectas numéricas in
b, c}, el cual incluye los tres tipos de los depar finitas, colocadas perpendicularmente entre si, y -=°
tamentos en cada piso. El conjunto de todas la pa- coincidiendo la interseccifn en el origen de ambas|.
rejas ordenadas que resultan de la relacidn del Esto representa un plano que no tiene limites hacia
conjunto A, de pisos, con el conjunto B, de los de ninguna direccidn, extendido infinitamente. Para que
partamentos en cada piso, se llama: el producto - te des una idea de dicho concepto, imaginate que es-
Cartesiano de los conjuntos Ay B. Como recorda-- t4s parado sobre la superficie de la tierra y tienes
frente a ti un enorme pizarrdn, en posicibn vertical,

ras, este concepto ya lo habias estudiado en la - J :
tercera unidad del segundo semestre. En general, el cual se extiende infinitamente, sin que se distin

te definimos el producto Cartesiano en notacidén - gan los bordes, hacia todas direcciones, indicando -

. - - - - 3 -
constructiva como: gue el plano no tiene limites, y que es infinito, co
mo la numeracidn misma. T

el cual incluye los cinco pisos; la segunda coorde
nada es una letra perteneciente al conjunto B={a,

AxB = {(x,y)/xeA 'y yeB}, esto se lee asi:

"A cruz B es igual al conjunto de parejas ordena-
das (x,y)., tal gue, X sea elemento de A y y sea
elemento de B".

Refiriéndonos al ejemplo citado del edificio de -
los cinco pisos, el conjunto de todos los departa
mentos, es decir el producto Cartesiano de A y B
es:

AXB =-{(1,a),(1,b),(1,c),(2,a),(2,b),(2,c),(3,a),
(3,b),(3,¢), (4,a), (4,b),(4,c),(5,a),(5,b),
(5,cT}

Después de ver este ejemplo citado de AXB, te se-
ra fdcil ampliar la visibén de este concepto con -
la definicidn del producto Cartesiano mas impor--
tante que existe, (al nivel de este curso). Nos -
referimos al producto Cartesiano del conjunto R -
consigo mismo, donde, por supuesto, R es el con—-
junto de los nGmeros reales. La expresién simb61li
ca de este producto Cartesiano es:

RXR = {(x,y)/xeR ¥y yeR} . Como podrés imaginarte,
RXR representa el conjunto de todas las parejas -
ordenadas (o puntos) que existen en el plano Car-
tesiano, también llamado Sistema Coordenado Carte
siano.
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Las ventajas del sistema coordenado Cartesiano sqbre
cualguier. plano, son que cualquier punto,.(o conjun-
to de puntos) en 81, son facilmente localizables me-
diante el sistema antes expuesto.

Como recordarés)en la tercgrg unidad del seggndor§§;
mestre, ya te habiamos definido el concepto de g ]
cas sobre el plano 4
Cartesiano, pero - gl
nunca esti de méas i
recordarlo, y mas 6l
afin, cuando sobre
ello van a descan- 5 1
sar los conocimien al
tos de esta unidad. )

Para evitar confu- 2}t
siones, sobre las 14
componentes de la
pareja ordenada, -
se ha establecido
gque siempre

117

|
ras.~ =4
primeras componen- 237

tes se referirédn a
la recta numérica 1
horizontal.y los - “54
segundos t&rminos, &t
a su vez, a la rec
ta numérica verti-
cal.

4§ -

Asi, vemos en la grafica anterior gue el punto £—34
estd en la parte superior y el punto (2,-3) esta en
la parte inferior de la gréafica; las componentes dg
ambos puntos son las mismas, pero el orden altera S
posiciones en forma total.

A la primera componente de la pareja ordepada, com?
ya lo habiamos definido, se le llama abscilsa, y a =

15

Graficar.es el proceso de representar las parejas or

denadas en el plano Cartesiano mediante puntos o 1i-
neas, etc.

Desplazamientos y Flechas.

Estamos muy familiarizados con el hecho de asociar -
un nGmero real (o escalar) con un punto en la recta

numérica, o asociar una pareja ordenada de nfimeros -
reales con un punto en el plano Cartesiano.

Pero existe otra interpretacidn para este tipo de --
cantidades, que ha sido de mucha utilidad matem&tica
para una gran cantidad de problemas, la cual se basa
en el concepto de translacidn o desplazamiento.

Digamos, el nGmero 3, nosotros lo asociamos en la --
recta numérica con el punto situado a tres unidades

a la derecha del cero. Al punto 0 le llamaremos tam-
bién origen.

-7 3§ .5 _4/i3 -2 -1 ©

La otra interpretacidn que se le puede dar, es la de

un desplazamiento o translacidn desde el origen has-
ta el punto 3,

segunda se le denomina ordenada. que se representa, como se observa en la gr&fica, con

una flecha que parte del origen (punto 0) y llega al
punto 3,
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El nfimero -4 se representard como un desplazamiento
desde el origen hasta el punto indicando el nimero -

-4.

2 3 e 3 + + r ¢ + 3 &

o7 8 | L5 R  LYTT R A 4 5 6 7

Ahora; un desplazamiento que vaya del punto 2 al pun
to 5 se puede representar asi:

Una translacidn o desplazamiento desde el punto +1
hasta el punto -3 se verd asi:

-7-6-5-4_3-2_1 0

177

En general, el nlimero real c-a representa una trans
lacidn o desplazamiento desde el punto a hasta el -
punto c¢c. Inversamente al nlimero a-c se le asocia --
una translacidn desde ¢ hasta a, sobre la recta nu-
mérica.

Este tipo de desplazamientos, sobre la recta numdri
ca, nos sugiere que también las parejas ordenadas,-
sobre el plano Cartesiano, se pueden asociar con --
translaciones. Estas Gltimas se producirdn cuando -
existan desplazamientos simultidneos en ambos ejes -
coordenados.

Supongamos que en el eje de las abscisas hay un des
plazamiento de 3 unidades, cuando en el eje de las
ordenadas hay uno de 5 unidades; el desplazamiento
resultante es como se representa en la grafica.

En este caso la flecha que representa el desplaza--
miento nacid en el origen, y termind en el punto --
(3,5) .

NOo siempre los desplaza
mientos o translacioneés
Principian en el origen;
a veces puede existir -
una flecha entre dos --
puntos cualesquiera del
plano.

Ejemplo 1. Encontrar el
desplazamiento que va -
desde el punto P(1,-2)
hasta el punto 0(4,1).
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Solucidn: Por el lado de las abscisas hubo un despla
zamiento desde 1 hasta 4; y por el de las ordenadas
desde -2 hasta 1.

En una grafica ésto se
veria asi: en el eje -
de las abscisas hubo -
un desplazamiento de:

c-a=4-1=3;

en el eje de las orde-
nadas hubo un desplaza

miento de:
U PI(L,=2)

c=-a=1-(-2)=3. 4

Si en el eje x (o de las abscisas) hay un desplaza---
miento de 3 unidades, y en el eje y (0 eje de las or
denadas) hay un desplazamiento también de 3 unidades,
entonces la pareja ordenada que representa el despla

zamiento resultante es (3;3) .

La pareja (3,3) representa al desplazamiento 55 des-
de P(1,-2) hasta Q(4,1).

Cuando el punto inicial de una flecha coincide con -
el origen (0,0), se dice que ella estd en posicidn -
ordinaria. Cualquier flecha sobre el plano Cartesiano

se puede trasladar a la posicibén ordinaria siem--
pre y cuando no se altere su direccidn, ni su tamano,

ni su sentido.

Asi, la pareja (3,3), del ejemplo anterior, se puede
representar en infinidad de formas, todas ellas equi

valentes.

1,
6,_

24 27

e A Sl B _ay

2.
3 A 5 PR )
(%9{ ;.fﬁd /21, \ (49/(5,0),

g1 —t—F—t “—‘1‘ e—— ——————
‘9‘8'2 ‘56'47}/'2'14_ 123875 6178¢§8
' fotf = 1
| \'{;)9 :?3;—72_5’ '?*"7(7}'3)

Y
! i O

18" s e
o W - =B
v

DPS parejas ordenadas son iguales si y sblo si la -~ -

abscisa de una es igual a la abscisa de la otra pare-

ja y la ordenada de una es igual a la ordenada dg“ia

otra. Esto se puede expresar formalmente asi:

Dos parejas ordenadas en RxXR (el plano Cartesiano)
(x,v) v (a,b), son iguales si y sblo si x=a vy -X%

F
b

Asiq (2+55 4x3) = (7712) as parejas ordenadas

son iguales

porqgue
245 =7
y 4x3 12

por otro lado

B30+ 1(5,3) Las parejas ordenadas

no son iguales
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orque 16n 1 i a
porq cidn inferior y sumandola con la ecuacidn superior,-
tenemos

3# =5 con sdlo uno gue no se
hubiera cumplido, hu-- X-2y = 3
y -5# 3 biera bastado para que -xt+y = =4
las parejas ordenadas b=y = =1
no fueran iguales. . _
- y =1

Ejemplo (2. Determinar el conjunto de los nfimeros rea Al -
- < hora, subst ) 5 =
les x para los cuales se cumpla que eitn ;—y _ 4ltgéi2igsezﬁg.valor de y = 1, en la ecua-
r -

(x%-2x, %x+3) = (0,5)

Solucidn: Esta igualdad es vdlida si y sOlo si . w = B
(B Sx*-2%/ =0 y

(2) A N="5 Los valores de x =5 y y = 1 son los & i e ons

valores para los cuales la igualdad de parejas ordena

) das se cumple.
la ecuacidn (1), factorizando la x, obtenemos P

x(x-2)

de .lo cual X

De la ecuacidn (2), despejando la x, tenemos que
x = 5-3
X = 2

Para que se satisfaga la igualdad de parejas, ambas |

ecuaciones deben satisfacerse; para gque eso suceda
la variable debe tomar el valor de x = 2, solamente, |

Ejemplo 3. Encontrar los valores de X y y para Fos =4
cuales se cumple que (x-2y, x-y) = (3,4).

Solucidn: (x-2y, %x-y) = (3,4) se cumplird si y sdlo
Si x-2y =3 —+abscisas iguales (
x=y = 4—=ordenadas iguales :

Este es un sistema de dos ecuaciones lineales con dos
incégnitas. Lo resolveremos en éste caso, por el méty
do de suma o resta. Multiplicando por (-1) a la ecua-|
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El 4lgebra de parejas numéricas.
EJERCICIO I-A-2
1. La adicidn vectorial.
1 |Encuentra el desplazamiento o translacidn de los si-

guientes nfimeros reales. Con la nueva interpretacidn de los nlimeros reales
y de las parejas ordenadas, podemos ahora estable

a)l de 0 a5 f) de 10 a 11 cer reglas sobre sus desplazamientos en el plano

b) | 0 a =3 %) | de Cartesiano o en la recta numérica.

c) -3 a0 h) ' de

d) -4 a1
e) 1 a -4

jol}

W N =

Tomemos un ejemplo de desplazamiento doble (es de
cir un desplazamiento seguido de otro desplaza- -

miento) .

i) de a

0 NN NN

8 Ejemplo 1. Graficar en la recta numé@rica un des--
plazamiento de 3 unidades, seguido de
otro desplazamiento de 4 unidades.

) “de a
2 Nombra la pareja ordenada representada por RS (es de
cir, el desplazamiento del punto R .al punto S) dadas

. Solucidn: Graficamos primero el desplazamiento -
R-y\S, respectivamente.

de 3 unidades y luego, a partir del --
punto asociado al 3, graficamos el des

7 - 5,-8 . 2
a) R(0,0), s(1,2) £) " R(8,-5), S ) plazamiento de 4 unidades.

WRAQFOD NS (—3%2) g» /R(0,-3), 840,4)

R{@,-5), S(0,0) h) R(0,4), S(0,-3)

.R(-3I_2)I S(lrl) l) R(415)I 8(415) ; = - . L O
R(1,0), S(0,1) j) R(=3,2), S(3,-2) . g ' =

3 Encuentra los valores de x y y para los cuales se sa-

tishaga Ta 1gusiGal PEOPUCSLS. ‘calif .y Como podemos verificar en la gréafica,
émiiima‘g 3 el desplazamiento doble eguivale a efec
7 3 i
(o040

2— —_ —
B LNE i Val o i tuar un desplazamiento simple de 7 uni

suma de 3+4.

b) | (x+y, x-Y) = 06"2) ’ ‘ dades; cantidad que concuerda con la -

c) (2x+3,8) = (11, 3y-1)
d) (5%, 3x+4) (10, =3)
e) (y+4, y+x) (x+4, 8)




23
22
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e) (y+4, y+x) (x+4, 8)
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Solucidn: Por la definicibn de adicidn, tenemos -
Ejemplo 2. Graficar en la recta numérica 4+(-7) que:
Solucidn: En la misma forma podemos interpretar (8y =3)# 0, 42 €640, Tiata)
44 (=7) como un desplazamiento de 4 uni (8, 1)
dades positivas (a la derecha) seguido
de otro desplazamiento negativo de 7 Observa que obtuvimos otra pareja ordenada resul-
unidades (hacia la izquierda). tante de la suma de las dos parejas originales.

Si las representamos como flechas, veamos como es
el proceso de la adicibn, gréaficamente.

Observa que, si unes
. las puntas de flecha
El desplazamiento total es de -3, que - y €l origen con 1%--
concuerda con la suma algebraica de los neas rectas, se forma
ntmeros 4+ (~7). ! un paralelogramo,

Esta adicidn de desplazamientos en la recta numéri
ca, por medio de flethas, se puede extender a las
parejas ordenadas.

Ya hemos-wvisto gue una pareja ordenada de nimeros § (8,1)=(8,-3)+(0,4)
se representa por una flecha en posicidn ordinaria, ’

La adicidn de parejas ordenadas, la podemos defi—=1
S

nir como la suma de las componentes respectivas de
cada pareja; es decir:

Dadas dos parejas ordenadas (x,y) y {a,b), su - La adicidn vecto;ial se puede integpretar grafica

adicidén es (x,y) + (a,b) = (x+a, y+b) mente en la realidad fisica. Suponiendo que tene-

e mos el plano de la ciudad graduado en coordenadas

y decimos que vamos a recorrer desde el punto - -

N Ejemplo 3. Encontrar la suma -—j (0,0) hasta el punto (8, -3); y despuds,de ahi --

ya %5 de las siguientes - mismo moverse en la direccidn vertical de la fle-

< Pgrej§§ Or?§ﬂ2?ﬁ5¢ cha de (0, 4). Para lograr lo anterior se transla
(8, -3} vy P4}
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da la flecha (0, 4) desde su posicidn ordinaria -
hasta que su punto inicial coincida con el punto‘
(8, -3). Asi, se observa que el reco;rldo es equi
valente a que hubiéramos caminado, sin egcalas, =
desde (0, 0) hasta (8, 1), aungue el camino, ha——
ciendo escalas, sea mads largo que el camino direc
to. Las trayectorias son deSplazamientos.que se -
comportan como si fueran flechas (es decir, canti
dades con magnitud y direccidm).

— +Y

Aqui, se empieza a Vver la gran‘diferencia q%e
existe cuando se habla de cantldades_escalaxe§ =
(es decir, nlmeros reales) y de/ parejas ordeng——
das (que son cantidades que l%evan dos_Qatos.}n—
trinsecos: la magnitud o tamano ¥ la direcciOn
hacia donde se aplicd dicha magnitud) .

Podemos ‘hablar, por ejemplo, de recorrer 20-Kms
al noroeste, de empujar con una fuerza de 50
Kg a un blogue con un dngulc de 30° con respec-
to a la horizontal, de moverse a 150 Km(hr ==
hacia arriba en un cohete, de caer verticalmen
te con una aceleraci6én de 9.8 m/seg” etc.

A est§>tipo de cantidades que necesitan dos (o --
més) componentes para que estén bien definidas, -
se les llaman vectores.

De ahora en adelante, le llamaremos vector a -

cuaiguier pareja ordenada que sea elemento de
RXR.

A diferencia del vector, el escalar sblo necesita
de una cantidad numérica para expresarse completa
mente.

Al estudio de las operaciones de los vectores: --
adicidn, substraccidn, multiplicacibn, etc.; y --
las relaciones gue guardan entre si con sus pro--
piedades, se le denomina . dlgebra aplicada a vecto
res o simplemente,dlgebra vectorial.

La operacidn que estudiamos anteriormente es la -
adicidn vectorial, la cual consiste en el proceso
de tomar dos elementos de RXR (vectores) y asig--
narles un vector resultante de la adicidn de am--
bos. A ese nuevo elemento de RXR se le denomina -
vector suma.

*Nota: Esta definicidn queda a nivel de sinénimo,
en esta unidaa
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La adicidn vectorial tiene varias propiedades im-
portantes, entre ellas estad la de substitucidn --
que consiste en lo siguiente:

-+ > - -
TEOREMA. §i Sy t,+u y,v representén vgctoges Y
s'=uvyt=yv, entonces s + t=1u + Vv

>
Esto quiere dec1r. gue si tenemos s = u, podemos -
usar el valor de u por el de $ sin mayor problema;
al igual que si £ = v, podemos usar a vV como si -

se tratase de T.

En resumen,las propiedad=ss de la adicidn vecto- -
rial son las siguientes:

Sean &, t, Uy VvV elementos cualesquiera de RXR.

1) . PROPIEDAD DE CERRADURA.

2 + ¥ pertenece a RXR,
es decir, la suma de dos vectores es
otro vector , no a un escalar.

PROPIEDAD DE SUBSTITUCION.

A > - = =3 =>
Si s =uy t=v, entonces s + t =1u

(esto ya lo estudiamos anteriormente) .

PROPIEDAD CONMUTATIVA.

B+ xla UV FE
Esta propiedad és 'andloga a la conmutatividad
de dos ntmeros reales.

PROPIEDAD ASOCIATIVA.

(3 4-B)+ u =8 +(t + )
Tambidn es como la asociatividad de nmeros
reales.
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PROPIEDAD DE IDENTIDAD.

Existe un vector finico 0 tal que v+0=v y

> - >
0 + v = v. Al vector 0 comunmente se le llama
vector nulo. Similar al idénticoen la adicidn
de los reales.

PROPIEDAD DEL INVERSO ADITIVO.

>
Para cada v £ RXR existe un Gnico elemento in
verso adlthO (-v) tal que v +(-v)=T 1%

(-v)+ v = 3,tamb1en similar al inverso aditi-
vo de los nlimeros reales.

La adicidn vectorial se puede repreéentarrgréfica
mente por varios métodos. Uno de ellos es el de -
la "ley del paralelogramo"

Ejemplo 4. Efectuar graficamente la adicidn de --

los vectores s =(4,1) y v =(2,3), por -
el método del paralelogramo.

Solucidn: Se grafican primero los vectores suman

dos. Después, aprovechando la propie--
dad de las flechas, transladamos el --
vector ¥, sin alterar su magnitud, di-
reccidn, ni sentido, hasta que su pun-
to inicial coincida con la punta de --
flecha del vector S.
El vector gue parte del punto inicial-
del vector % al punto termlnal del vec
tor v, ya transladado, es el "vector --
suma" resultante de la adicidn vecto--
rial de ¥V y 3,

(2,3) + (4,1) = (6,4)

vector suma




34

£ =(4+2-3, 4-2+0)
£ =(3,2)

También se puede efectuar el proceso en forma in--
versa, Sin alterar el resultado, es decir, en vez
de transladar el vector %, ahora se hace lo mismo
con el vector 8. Se translada sin alterar su magni
tud, ni direecidn, ni sentido, hasta colocarlo de Graficamente se observa de la siguiente forma: se
Lal magerai q?e 4 punEg lniC1a% cglnc1da eon li 1‘ coloca el vector U en posicibn ordinaria. Seguida-
gzgg: ei fuiiéaiiii'2§bgorﬁvf“Er vIctor guedpaile_ mente, en lugar de poner a ¥ en posicidn ordinaria,
: B Sl e e pgn a4 T ts se trasladan los ejes coordenados al punto termi--
Chd.d? g{ €S elu Vector. suia de vys, el cual -u nal del vector ¥ y ahi se le coloca, (en posicidn
es idéntico al "vector suma primeramente encontraf ordinaria con respecto a los ejes transladados), -
do: (4,1) + (2,3) = (6,4). . luego, de igual manera,se vuelven a correr los - -
Lo anterior ilustra la propiedad conmutativa de 13} igisa?aizitii extremo de V; y de ahi se hace par--
adicidn vectorial, no sblo algebraicamente sino --
también con la grafica. El vector suma es la flecha que parte desde el ori
gen y llega hasta donde estd la punta de flecha de

Ejemplo 5. Graficar la adicidn de los siguientes -}

vectores:y _ ' 4 4y, ¥ Z(2,-2) ,t =(=3,0)
por medio del método del poligono. Este método del poligono, como se ve en la grafica,
se puede aplicar con muchos mas vectores, formando,

Solucién: La adicibn de estos vectores es como su nombre lo indica, un poligono cerrado.

Ty & =04, + (2,~2) # (=3,0)
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También se puede definir la substraccidn de vecto

res, basados en la adicién vectorial, en forma and
loga a la adicidn de un nfimero real con el inver-

so aditivo de otro nfimero real:
a+b = ¢ adicidn;
a+(-b) = a-b d substraccidn

Para extender esta idea a los vectores, tomamos la
siguiente definicidmn

Si v y t son dos vectores cualesquiera sobre el
plano Cartesiano y (= t) es el inverso aditivo =
de £, tal que T+ (-E) = 0, entonces la operacidn
v+ (= %) es una substraccidn vectorial de los vec
tores v y t; pues V+(-%) = v-t

Esa es la operacidn de subs--
traccidn vectorial; el resul-
tado de dicha operacidn es el
"vector resta"

Existe un detalle muy signifi
cativo de la substraccidn gue
serd muy Gitil para la siguien
— , te unidad de estudio. Si tene
mos dos puntob P y Q sobre el plano Cartesiano y
aplicamos la substraccidn; P -~ Q)sobre ellos, (re--
cordemos que el concepto de vector se origina en
los desplazamientos de puntos en el plano Cetre—-
siano) el resultado de dicha substraccidn da un
vector que parte del punto Q y termina en el pun-
to P

Entonces; P - Q y Q — P son dos vectores parale--
los pero con sentidos contrarios, tal como se - -
muest*ra en la gré&fica.

Ejemplo 6.

Solucidn:

Graficar s+(-t), dado que s =(4,0),
£t =(3,-2). '

La expresidn S +(-t) también se puede

escrlblr en forma mds simple como -~ -
- &§

Ahora, los datos cambiar&n un poco, pa

ra facilitar la operacidn:

$ =(4,0)
-t = -(3,-2) =(-3,2)

Entonces,
(4,0) + (-3,2)-=(1,2)

es el vector resta de 3 y t.
Graficamente se muestra que

al vector £ lo cambiamos por
su inverso aditivo (-t) y-lo
sumamos vectorialmente al --
Veetory Sk
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Como se puede observar, existe una diferencia sig
nificativa entre la adicidén vectorial y la subs--
traccibn vectorial. Dados dos vectores cualesquie
ra 8y E el vector suma es § + £ como se muestra
en la flgura (paralelogramo)

El vector resta S - t es el vector que va del - -
punto terminal de £ al punto terminal de $, como
se puede ver en la figura.

la substraccidn de vectores s y £ es la su

En si, 3
de -

ma de un vector 4 con el inverso aditivo
(o sea -t).

EJERCIC'O I-B-1

ilGrafica en la recta numérica la adicidn de los si

guientes nGmeros, mediante desplazamientos.

a) 10; (+3)

S erc1cl0q—
] (=

b) 1 (+4); (+5)

(-4); (+1)

B

M”’ﬁ\m
evaluaCLOn examﬂﬁbaw

&
S
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2 Efectia la adicidn de las siguientes parejas orde
nadas.

a) (10537 (0~

b) (-4,0); (1,-5)

c) (=3;2)3 (=8,<95)

d) (3;0); (0;-3); (1z1)

e) (3,-7); (-2,6); (-1,-2)

Representa en el plano Cartesiano RXR las adicio-
nes del ejercicio anterior, mediante el m&todo --
grdfico que creas mé@s conveniente.

La norma de un vector.

La norma de un vector es un aspecto muy importan-
te debido a que representa el tamano o magnitud -
del vector. La norma también es llamada, a veces,
valor absoluto del vector, razdn por la cual, es
indistinto hablar de la norma o del valor absolu-

to de un wvector.

Para encontrar la norma de un vector sobre el pla
no Cartesiano RXR, se usan los conceptos referen—-
tes a la Geometria Plana Elemental. Particularmen
te nos referimos al teorema de Pitdgoras, puesto

que resume el problema de la norma a una simple -
operacidn algebraica. Veamos la razén:

Basados en la grafica - AY
que a continuacidn se -
presenta, podemos obser
var que todo vector en
posicidn ordinaria so--
bre el plano Cartesiano
forma, con sus proyec--
ciones* sobre los ejes

coordenados X,y , un -

*Consultar Glosario.

proyecciones

y=b

la b)) =c
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tridngulo rectdngulo. Si las coordenadas del vec- |
tor son (a,b) los catetos de dicho tridngulo mi--
den, respectivamente, a y b. Usando el teorema de
Pitdgoras, podemos, con esoOS datos, obtener la --
hipotenusa del tridngulo, la cual corresponde pre
cisamente a la norma del vector antes mencionado.

Esta Gltima propiedad se refiere a que el tamano
o magnitud, de la resultante de la suma de dos --
vectores, siempre es menor o igual que la suma de
las magnitudes de los vectores por separado. Es-
to se puede observar claramente en toda grafica
que represente una suma de vectores.

De tal manera que:

ik e

V74

C = 7 Es 1o mismo hablar de
norma, valor absoluto, Ayig?§%
magnitud o médulo de S

-
-

de donde —
, |Ha,b)“ = Va2+ b? un vector (a,b) A °;}1

Ejemplo 1. galcular la nor-
del vector v =(=8, -13).

Solucidn: Aplicando la for- EJERCICIO I-B-2
mula para calcular

"3" ,cona=-8yb=-13, Calcula la norma de los siguientes vectores.
= =8, -13)lf a) v
Vi28) 2+ (-13)2
V64 + 169
Kl - v

La norma de todo. vector debe satisfacer siempre ==
las condiciones' siguientes: J

a). JIvl|l >0

b). Si “G{l =0, entonces’'v =(0,0) =0

\

=

c) . Dados dos vectores cualesquiera v, IINEL
o+t <isil + HEl

(Desigualdad del tridngulo)
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& ek Perpendicul :
€. Vectores Paralelos y Perpendiculares . PROPIEDAD DE CERRADURA

1. Multiplicacidn de un vector por un escalar . _ s
rv pertenece a RXR,
; 2 z - es deci i - >
A nivel de este curso, estudiaremos sdlo dos ti-- RXR gir' que ai multiplicar un vector v en -
pos de productos que impliquen vectores. Vectgr esnRiica ar r, siempre resulta otro --

a) ‘E1 producto de un ar por un vector. . =
) P 5 EPER¥Ay \Ror U PROPIEDAD DE SUBSTITUCION

b) “E1l producto "interno" entre dos vectores. Si _ > > < =<
1 ¥r=syv=+t, entonces rv = st

Esta propiedad indica gue se puede substituir
un vector por otro igual aunque sus expresio-
nes parezcan diferentes.

Existen més tipos de multiplicaciones relacionadas
con vectores, pero, para los objetivos de esta uni
dad,no es necesario estudiarlos.

£l mas- sencillo de todos los productos es el de un B O TV
escalar pof.un vector, el cual se define en la si- rv = vr
uiente forma: B i » | indisti .
g : Es indistinto multiplicar el vector por el es
calar, que el escalar por el vector. B

PROPIEDAD ASOCIATIVA

E3 ]
si v =(a,b) es un vector cualguiera y r un esca

lar, entonces rv = r(a,b) =(xra,rb) i - (z 0 = (sl

Es decir, cuando hay un esca--
lar multiplicando a un vector, EXTSTENCIA DEL IDENTICO MULTIPLICATIVO.

N \ 'l < o
es igual a que el escalar se ' i1v = ©

multiplique por cada una de ‘ .

las Cémp%nenges del vector Existe el escalar 1 tal que el producto de 1 -
Sl 3 or cualqguier t - i -

B q vector es igual al vector mismo.

Asi como la adicidn vectorial ! . 3 _
tiene ciertas propiedades que Jo ZROTLRDAD DR ERODUCTO CERD.
cumple, la multiplicacidn de -
un’ escalar por un vector satis §
face nueve propiedades especi-

X rvi=0 si ¥% S6lor s x =0\ 67 vIE(0,0)
Cgando el producto es el vector nulo, hay va--
rias opciones: el escalar es cero, o el vector
S et v es (0,0), (o nulo); o en caso extremo,r=0

y Y = (0,0). ’

X

Sean v y t dos elementos cualesquiera de RXR 'y

sean r y ‘s dos nlmeros reales ‘cualesquiera. PROPIEDAD DEL -1

- =

(-1) v = -v

Cuandq se multiplica un vector por la unidad -
negativa, el resultado es el inverso aditivo -
del vector, es decir, -v.
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PROPIEDADES DISTRIBUTIVAS.

> > T

1. r (V+t) =rV+rt
> > & L

(V+t) Y =vr+tr

> o > 4

2. (r+s)v =rvtsv
> P

v(r+s) =vrtvs

PROPIEDAD DE LA NORMA.

- -
=y { |}V ) )
La“iglLa dll‘pgldtho de un escilar g Eozsgglar
kY iqual al valor absoluto de ‘
vector Vv es igua ] g

r multiplicado por la norma

las caracteristicas esencla
gnitud, direccidn y sentido.

Habiamos mencionado ya
les de los vectores: ma

onfusidn entre el concepto de direc--
La direccidn de un vector es

con respecto a un eje de re

A veces hay ¢
cidén y el de sentido.
simplemente el éngglof
ferencia, que nos indica
Ya teniendo la direccidn,
puede ser hacia un extremo O

el sentido del vector --
hacia el otro.

la inclinacidn del vector.
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PROPIEDAD DE CERRADURA

rv pertenece a RXR, i
es decir, que al multiplicar un vector v en -
RXR por un escalar r, siempre resulta otro --
vector en RXR.

PROPIEDAD DE SUBSTITUCION

-

. > = >
S1 r = sy v =+t, entonces rv = st

Esta propiedad indica que se puede substituir
un vector por otro igual aunque sus expresio-
nes parezcan diferentes.

PROPIEDAD CONMUTATIVA.

== -

rv = vr
Es indistinto multiplicar el vector por el es
calar, que el escalar por el vector.

PROPIEDAD ASOCIATIVA

-

(rs)v = r(sz)

EXTISTENCIA DEL IDENTICO MULTIPLICATIVO.

v = v
Existe el escalar 1 tal que el producto de 1 -
por cualquier vector es igual al vector mismo.

PROPIEDAD DEL PRODUCTO CERO.

rvi=0 si y s6losi t = 0.6 v =(0,0)
Cuando el producto es el vector nulo, hay va--
rias opciones: el escalar es cero, o el vector
v es (0,0), (o nulo); o en caso extremo, r=1

¥ 2 =000,0): .

PROPIEDAD DEL -1
> -
(=1) v = -v
Cuando se multiplica un vector por la unidad -

negativa, el resultado es el inverso aditivo -
del vector, es decir, -v.
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PROPIEDADES DISTRIBUTIVAS.

> > =¥ >
1. r{v+t) =rv+rt

-
($+€)r =$r+tr

> > >
2. (x+s)v =rv+sv

- >
v(r+s) =vr+vs
PROPIEDAD DE LA NORMA.

.
"rgl‘ - ‘r"glgégto de un escalar r por un -

La norma del p

< igual al valor absoluto del escalar

vector v e€s 1

r multiplicado por la norma

Habiamos mencionado ya
les de los vectores: ma

A veces hay confusidn entre
cién y el de sentido.

simplemente el &ngulo,
fofencia, que nos indi
vYa teniendo la direccidn,
puede ser hacia un extremo O

del vector V.

las caracteristicas esenglgl
gnitud, direccidn y sentido.]

el concepto de direc--
La direccidn de un vector es
con respecto a un eje de re |
ca la inclinacidn del vector.
el sentido del vector —-— |

hacia el otro.

l
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PROPIEDAD DE CERRADURA

rv pertenece a RXR, .
es decir, que al multiplicar un vector v en -
RXR por un escalar r, siempre resulta otro --
vector en RXR.

PROPIEDAD DE SUBSTITUCION

. -> = > =

S1 r = sy v =1t, entonces rv = st

Esta propiedad indica que se puede substituir
un vector por otro igual aunque sus expresio-
nes parezcan diferentes.

PROPTEDAD CONMUTATIVA.

Yv = vr
Es indistinto multiplicar el vector por el es
calar, que el escalar por el vector.

PROPIEDAD ASOCIATIVA

(rs)z = r(s;)

EXISTENCIA DEL IDENTICO MULTIPLICATIVO.
v = v

Existe el escalar 1 tal que el producto de 1 -
por cualquier vector es igual al vector mismo.

PROPIEDAD DEL PRODUCTO CERO.

rvi=10 siwy s6lo sir =06 v =(0,0)

Cuando el producto es /el vector nulo, hay va--
rias opciones: el escalar es cero, o el vector
v es (0,0), (o DulO);*o en caso extremo,r={

Y. ., = (0,0) .

PROPIEDAD DEL -1

- -+
(-1) v = -v

Cuando se multiplica un vector por la unidad -
negativa, el resultado es el inverso aditivo -
del vector, es decir, -v.
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8. PROPIEDADES DISTRIBUTIVAS.

> > > >
1. ri{v+t) =rv+rt

> -
(;+E)r =yr+tr

- > >
2. (r+s)v =xvtsv

- - -
v(r+s) =vr+vs

PROPIEDAD DE LA NORMA.

“rg “ g r‘ 'Q‘;; ) 1 por un -
La norma del producto de un esca ar r |

3 es igual al valor absoluto del escalar

i i e 5 del wvector V.

r multiplicado por la norma

Habfamos mencionado ya las
les de los vectores: magnil

A veces hay confusidn e

cidén y el de sentido. La direccidn de un vector es

simplemente el éngulo{
ferencia, que nos 1indi
Ya teniendo la direccidn, :
puede ser hacia un extremo o hacia el otro.

ntre el concepto de direc--

con respecto a un eje de re
ca la inclinacibn del vector.
el sentido del vector -—-

caracteristicas esencia |
tud, direccidn y sentido.
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Dos vectores diferentes de cero, con igual direc-
cién}pueden tener el mismo sentido o sentidos - -
opuestos. Para averiguarlo se tiene que saber 1o
siguiente:
Dados dos vectores, diferentes de cero,
uno de _ellos (¥ por ejemplo) es el producto
otro iﬁ) por un escalar r, entonces son paralelos
¥ ¥ ).
- -
BE v
Si el escalar
tido.

es positivo, tienen el mismo sen-

Si el escalar r es negativo, tienen sentidos - -
opuestos.

Ejemplo 1. Verificar que v =(10, -4) y £t =(-5,2)
tienen sentidos opuestos.

Solucidn: Tomemos el vector de componentes més -

pequenas/ (t) y busquemos un escalar -

que multiplicado por dicho vector,de

igual al,vector de componentes mas - -

grandes v.

Intentando primero con el ntimero 2,

2(=-5.2) =_(=-10.4), —
vemos que no resulta el vector v sino
otro vector con los signos alterados,
para solucionar esto, probamos ahora -
con -2, entonces:
>

(~2) (-5,2) = (10,-4) = v

El resultado es igual al vector G, por
lo que nos damos cuenta que son parale
los y ademés,puesto que el escalar es
negativo, se deduce que los vectores -
tienen sentidos opuestos.
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Ejemplo 2. Verificar que v =(%, -4) y t =(2,-16)

tienen la misma direccién y sentido.

8olucibn: E1 vector 3 es el de componentes mas -
pequeiias, entonces buscamos un nfimero
que multiplicade por v resulte . Pro-
poniendo el nimero 4 y probando,

4E e =2 /-6 =T,

se ha encontrado que t es un producto
de un escalar positivo por el vector 3,

por lo tanto tienen la misma direccidn
y el mismo sentido.

Dos vectores, diferentes de cero,con la misma di--
reccidn se dice que son paralelos (no importa el -
sentido que lleven). El vector (0,0) es paralelo -
a cualguier vector.

Aclarando; dos vectores, diferentes de cero, seran
paralelos, siempre y cuando uno de ellos sea igual
al producto del otro vector por un escalar.

= > 3
TEOREMA. Si v y t sQn respectivamente paralelos a
un vector u, giferente del vector cero,
entonces v y t son vectores paralelos en

tre si.

Con respecto a la magnitud, existen cierto tipo de
vectores cuyo tamano mide la unidad.
Dichos vectores se llaman vectores unitarios.

> 2 2
Ejemplo 3. Comprobar que el Mevter\u = V% oy

es un vector unitario.

Solucidn: La norma de 4 estd& dada por:

HEN 2

s » “ull Como la norma de u es -
la unidad, a éste se le
llama vector unitario.

En
general, para un vector cualquiera, 3, diferente

de cero v )es C 1 1
,“3” es un vector unitario en el mismo sen
| 2
5 - 5 [
tido que V, mientras que —-l—kv
P
: J Ri2!
rio en sentido opuesto a v.

)es un vector unita-

Ejempl g
jemplo 4. Encontrar un vector unitario en el mismo

sentid v
: o que v =(3,4) y un vector unita--
rio con el sentido opuesto a V.

Solucibn: Primero procedemos a encontrar!j3”
vl = Jo+1e

= V254

Entonces v _i_<§)
l

vl
L (3,4

y l t r un Yy en 1 - ‘_E
O pues
t e ve’(.‘ (0] l!:a O el sen L(l £

-8 =(-5 .
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CICIO I—-C=1 i
BJER 2. Producto interno o Producto punto de vectores.
i Efectfia las multiplicaciones siguientes. Una herramienta muy Gtil y préa
5(3,-2) £y z(x,¥) vectorial es el producto inte
al ’ - producto punto o escalar) 1
b) (-2)A(1;4) q) (=3) (x+y, x-¥) esta unidad.

tica en algebra --

n (1lamado también

C
) -
ual estudiaremos en

el c
c) /(-8y(~1,2) ny. (=1)(4,-7) Se le denomina también producto escalar debido a
- L

que, precisamente, el resultado de dicho producto
s un nlmero escalar y no un vector como en el —-
productc anteriormente estudiado.

d). .a(5,-4) Yy \-1) (-a; -b)

e)/l-n) (X,-3) i) (=1) (%,¥)

Dicho producto se define de la siguiente manera:
2 Determina si la pareja de vectores dados es parale

la, si lo esy, menciona gque sentido tienen entre si
los vectores dados.

Si G =(vi,Va2) ¥y g =(ti,t2) son elementos de RXR,
) entonces el producto interno de v y t, es
:(61-16

-

a)l|lsr|=(3F—8);

-
s )
/@QQ -t = -y + Vot
> ey LA ;
a ,

o) R R (-K, 43 S=(-4,5)

S Como se puede ver claramente, el
o) P : =(~4,1) 2d | resultado del producto internc -
e es una suma de ntmeros reales,
d) N =4F 1 | =k2) - es decir, un escalar.

&) 2 = LB EH(13,2) Ede

interno (o escélar)

3 Determina. cudl de los siguientes vectores €s unita » —
rio. En caso de gue no lo sea, encuentra un vector Solucibn: =By 3] 1D O)
unitario.en_ el mismo sentido gue él y otro en sen

ndo la definicidn :
tido opuesto.

) =(-8) (5) '+ (3)(6)
AL DA -40+18
a) AGIRE S

b) -22

c)

Debes notar que el simbolo del producto interno de -
{ £ dos vectores es el punto que los separa.
d) -

e)
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Al producto interno se le llama también producto
punto para distinguirlo del "producto cruz", que -
es otra forma de multiplicacidén vectorial. Dichos
productos se representan, respectivamente, asi:

- - = =Je

/84 N e

producto producto

cruz de punto de

Y ™ — =

VA YL vyt

= <= T

El producto interno (escalar o ‘punto) de vectores
tiene una gran importancia en el dlgebra vectorial,
puesto que nos informa sobre la perpendicularidad
(o no perpendicularidad) y el paralelismo (o0 no -
paralelismo) de dos vectores dados.

Una condicidn necesaria y suficiente para que
dos vectores sean perpendiculares (es decir que
formen entre si un &ngulo de 90°) es que su pro
ducto interno sea igual a cero.

Asi, facilmente, sabiendo -
las coordenadas de los vec-
tores nos daremos cuenta si
son perpendiculares O no.

Ejemplo 2. Determinar si -—-
son perpendiculares O no ==
los siguientes pares de vec
tores:

a) v

-
b ) 7 =

Entogces
V. =(3,-2
(
6- Puesto que --
-2 # 0, enton-
ces los vecto-
res ngo son per
pendiculares.
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=(5,6)-(-12,10)
(5) (-12) + (6) (10)

-60 + 60 Puesto qug -

0 v-t =0, vy

- si son perpen
diculares.

Al igual que la adicibén y el producto de un esca-

lgr por un vector, el producto interno también --

tiene ciertas propiedades que lo caracterizan, --

ellas son: I
Lo - - >

Si v, t, uy s son elementos cualesguiera de RXR

y r es cualquier nimero real, entonces

a) PROPIEDAD DE SUBSTITUCION.
. - - > o
Si v=uyts= s, entonces v-

b) PROPIEDAD CONMUTATIVA.
> > > >
vt = t-v

c) PROPIEDAD ASOCIATIVA.

r(g-%) = (r3>-€

d) PROPIEDAD DISTRIBUTIVA.
= > -> > >
v-(t + §) = v.t + v.
> - -

(t + g)-v = 3-3 + S-

s
S
e
v

e) PROPIEDAD DE LA NORMA.

e = Il

EJERCICIO I-C-2

Encuentra el producto interno (producto escalar o
Eroducto punto) de las siguientes parejas de vec-
ores.

a) \-;=(4l-5);

b) <
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y Resumiendo el teorema anterior en forma practica,

c) =(a,b); s =(-b,a) el corolario siguiente expone un método para com-
N probar el paralelismo entre dos vectores.

d) =(x+ty, -x)i s =(y,xty)

e -
e) v =(X_3, X+3); S =(31_9) CorOlariO. E :(tll th) y -\'; =(V1, V_’{) son vecto-

e £ g = . res paralelos si s6lo si
2 Determina si v_lLs, (si el vector v es perpendicu- . P '

lar al E) mediante el producto punto de ellos. t-vp = - tivat t2V1=0)

-

(9,227 3 donde Fp =(-va, Vi)

a)

Ejemplo 1. Determinar si son parale
e ) los los vectores representados por
c) =(2;2)% 2 5 : las siguientes parejas:

| PR i o ASE
1'% Y, o a)

‘ _ £ GEMPORTANT%})
B) |V 73135 B : 2o N

d) '—§I _6) r (-5I4)

|4 (8l 313 I i & B). (-3, <6) ;" (6¥10)

3. Relaciones entre vectores paralelos y perpendicula i , Tomando el vector perpendicular de --
res. cualquiera de ellos, por ejemplo el -

Dados dos wvectores, diferentes de cero, gue sean - del vector (-5,4):
paralelos entre si, podemos Observar ciertas pro-- = - e -
piedades interesantes,uy fitiles para comprender - observa que la abscisa dael -

primer vector pas6 a ser la
res. :
ézageggitziitgiezeCto A Z\| ordenada del vector perpendi

cular; y la ordenada del pri

= = tc ’ L ==
;aréiéiozzényRiR (E;,en;) mero pasd a ser el negativo
contramos un Xector per- de la abscisa del segundo ==

pendicular a Vv, éste se vector.
puede expresar en la for
ma ﬁb =( -vz, vi)jenton--
ces este vector también
seri perpendicular a £
Esto se expresa en el si
guiente teorema.

En esta forma tenemos ya el vector perpendicular -
al vector (-5,4). Entonces usando las propiedades
del producto interno, procedemos a multiplicax

(=4, -5) - (12 , -6) =(-4) (33 + (-5)(-6)
A
Vector per> ‘el otro®

pendicular vector
a(=5,4) dado

+
TEOREMA. Sean % =(t1,t%) y v =}v1, v,) dos vecto-
res en RXR. Entonces t es paralelo a v ~—
si y sblo si y Vg, son vectores perpen
diculareS, Siendo %p :(—V¢I Vl)

= =B e ey




-30 + 30 = 0
15

g (-4,5)-(—5 , —=6) 0 El producto interno es

cero, por lo tanto los
vectores originales --
son paralelos.

b) Ahora, tomando el vector perpendicular de cual
quiera de ellos, siguiendo el mismo proceso an

terior, obtenemos:

(6, =10) vector original

(10, 6) vector perpendicular

Haciendo el producto punto del vector perpendi
cular con el otro vector dado en el ejemplo,

(10,6) - (=3, -6) =(10)(-3) + (6) (-6)
==30 - 36

(10,6) ~ (-3, =-6) -66 E1 producto in--
terno no es cero,
por lo tanto los
vectores origina
les no son para-
lelos.

Las figuras siguientes pueden ilustrar otros teo-
remas que también son tiles en la resolucibn de
problemas geomé&tricos referentes a rectas en el
plano Cartesiano.

TEOREMA. En RXR un vector perpendicular a uno de
dos vectores paralelos diferentes de ce-
ro, es perpendicular al otro.

TEOREMA. En RXR, dos vectores, v y»E, perpendicu-
lares a un tercer vector s, diferente de

cero, son paralelos entre si.

|

dos vectores } a

e —
od Vv y t son un tercer vector song
paralelos paralelos i
’A// entre sf )

5|
ot \ E/’i// \\{//;
si S es | - /

a un vector, ‘ //
también lo// \\\

es al otro
1

Esto = i
S teoremas son muy fitiles en la geometria ana-

litica de puntos
, . : Y rectas, que vera 5
la siguiente unidad. 14 rap anpliangnte en

En el ] i
il unsigulente tema de esta misma unidad estudia-
piedadeé iﬁyde un conjunto numérico que tiene pro-
, > ¢ parecidas a los vecto 1

. res de dos a4
s imen
aplgig,.élos que gcabas de estudiar) y tienen graﬁ
mateméz% ? en fisica y en la teorfia de nfimeros en

lcas. Ahora le exponemos comc un caso muy -

APt ; .
? atlculai Qe.la extensa variedad de ramas que po-
see el an&lisis vectorial. ’

1020129737




EJERCICIO I-C-3

Determina si las siguientes parejas de vectores son
paralelos © no.

s

)
—/r
)

(2,1
3 9.
(_“5'1 "§)
(a;b) @ (t+b,/2)
(a+b, a-b); (1+§,
(3, b) 77 (6,~b)
),
(N =102 | T g)

(3,4) ;.(4,8)

1I. EL CAMPO DE LOS NUMEROS COMPLEJOS.

Introduccidn.

En este tema, que ahora vas a estudiar, te mostrare=
mos uno de los casos particulares de conjuntos vecto
riales que estudiaste en el tema anterior. Se trata

del campo de los nfimeros complejos, gue,aunque‘su =
nombre mismo dice gue son nfimeros, tienen propieda--
des que los comparan con los vectores; y, de hecho -

pueden tratarse como tales.

para darte una idea de 1o que son los nfimeros comple
jos y su relacién con los demds tipos de conjuntos -
numéricos (reales, racionales, etc), te sugerimos, -
gue recuerdes ( dentro de los temas de Matemdtica
I, que ya cursastg) una grédfica en la cual se esque-
matizaban los conjuntes de nGmeros que, en aguel en-
tonces, estudiabas. La gradfica mencionada tendra aho
ra un nuevo conjunto incluido en ella.

~ M
o 3 1 ‘N AGlNAR,OD

-~

G . o -

En esta grédfica se ve que el conjunto de l1os nfimeros
reales contiene a todos los dem&s conjuntos que cono
cias. Ahora; el conjunto de los nfimeros complejos —-—
abarca a los nimeros reales, y,ademds contiene otros
ntimeros mas que son los imaginarios.

En otras palabras, los nfimeros reales forman un sub-
conjunto de los nfimeros complejos.

El &dlgebra de los nlimeros complejos tiene grandes --
Yy muy importantes aplicaciones en ramas de la inge--
nieria, como 1la electrénica}y en otros estudios como
son: la mec&nica cuantica, el anédlisis de Fouriér,--
etc. Por lo anterior, es importante que, desde prepa
ratoria se conozcan por 1o menos las leyes fundamen-—
tales que los constituyen.

A. Campos Numéricos.

En matematicas, un campo numérico (o simplemente cam
pPo), es un conjunto cuyos elementos son nimeros que
satisfacen ciertas propiedades bien definidas llama-
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das "axiomas de campo”.

I,0os axiomas de campo son los siguientes:
Sea F un conjunto numérico. F es un campo si satisfa
ce las siguientes propiedades:
1. Axiomas de la Igualdad
Para todo a,b,c ¥, \
a) Propiedad reflexiva: a=a
b) Propiedad simétrica: Si a=b, entonces b=a

c) Propiedad transitiva: Si a=b y b=c, entonces

55

Existencia de Inversos: Para cada acF, excepto
el 0, en F, existe un elemento lla-
mado 1 (reciprocc o inverso multi--

a 1
plicativo) en F tal que a-- = 1y =

_]L.a: l
a

e) Conmutatividad: Para todo a,beF, ab = ba.

Axioma distributivo de la multiplicacibén con res-
pecto a la adicidn.

Para todo a,b,ceF

as=c
1) a(b+c) = ab+ac
Axiomas de la Adicidén 2) (b+c)a = ba+ca

a) Cerradura: Para todo a y b en F, atb EF Y

= Cualguier conjunto numérico, j a -
a+b es fGnica. d J rico, junto con las opera

ciones de adicidn y multiplicacibn, que satisfaga
Asociatividad: Para todo a,b, y c en F, todas las propiedades anteriores, e€s un campo.

+b)+c = .a+ (b+ . :
(atb)Fc at(bte) En realidad, el conjunto de los nimeros reales (R)

Existencia del Idéntico: Existe en F un inico es un campo; también lo es el conjunto de los nGme
elemento llamado 0 (cero) con la - ros racionales (Q). Y ahora, el conjunto de los n@
propiedad de que para todo agF, - meros complejos es también un campo, porque cumple
0+a = ay at+0 = a con todas las propiedades anteriores (la demostra-

cidn de ello queda para el alumno). Queda asi

Existencia del Inverso: Para cada atcF, existe justificado el nombre del tema: "El campo de los -
un elemento -a , (inverso aditivo nimeros complejos".
de a) donde -acF, tal que
aH(=a) I=\0 x4 (-a)+a\=]0 B. Factorizacién* de un Polinomio.

e) Conmutatividad: Para todo a, beF, se cumple - Antes de comenzar con las propiedades de 10s nlmeros
que a+b = bta complejos, veamos una de las razones mds objetivas --
por las cuales necesitamos extender el campo de los -
Axiomas de la multiplicacidn nmeros reales a otro campo mds extenso, éste es el -
. de los nfimeros complejos.
a) Cerradura: Para todo a,beF, abeF y ab es inico: PL€]
b) Asociatividad: Para todo a,b,ccF, a(bc) = (ab)c.

c) Existencia del Idéntico: Existe un finico elemen
to llamado 1 (uno, 1 # 0) con la pro
piedad de que para todo acF,

l.a = aya-l=a

*Consultar Glosario.
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Ejemplo 1. Factorizar el polinomio x%-x-6.
Solucibn: Por los métodos que ya se vieron en unida
' des anteriores, la factorizacibn de dicho
polinomio es la siguiente:

x2-x-6 = (x-3)(x+2)

donde (x-3) y (x+2) son polinomios sobre*
el campo de los racionales; Ppor tanto, se
dice que x’-x-6 es reducible sobre los ra

cionales.

Entonces,generalizando, un polinomio sobre un cam-=
po F es reducible sobre F, si aquél es el producto
de dos o mas polinomios sobre F, ninguno de los —-
cuales es una constante. Evidentemente,

mio que no es reducible sobre un campo F se dice -
gque es irreducible sobre F.

Veamos el caso de factorizar sobre Q la expresidn
3x+5. Por cualquier forma que se factorice no cumple
con las condiciones de reducibilidad}por lo tanto es

irreducible sobre Q.

Veamos porqué:
3x+5 se puede factorizar asi:

3x+5 = 3(x+%l Observa que 3 es una
constante.

o de esta otra forma
3x+5 = x(3+§); x # 0 ~Observa que 3+§ no

es polinomio.

por lo tanto, la expresidn 3x+5 es irreducible sobre
el campo de los racionales (Q) .

*Consultar Glosario.
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Ahora, deptro de los polinomiosrirreducib}esjaquelloa
que su primer coeficiente* es 1 se les llama primos.
Asi, tenemos que:

3x+2; no es primo porque a pesar de ser irreducl
ble su primer coeficiente no e8

r

x+10; es primo % pues es irreducible y su

\ primer coeficiente es 1.

z S !
X" =-x=-6; no es prlmoé

aungue su primer coeficiente e#8
1, el polinomio es reducible -
sobre Q.

Para poder resolver los ejercicios de polinomios gu&
te presentaremos al finalizar este inciso, conviene =
que recuerdes los "modelos de factorizacidén" o pro-=
duc@os notables que ya te presentamos en unidades af
teriores; éstos son: -

x*-a? = (x+a) (x-a) (1)

x?-a? (x-a) (x*+ax+a?) (2)

x3*+a? = (x+a) (x*-ax+a?) (3)
x%+2ax+a? (x+a) ? (4)
x2+ (a+b) xtab = (x+a) (x+b) (5)

x3+3ax?+3a’x+a’ (x+a) ? (6)

Ejemplo 2. Factorizar x”+7x-18 sobre Q (racionales).

Solucidn: Lg expresibn la podemos poner de la forma
sigulente de acuerdo con (5)

x?+7x-18 = x*+(9-2)x+(9) (-2)
de ahi que Ay =9% y-br=\ 2

por lo tanto
x24+7x%x-18 (x+9) (x-2)

*Consultag Glosario.
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Este mismo ejemplo se puede hacer también de la for-
ma como se te mostrd en la segunda unidad del segun-
do semestre:

x2+7x=-18 =P x2+7x-18 = (x+9) (x-2)
(x +9)-2 9x

>

(x ~-2)% =-2x
R

Ejemplo 3. Factorizar x3=27 sobre R (reales)

Solucibn: Esta expreSLGn es una diferencia de cubos
ya que x°-27 = -3% y segfin el modelo (2)

xP 2%\ = x3—33 = (x-3) (x%+3x%+9)

Habri veces en las cuales el polinomio serd irreduci
ble sobre un campo pero reducible sobre otro campo -
mds extenso; por ejemplo, veamos el siguiente polino
mio sobre el campo de los nGmeros racionales.

xZ= 2

mediante el modelo de factorizacidén (1)

x? —“ra?=(x+a) (x-a)

nos damos cuenta que este polinomio es irreducible -
sobre los racionales, puesto que

x? = WZ )2 = (x+ V2) (x - ¥2)

Polinomios sobre
el campo de 1los
reales.

-

N2 es un nidmero
irracional pero

De aqui obtenemos que el polinomio x?- 2 es irreduci
ble sobre el campo de los rac1onales, pero es reduc1
ble sobre el campo de los nfimeros reales.
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Existen otros casos de polinomios que son irreduci-
ble en el campo de los reales; veamos un ejemplo:

Sea el polinomio
2

Si buscamos entre factorizacibn y to
dos los métodos par 2 polinomios, nos da-—
remos cuenta de gue no existen ,-ilhyﬁ Oos sobre el
campo de los reales gue mul licados den por resul
tado x?+1. El modelo de rac i ién gue m&s se —--
asemeja a este polinomio es

= (x+a) (x-a) (1)
En esa forma

x? x2=(=1)

. [ elevando al cuadra-

x*=(V-1) 2 do el (-1) y sacando
su raiz cuadrada, si
multdneamente i

entonces, aplicando el modelo (1)
x? + 1 = (x+y=-1) (x-y-1)

Observemos detenidamente que el nfimero Vy-1 no existe
en el conjunto de los nimeros reales. En unidades pa
sadas, a este tipo de nimeros se les llamd imagina--
rios (denotados por la letra 1i).

Sii=vV-1,

entonces 12= (-1 )2= -1

En otras palabras, i es un nGmero imaginario tal que
elevado al cuadrado da‘el nfimero real (-1)

Entonces tenemos ahora que:

x%+1 = (x+ V I) (x- -1) = (x+i) (x-1i)

polinomios sobre un
campo mds completo
que los nfimeros rea
les
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Por es0, ahora nos VemosS impulsados a definir un -- EJERCICIO II-B

campo, de tal extensibén que contenga al campo de los

nGmeros reales y tambi&n reuna a nlimeros imagina Encuentra los factores primos de cada polinomio dado
rios; para idearemos un modelo* de nlmero. sobre su respectivo campo.

mos nimeros

‘
-

w » D"
o F
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Ie

sobre Q
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=

M0 e O Q

W h
o) O
[ L I
Py Q) e
() O~

0
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ot

formas (

de nfimeros 32 s como de ima a sobre h)
e como los —- b

3 , se llamaréan = sobre i)

intmero i fen mos parte sobre

=

O D RN K

O ¢t oM

O

e

| s;

W
o

te-,
3]

d
=

'®)

i ¥ >

{

U

nGmeros que
ntimeros com

oo

® "

(@)

1

sobre )
Estos nimeros, como te dijimos antes, comprenden a -
los nGmeros reales y a los imaginarios. Para ilus- -
trarte lo anterior,; oObserva gue en el nGmero comple-
jo ratbi 3|

Si 'b=0, entonces a+bi se reduce al nfimero real a, —--
pues atbi = a+ﬁi = a.

si a=0, entonces el nGmero complejo a+bi Se reduce -
a2l nfimero imaginario bi, pues atbi = 0+bi = bi. Algu
nos autores le llaman nimero imaginario puro al bi.

conjunto de nGmeros racionales
conjunto de nlimeros reales

Todo | nGmero complejo, del tipo atbi, tiene los dos = €) -Operaciones con NGmeros Complejos.

tipos de componentes: la real a | la imaginaria bi . i
B B 2 = 1. Igualdad y Adicib6n de NGmeros Complejos.

En el tema siguiente definiremos las operaciones con Ahora consideremos un teorema importante y b&sico
las nimeros complejos y sus propiedades, de acuerdo de los nimeres compliejes:

con los axiomas de campo, para dJque nuestro estudio =
sea consistente.

TEOREMA: Sean dos nfimercs complejos a+bi y c#+di;
donde a,b,c y d, son nGmeros reales.
Ambos nlmeros son iguales si y s6lo si
a=c y b=d.

chhq en otras palabras, dos nlimeros complejos --
son iguales siempre y cuando sus correspondientes
partes reales sean idénticas y también lo sean --

*Consulta osario.
ltar Gl o sus partes imaginarias.




¥ isfaga la . . :
Ejemplo 1. Encontrar el valor de I que satistag Notacibn: Existen otras formas de representar a -
igualdad los nfimeros complejos del tipo a+bi.
(k+2)+i = 4+i Una de las mds usuales, adem&s de la --

forma ordinaria a+bi, es la llamada for

18 i dad se tie- ma reck .
Solucidn:~ Para gue se satisfaga la igual s ectangular, (a;b)

ne gue cumplir que:

Es decir,
coeficientes respectivos —— (a,b)

“i", en cada niGme- . ' )
de la i", f edansl forma ordinaria forma rectangular
ro complejo del ejempl - k:
. l . A < o

es el valor de k, para
cumplir-la igualdad de
2 e¢—— nimeros complejos.

Ejemplo 2. Encontrar los valores de m yn Pigiilos D
cuales zi = z;,dado que Zi = 5m 1Y La forma rectangular (a,b) es muy practica, pues tie
Zp = 10+ mi.

ne la gran ventaja de que a cualquier nGmero se le -

) Ll {mplirse R : puede asignar un_punto en el plano cqmplejo. El pla-

Solucibn: Para que zj; = Z; debe cumpll no complejo tambi&n se conoce como diagrama de Ar- -

gand, en honor de J.R. Argand quién propuso esta in-
terpretacidn geométrica de los nfimeros complejos en

1806, (aungque, realmente la idea fuéd originada por -
partes reales | C. Wessel en 1797).

5m + Gg} 10 + ™ rpartes imaginarias|
7Y 7N

Igualando de acuerdo al teorema,

Veamos algunos nfmeros complejos z, dados en la for-

ma (a,b), 0
6n = m (2) (Im)fo

22 o

2y =) (5,3) f_J-_.”.___-
z2 = (=6,4) ;
|

z3 = (4,-7) v

10 ‘

5, wr H— 2 Zy (=5,-5) __,.eje de los

de (1) obtenemos m

5m =

maginar

m =

1

y de (2) se tiene el valor de n

2
G

Py o sy

eje de los

il SR
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n ntimero z = (a,b), con la componente b = 0, se en
tuentra sobre el eje de los nfimeros reales, puesto
que su parte imaginaria es igual a cero. Es deciry -
el nfmero z = (a,;0) es un nimero real.

En una forma similar, cuando en el nGmero z = (a,b),
a = 04 esvdecir, z = (0,b); z es llamado nfmero ima-
ginario (también suele llamarsele imaginario puro),
y se le localiza sobre el eje de los imaginarios.

La adicién de nGmeros complejos estd definida de --
tal forma que no contradice a ninglin axioma de cam-
po-sobre la adicidn.

TEOREMA: Si z3y = (a,b) y z2 = (c,d) son dos ntme-
ros complejos cualesquiera, entonces
Z1 + 2o EE (arb) + (Cld) & (a+c, b+d)

Expresando lo anterior en la forma de notacibn ordi
naria, tenemos dque:

c\ ¥\ di,
(c+di) =

Si oA YT %

Z1 = -
z1 + z2-=/ (a+bi)  + (a+c) + (b+d)i

entonces F

suma de dos binomios, con tér-

Esto es andlogo a la
el campo de los nfimeros reales. r

minos semejantes, en

Observa gue el
ros complejos,
lar, es idéntico al

dos vectores (a,b) y
siano.

Nota: teorema de la adicién de nlme- ‘

expresado en la forma rectanqu
teorema de la adicidn de
(c,d) en el plano Carte-

Encontrar la suma de los siguientes pa-~
res de nfmeros complejos expresados en -
forma rectangular:

Ejemplo 3.

a) z1 = (5,3): 22 = (8,6)

Solucibn:

Ejemplo 4.

b) zi

Q) Zs (2%, y) 3 z2 = (-5x, 1)

a) Segln el teorema anterior
zy + z, = (5, + (8, 6)

(5+8, 3+6)

4

~
I |
N N[~
St S I

-~

—~

2x2 v) +BE5x, r)

[2x + (-5%), y + r]
(2x -

5%, ¥ + )

(-3x%, ¥ + )

Encontrar la suma de los siguientes pares
de nlimeros complejos expresados en forma
ordinaria.

a) Z1
b) Z3

c) 2y

3+41;

=-=2+71;

5+21

Zy = —6

29 =
-81i
r+si;

zZ, = 1+41i




Solucidn:

Existe u
n{imeros
tracidn
Sl Zs =

%1 =k

(a +

Z i
4
cion;

Ccomo puedes observar, zz = TZ1 v
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el teorema de la adicidn

+ 2y (3+4i) + (5+21)

(345) ~+ (4i+2i)

8 + 61

I+ 11} fo\(=6 -8i)
(=2 =6) + (71 - 81)
(—8) |+ (-1

=8 -1

(p+si) | +| (T+1)

(p+1) | ||+ (si+i)

Zy. + Z2 (x#1) | B (6+1) 1

n el cual la suma de dos

n/ caso especial; e ‘
Veamos una ilus-

complejos es igual a
de “este caso especial:

CcCero.

atbi y z» es un nlmero tal que

z, = 0, entonces

bi) + 2z, = 0. Si)despejamos, Zz de esta ecua

- (a+bi) i

Z1

tenemos que z; =

[

pues partimos de

que z; = [atbi.

Debido a que z; + z, =0, es decir, zy; = -z;, el nG-
mero complejo z, recibe el nombre de "negativo de -
zi", & "inverso aditivo de z;", 6 simplemente el --
"opuesto de z:".

Generalizando, para todo nGmero complejo z, existe
uno 'y s6lo un nimero complejo -z, llamado negativo -
de z, tal que sumado con el anterior da igual a cero.

Expresdndolo simbdlicamente, z +(-z) =0.

Si z = a+bi, entonces -z = -a - bi é = —(a+bi).

EJERCICIO II-C-1

1'Encuentra el valor de m y n para el cual se cumple -
la igualdad de nlimeros complejos.

a)m+ ni =5 -4

i
b) 2mn + mi = n? + i
5 + 51

+ 2ni

c) m+n + ni =
d) m + 51 =4

e) mi = n + 8i




Calcula la suma de los siguientes nfimeros complejos.

a) zi 5 + 21 Z = =34

b) 8+01i 2 P91

c) i : 2 1+ 8i
d) 1 Z 3\ N 61
e)

) a7 g
A7 s
z ;.;,H_- e

g) z1 (-6], (1)

h) 2z (-8,0)

N2} (&) (s,x)

2. Valor absoluto de un nfimero-complejo.

En unidades pasadas del primer semestre te menciona--
mos el ‘concepto de-valor absoluto aplicado a los nGme
ros reales. Como recordarxrds, el valox absoluto (tam--
bidn 1lamado "médulo")-se limita a tomar de cualquier
nfimero su valor no negativo (en caso de que el nimero
en cuestidn sea cero, su valor absoluto es también --
cero), asi:

/51
-6

| 0

.} BE1 valor absoluto de

)& cero es igual a cero
32 g

Para 1los nfimeros complejos, tambié&n se puede definir
el valor absoluto. Este, no es tan simple como el de
los nfimeros reales, puesto gue el nlmero complejo --
consta de dos componentes.
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El valor absoluto o m6dulo de un nfimero complejo
z = a + bi, se define como:
|z] = |atbi]| = Y a’+b?

I

donde ¥a’+b? es siempre un nGmero real no negativo.

Esta f6rmula se asemeja a la norma de un -
vector, en el plano Cartesiano, en posi --
cibn ordinaria, la cual ilustra la analo--
gia que existe entre los vectores y los —--
nimeros complejos.
== —
Es muy importante que recuerdes que cualquier nflme-
ro complejo se puede representar gréficamente como -
un vector, teniendo éste las mismas componentes del
nGmero complejo.

Ejemplo 1. Graficar los siguientes ntGmeros complejos,

representdndolos gré&ficamente como vecto--
res.

a) =5 + 2i =(5,2)

b) 6 = 4i =(6r _4)

c) -5 + 81 =(-5, 8)

d) -4 -5i =(-4, -5)

Esto expresa claramente otra similitud del concepto -
de vector con el de ntimero complejo.

La suma y la diferencia de nfimeros complejos se puede
representar graficamente, utilizando la ley del para-
lelogramo (o0 la del tridngulo) tal como lo hicimos en
la adicidn vectorial. Para que visualices esta idea,
grafiquemos los nfimeros complejos anteriores, como si
fueran vectores, efectuando la suma de

2y Y 22 ;7 23 Y 2y




-+

z1+2z2=(1172)

-

| 22=(6,-40a, ~

Zg+7_.q:("9,3)

Asimismo;

corresponde. a la

Z“:(—4l'"55

el walor absoluto de<un nimeroc complejo -—-

magpitud de un vector gue represen-

te a dicho nmero.

Ejemplo 3.

Solucidbn:

los valores absolutos o mddulos
ejemplo ante

Calcular
de los nfineres complejos del

Y 10X %

a) SegGn la f6rmula del valor ab lgto —-
de un ntGmero complejo, !zll = Ja2+b‘
sustituyendo a=5 y b=2 en esta formula ya
que z3= (5, 2), tenemos:

loy| =57 727 - VZ5T4 = VI3

s

b) z, = 6 +(-4)i =(6, —-4)

De nuevo si aplicamos la férmula de valor
absoluto tenemos Jque:

,21| = Jt]—l’*b;
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Si a=6 y b= -4, entonces

22| = V67 +(-4)?

lz2| =V36+16

r

lz2| =52 = V(@) -(13)

122‘ 2{15

c) zg = =5+8i =(-5, 8).
ces

|23|= VQ:S)Z +82

23| = V25+64

Si a= -5 y b=8, enton-

|z3] = /89

d) zy = -4 =5i =(-4,-5)
Jzu] = V(=4)?+(-5) *
|z4| = V16+25
zZul= VA1

Gr&ficamente, el mddulo (o valor absoluto) de un nGmero
complejo es equivalente a la norma (o magnitud) de un
vector sobrepuesto a dicho nlmero;

|zt=\R 2 +b2
z=(3,4)=3+4i

/7

1zt =37+42=/9+16=V25

|z|=5

S BT




Es decir, el mdédulo, valor absoluto, magnitud, (co-
mo se le quiera 1lamar) de un n(mero complejo es la
distancia del punto gue representan las coordena--—
das del nfimero complejo al origen,

No importa hacia donde esta dirigido el vector o nl
mero complejo, el valor de su mdodulo nunca €S nega-
tivo.

Dada esta definicibén enunciaremos el siguiente teo-
rema:

TEOREMA: Si atbi y c+di son ntmeros complejos, en
tonces siempre se€ cumple que:

1.  ja+bi]| >0
(valor absoluto nunca es negativo)
2. ]atbi|= 081 ¥ sélo si a=0 y b=0

3. |(atbi) + (c+di)]| < |a+bi| + | c+ail
(desigualdad del tridngulo)

Los incisos./ (1) 'y (2) estin relacionados Y signifi-
can la idea antes expuesta de que la distancia (o .~
valor absoluto) de un nfimero al origen es siempre -
positiva O cero.

El inciso (3) es una ley que vale para cualguier --
nGmero complejo. Geométricamente, Se€ interpreta €O~
mo la desigualdad del tridngulo e implica que la su
ma de dos lados cualesquiera de un tridngulo siem—-—
pre es mayor que el tercer lado. Dicho en términos

de nGmeros complejos: la suma de los mb6dulos de dos
complejos siempre va a ser mayor © igual que el mb-
dulo de la suma de los mismos nGmeros.
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Ejemplo 4. Verificar grdfica y numéricamente la de--

sigualdad del trién ‘
i P gulo, dado 8
guientes numeros compleﬁos SELaSmel

a) zy = 5+4i; z, = 3 -5i

Z1 10+4i; z, = =5 =2i

Solucidn:

\
J(5+4D) + (3-51)]
\
\

13_5]'_{ (4 l5+4i|
>

ggserXando el tridngulo inferior de la grafica del -
jemplo, te podrds dar cuenta de la verificacidn del

teorema de la desigualdad del triangulo; ya que:

|(5+4i) + (3—5i)3§_15+4i| +|3-5i

lg-11| |5+4i) +]3-5i]

'—.
vV 64+1 /25416 +y9+25

VITT '+ /3%

V65

8.06

| AW | AW AW | A

5.83 + 6.4

8.06 <
12.24 S{ se cumple el teorema




Z]+Z‘;»

Fn este caso, las flechas asociadas a cada ntimero
complejo dado son colineales, de lo cual se observa
gue también se cumple graficamente la desigualdad --
del tri&ngulo. Desarrollando los datos, obtenemos:

l(Lo+4i) + (=5 -21)| £ [Lo+41|+] -5 -2i]

|5 42|  2VIOO0+16 + V25+4

Vv 25+4

\/_7—§_ %V—lTG— + ~.v/"_—2—9~

L

2 SPAE —
W1le' "y 29

sumando (=A/29) en ambos lados de la desigualdad
2 .-
116 + 29 - V29

0 <y116

Con esto .queda verificada numéricamente la desigual-
dad del tridngulo.

v29~ - /29

EJERCICIO TI-B-2

Calcula el valor absoluto (o mbédulo) ¥y grafica los -
siguientes nGmeros complejos.

a) z = 2+2i

b) =z 3+41

c)
d)
e)

f)

g)
h)
i)
3) 1=z

Verifica e; tgorema de la desigualdad del triéangulo
para los siguientes pares de nfimeros complejos,

a) &, \EN2+31i ; 3+41
b) z, ~51 ; Zo . - WE]
e) zj . > 41

d) zg

e) zi 1+1 5 2 -41

3. Multiplicacidn de NGmeros Complejos.

En la multiplicacién de nimeros complejos, existe una
gran similitud con el producto de dos binomios. Como
recordards, la propiedad distributiva de la multipli-
cacidn con respecto a la adicibn afirma que:

(a+b) (c+d) = (ac+bd) + (ad+cb)

En forma muy semejante se define la multiplicacidn de
nimeros complejos, s6lo con una pequena diferencia: -
que las segundas componentes de los complejos son, CO
mo dijimos, imaginarios y éstos se comportan de dife-
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rehte manera que los nimeros reales.

Habiamos dicho gue los niimeros imaginarios son aque-

Hen

11los gue -tienen el nfimero "i" como factor.

El nfimero "“i" tiene la caracteristica de que:

Por tanto:;

TEOREMA: Si zj = a+bi ; z, = c+di son dos ntmeros
complejos, entonces su ‘producto es:

24 - Zas.= (atbi) (c+di) (= (ac-bd)+(ad+cb)i

Esto es valido u
(a+bi) (c+di) = ac+adi + cbit+bd (i?)
actbd (i%) + adi¥cbi
ac+bd (-1) + adi+cbi

(ad+cb) i 22?

£a+bi)(c+di) fac |\~ \ bd) +

Observa y compara el resultadc del
producto de dos binomios reales y
el producto de dos nGmeros comple-
jos aqui expuesto. La existencia -
del nfmero "i" altera el parecide
de ambas expresiones.

Ejemplo 1. Efectuar las multiplicaciones de los si- -
guientes nfimeros complejos.

a) zi 5 ; zy = 1+21i
b) 2 3i; 2z, = 2+1
e) 274 1-i; 2z, = 2+1i

d) z1 142i; z2 = 1-21

$olucidn:
a) Multiplicar z3; por z; , si zy = 5401 (el -
nmero z; es real puesto que su parte ima-
ginaria es cero) y z» = 1+21i,.

1
(5+01) (1+21)
(5-0) + (10+0) 1

5 4 10i

2,

f e ————
Observa que el produc-
to z3y z, produjo un --
alargamiento de z; , -
en zi veces.

Multiplicar z; por z;, si z; = 0+31 ¥y
z> = 241 (el ntimero z; es imaginario puro,
puesto que su parte real es igual a cero) .

Z1 | Z> (0+31) (2+1)

232»;

<

(0-3) + (0+6)i R\

\
o
e

Observa que el vector de z; 2zZ» gquedd gira-
do 90° con respecto a z:, debido a que z:
se multiplicd por un nmero. imaginario pu-
Yo, 2j3.

21
=3 4 161

Multiplicar zj por 23, Si z3 = 1-1 ¥y
Ze = 2+

z1 22 = (1-1) (2+1)

= [2-(-1)] + (i - 2i)




(2+41) + (1-2)i Nota: La interpreta
cién gréfica del --
producto z, z; de -
este ejemplo se com

plica puesto que hay
cambios en direccidn
y en tamano simulté-
neamente.

% o

d) Multiplicar zj por zz , si zi = 1+21i y
Z9 — l-Zi,

Z1 Zo (1+21i) (1-21)
pa(aif) | 126424

1+-\(<4) H| | [2+2)d

+ 01
50 04

5 nmero real

ettt

E1l producto de dos nfl-
meros complejos puede
dar como resultado un
nmerc real.

En este ejemplo anterior se observa cémo dos nlmeros -
complejos multiplicados entre si, dan como resultado -
un nmero real. Este caso sélo sucede, cuando los nme
ros a multiplicar son conjugados.

El conjugado de un nGmero complejo atbi es el comple

Asf, el conjugado de un nGmero -
z = a+bi es denotado como
Z = a — bi.
En la misma forma, para un com-—-
plejo z = c-di, su conjugado es
Z = chdi.
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Lo inico que cambia es el signo de la parte imagina-
ria bi. Si bi es positivo, el conjugado de at+bi cam-
pia su signo por -bi y viceversa.

Ejemplo-2. Encontrar el conjugado de cada nlmero com
plejo dado. -

a) 4+31 e) ; 3401

b) 2 4 £)

c) 9)

B -, = i h)

Solucidn:
a) zy = 4+43i, entonces su conjugado es

= 4 -31

Observa que cambiamos
el signo de 3i por --
=31

= 5—§i,entonces su conjugado-€s

25,
ks Cambiamos el signo

de _2 . por 2 .
3 1 t3 1

-2+i, entonces su conjugado es

-2 -1 No importa el signo
del primer nfmero a,
solamente cambiamos el
signo de la parte ima-

ginaria bi




entonces su conjugado es &

Observa que a“+b*“ -
es un nfimero real -
pues a y b son rea-
les.

zs = 3, que en forma de nmero complejo

puede expresar como 2s = 3+0i, entonces Ejemplo 3. Verificar que al multiplicar dos niimero#d

conjugado es conjugados complejos se obtiene un nGmef®
real.

Zs 3 - 0i Bl conjugado de Sea el complejo z = 2-41i.

( - un nfinero real es

decir, zs 3 el mismo nfimero Soluci6n: Si z = 2-4i,el conjugado z seré

ze = i, que expresado en forma de comple z = 2+41
zg = O+ijsu conjugado es Multiplicdndolos y realizando operaciones

El conjugado de un z 2 (2-41i) (2+41)

nfimero imaginario Ly . . —
es el negativo del 4-(-16) + 8i - 8i Se elimina
la parte =

mismo. 4 + 16 . 2 ¢
- imaginaria.
z 2z = 20 NGmero real

-3i = 0 -3i, entonces
il o TR Para ser consistentes con los axiomas de campo, aho-
| ra, que te expusimos la definici6n del producto de -
5

= 34 nfimeros complejos, tenemos que definirte el recipro-

s

co de un nfimero complejo.
Zg“"’S

Zg = —3 . El reciproco o inverso multiplicativo de un n{imero
Zg = -5 complejo 'z = a+bi, es un nlimero tal que z multipli
e cado por su reciproco de como resultado la unidad.

Cuando multiplicamos un nmero complejo por su conju- 5
gado el resultado es un nfimero real. Veamos porqué:
si tenemos un nfimero z = atbi, su conjugado es

5 = a-bi; si multiplicamos 2z tenemos que | 3 i
. I €
z

Si z = a+bi, su inverso multiplica
tivo (o reciproco) es 1 ya que
Z
Z +bi) (a-bi) =
Z2Z (a i) (a 1 e
a?-(b2%i?) + (abi - abi) concretizando, si z = atbi, entonces

~ at+bi

aZ-(-b?) + (ab-aB)i Se elimina £ 1
z

la parte -
imaginaria.




Si multiplicamos por la
unidad no se altera el
ntmero.

La unidad se expresa -
como un ntamero dividi-
do entre si mismo; en
este caso el conjugado
del denominador.

a-bi
{a+bi) (a-bi)

realizamos la opera --
cibn

a-bi
(a?+b?)

El producto de dos bi-
nomios complejos conju
gados da un nGmero - -
real de la forma a’+b?*

Si separamos en parte -
real y parte imaginaria,
tenemos el nGmero com--
plejo reciproco de z.

TEOREMA. Dado un nfimero complejo z = a+bi, existe
un nmero y sdlo uano 1 _ a _ b 5
z.  al+b? aZ+b®

z, tal gue

llamado reciproco de

(z)(11 = 1.

z |

En otras palabras, 'a cada ntmero com
\plejo z se le asigna un nfmero 1l tal
z
gque al multiplicarlos entre si, dan
comce resultado la unidad. Por esta -
razén 1 se llama el reciproco o in--
z

81

(a?+b?) + 0i =

a? +b?

Observa que a“+b* -
es un n@imero real -
pues a y b son rea-
les.

Ejemplo 3. Verificar que al multiplicar dos nGmero#
conjugados complejos se obtiene un nGmef®
read.

Sea el complejo z = 2-41i.

Soluci6n: Si z = 2-4i,el conjugado z seré

z = 2441
Multiplicdndolos y realizando operacioneg
z z = (2-41i)(2+4i)

4-(-16) + 8i — 81 Se elimina
e 16 la parte -
_ imaginaria.
2. Z 20

NGmero real

Para ser consistentes con los axiomas de campo, aho-
ra, que te expusimos la definicibébn del producto de -
nmeros complejos, tenemos que definirte el recipro-
co de un nmero complejo.

El reciproco o inverso multiplicativo de. un n{imero
complejo z = a+bi, es un nfimero tal que 2 multipli

4 - =
cado por su reciproco de como resultado la unidad.

(3 Si z = atbi, su inverso multiplica
tivo (o reciproco) es 1l ya que

Z

=1

fi
z —_
Z

=% ST Secss—
concretizando, si z = atbi, entonces

- 1
a+bi




a=bi

Si multiplicamos por la
unidad no se altera el
nimero.

La unidad se expresa -
como un nGmero dividi-
do entre si mismo; en
este caso el conjugado
del /denominador.

(a+bi) (a-bi)

a=bi
(a?+b?)

realizamos la opera --
cibén

El producto de dos bi-
nomios complejos conju
gados-da un nimero - -
real de la forma a’+b?®

Si separamos en parte -
real y parte imaginaria,
tenemos el ntGmero com--
plejo reciproco de z.

TEOREMA. Dado un ntmero complejo z = a+bi, existe
un nGmero y s6lo uno 1 _

a - b
a?+b*

-

z . at+b*

llamado reciproco de z, tal que

(2) (7] =

En Otras palabras, a cada ntmero com
plejo z se le asiygna

L.

Z

gue al multiplicarlos entre si, dan

comc resultado la unidad. Por esta -
razén 1 se llama el reciproco o in--

VA

n nmero 1 tal
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verso multiplicativo de

Z.

Ejemplo 4. Calcular el reciproco de los siguientes -

nimeros complejos.

a) z = 1+i
b) z = 3-2i
¢) z 2 +01i
d) z -51i

Solucidn:

proceso para encontrar el reciproco de

nfimero complejo es el siguiente:

Si Z

1
B

o
T+1
1

1+i, entonces su_reciproco es

Para no alterar el

nimero multiplicamos
por la unidad, expre
sada como 1-i =

1-1 '

escogiendo siempre -
el conjugado del de-
nominador para obte-
ner un denominador -

_xeal.

Efectuamos la multi-
plicacibén y como di-
jimos, no se alterd -
el nGmero original.

"La multiplicacidn de

conjugados del deno-
minador did un nlGme-
ro real

Se debe procurar que
el denominador del -

resultado quede un -
nimero real. .




Este nimero complejo,
es el reciproco de z.

entonces su reciproco es

21
1 (3+21)

E B AMEA] (3+21)

3+21
(3=241) (B+21)

3F2i
944

3+21

puesto yue

éste es el reciproco -
del nimero complejo --
z = =51

Ahora con todas las propiedades y operaciones que he
mos definido, tenemos coi 1os nGmeros complejosun nuevo
campo que denotaremos con la letra C (maytGscula) .
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3 2 I
13 + 3 A

1
z

Sivz=240i=2

entonces

-5 U,

entonces
x|,
z =51
1 (+51)

Observa que 2 es un
niimero real.

es el reciproco -

pues el denominador
ya es un nlimero real

Observa que —-51i, es -
un nlmero imaginario

5% - (+51)

Multipliquemos 1

L 3. <1
por la unidad, para
que no se altere, -
procurando que la -
fraccibn contenga -
al conjugado del nG
mero z.

Cabe ahora pensar si acaso existe, para cada comple-
jo, algln o algunos ntmeros dentro de C (nfimeros com
plejos), tal que multiplicados por sf mismos (o ele-
vandolos al cuadrado) den el nfimero complejo. En - -
otras palabras, verificar la existencia de la raiz -
cuadrada de cada nGmero complejo; y ver gue dicho nQ
mero (o nGmeros) pertenezcan al campo C.

EJERCICIO II-C-3

EfecttGa las siguientes multiplicaciones ¢on nfimeros
complejos.
EJERCICIOS
g RESUELTOS
Y CALT RS

i TMAXIMA

(1+4) (5~3i)

(5) {3+21)

(=1=di) {1-1)

(3+41) (3-41)




7 Encuentra el conjugado de los siguientes nfimeros com

plejos.

a) -5 +0i f) =3 =81
T g) -3+0i
i W) 71 + 2
ay /e i) -8i

e) 5 -2i §) 201+ 5

‘3Encuentra el reciproco de los siguientes nimeros com

‘plejos.

a) 5+0i BV pL
b) 81 43P
\3ol] RS + 2
iy NG 5 i)/-8i

g} 5 =2i j) 201 + 5

4. Raices Cuadradas de NGmeros Complejos.

pDado un nfmero complejo z = a+bi encontremoslgus_:
raices cuadradas. Tales rafices r, deben cumpllr

que )

n- =1 a+bi

gsabiendo esto, resolvamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1. Encontrar las rafces cuadradas del nume

ro iz, = 4

Solucibn: Cualquier rafiz de la forma z, = atbl
debe cumplir que

(a+bi)? = 4
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Si extraemos raiz cuadrada en ambos miembros de la
ecuacidn, entonces

at+bi = +2
El nlGmero real 2 se puede escribir como 2+0i,
similarmente,—z Se puede escribir como -2+0i

S1 igualamos las partes reales y las imaginarias, -

respectivamente, en cada lado de la ecuacién, enton
ces af

Ejemplo 2. Encontrar las raices cuadradas del nfime-
ro z = -9

Solucidn: Cualquier raiz z, = a+bi de -9 debe cum-
plir que:
Z_ = (a+bi)?= -9
Si extraemos raiz cuadrada, obtenemos que
atbil= + V-9 = + 3i
es decir

a+bi 0 + 3i

Igualamos las partes imaginarias, respectivamente,

a =20 2r &5 31

b =+ 3

Zyy, = = 31

Ejemplo 3. Encontrar las raices cuadradas del nGme-
ro z = 4+31

Solucidn: Cualquier raiz cuadrada de z deber& cum-
plir que

{a+bi)? = 4+3i
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En este ejemplo no se puede obtener la raiz cuadra-
da directamente; lo que se hace es desarrollar el -
binomio complejo que estd elevado al cuadrado, €s -

decir:
g% 4 2abiN+ B2iH =-4+31

simplificando ¥y ordenando el miembro izguierdo, te-
nemos :

(a2 < p2)+ 2abi|=4+31
Ahora igualamos las partes reales e imaginarias, -~
respectivamente, en cada lado de la ecuacidn, para
obtener el siguiente par de ecuaciones:

1) a2.~\B? = 4 Partes reales

2) 2abi = 31 partes imaginarias

Este es un sistema de dos ecuaciones con dos incdg-
nitas, el cual puedes resolver por cualgquiera de --

los métodos que ya CcOnoces.

eso, podemos encontrar otra

Para simplificar el proc
1iza el problema, de la -

ecuacidn que auxilia ¥ agl
manera siguiente:

gi tomamos el mddulo, en cada miembro, de la expre-=

sibn L
(a+bi) = 4+31

tenemos que:

l(a+bi) 2| =" |a+3if

o del cuadrado de un nGmero com-

puesto que el mddul
ado de su mddulo, pode--

plejo es igual que el cuadr
mos escribir que:

|a+bil? = [4+3i]
ahora, como |atbi] =a®+b”
(JaZ+b2) 2 = V16+9
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implifi i
simplificando operaciones inversas nos queda

a2¥p® = 75 = 5

5 .
a‘+b*° = e
5 Ecuacidn auxiliar

Sumando las ecuaciocnes (1) y (3), tenemos
- que:

a’-p?

aZ+b?
2a2+0

-+

si despejamos a’, entonces
9

2
extrayend 3 Il 3
’

J?"=\g=\%=té

V2

y racionalizando el denominador
r

o.. a:i36

2

Ah
ora el valor de b, lo obtenemos de la ecuacidn
Zablt. = 31,

dividiendo entre i, obtenemos

2ab

despejando b se tiene que

substituyendo el valor de a
en la ecuacidng

B




racionalizando el denominador,

i a
Haciendo lo mismo para el wvalor de

nemos a b = W

e 'Las rafces cuadradas de
e

P iz— + 2 i_y
2

2
4

Como vemos, a cada nfimero cgm
rafces cuadradas. Esa es un

o
2

tenemos que b =

— —_—, obte-

plejo se le asignan dos
propiedad especial de -
tiende a todas las --

j ex
los nimeros complejos queé S€

ro complejo tiene
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D. Solucidén de Ecuaciones sobre el Campo de los NGme
ros Complejos C. 4

En la introduccién de este tema, comenzamos a hablar
sobre polinomios reducibles e irreducibles sobre un
campo determinado; y llegamos a la conclusidn de que
de los polinomios sobre los nimeros reales (R) no to
dos eran reducibles sobre el mismo campo R y que si
lo eran sobre el campo de los nGmeros complejos C.

Todos los nlimeros reales se pueden expresar como n-

meros complejos, pero con la componente imaginaria -
igual a cero.

Los nlimeros complejos provienen de expresiones con -
radicales cuadrdticos que tienen radicandos negativosg

Ejemplo 1. Expresar en forma ordinaria el ntmero V—4

Solucidn: E1 nfmero \[-4 se puede escribir

I

V=112
j alguier nfme : ie 3
. Por ejemplo, cu i
iaiceiaices c%bicas, cuatro raices cuartas,

res

- - . = = \/-
. 1

Ejemplo 2. Expresar en forma ordinaria

V-9 +\[§§

El ntmero\[-9 +\[25 se puede escribir --
asis

R e =15

5 + 31

EJERCICIO II-C-4

i —
uno de los sl Solucidn:

cada
Encuentra las raices cugdrddas de
guientes nfimeros complejos.

f) 1=i
4+31 _
-4 -31
4 ~31

a) z 9+01

b) z ~9 +0i

Ejemplo 3. Expresar en forma. ordinaria

V=25 +\=9 -\[36

La expresidn glzs
be como

c)

@ = -4 + 31
&) . , : ) Solucidn:

Y=g —\f§6 se




s
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o

FIyZS + VIV - V3

5i+3i = 6

+ =9 36

= =6+81i

Ejemplo 4. Expresar en forma ordinaria

Solucidn:

s

Una expresidn matemati
estd igualada a alguna cantidad constan

N
La expresién \-5 :y-4 _+ y=36 se escribe
ST g TI6) = JTIVE T NT HELTE
= (N5 - iVa) + iy36
= (f5-4 i) + 6i

= —jZO AL 64

ca que posee variables y que -
te se le 1lla-

ma ecuacidn.

Un polinomio igualado a a
plo cl&sico de ecuaciodn.

polinomial

’

cientes pertenecen a Cre

lguna cantidad, es un ejem-
En el caso de una ecuacidn
obre C si sus coefi- -

se dice que estd s
(o respuestas) es

Sus raices

tar4dn también en C.

Ejemplo 5.

Solucidn:

Resolver ‘la ecuacidn 2244 = 0 sobre C.

Se procede en forma parecida como se ha--

cia con las ecuaciones sobre R.

Se despeja z, de donde

z? = -4
si obtenemos raiz cuadrada encada miembro,

entonces -
2
J; +,/ -4

2 = +\F1V4

La solucidn pertene
ce al campo C. a

Ejemplo 6. Resolver 1
: a ec Xe —2)2 _
el campo C. vaeion.-(2=3) 7 = -16, Sobre

Solucidn:
: Para resolverla procedamos a extraer -

raiz cuadrada a :

cidn original. cada miembro de la ecua-
(z=3)? = -16
z-3 = +4/-16

Convirti 1
tiendo el miembro derecho a la forma imagina

ria nos queda:
iJ16
z-3 = 41
z = 3 41
Las dos soluciones para dicha ecuacidn son
3441 ; z, = 3-4i & @
e La solucibn per

tenece al campo
C

z-3 =

Z =

Ejemplo 7. Resolver la ecuacidn z? = -2i sobre C

Solucidn: [ = i
n: Si 2z = atbi es la solucidn, entonces
(a+bi)? = =21

desarrollando el bi i
= inomio compled " :
do, obtenemos plejo elevado al cuadra

a’-p?

igualando término a término
harias, respectivamente,

+ 2abi = <2i

r partes reales e imagi




(a2-b?%) + 2abi =
(1) a’*-b* =0

(2) 2ab = -2
= 0, enton-

2 2
i a -b
Por la ecuacidn (1) sabemos que si

ces

a2 =

o a = +b
ecuacibn

Substituyendo uno de estos resultados en la

ubs

(2) 4+ digamos a = +b.
2aRi= -4
2(b)b

Despejando B

e la ecua——

d
o raiz cuadrada en ambos lados

Extrayend
cidn: : i

V-1

+1
iccidn,puesto —-
iste una contradlcc 3 d
HASh G ero complejo;a ¥y b debenh T
te, de donde desecha

tra ecuacidn.

En este resu -aa

gue por definicidn de ?ﬁgivamen
eales exclu

ser nGmeros ¥ :

mos esa posible solucibn a nues

el otro resultado de la ecuacidén (1),

Ahora, tomamos

s decir:
& -b

i6n (2)
substituyendo dicho valor en la ecuacion

2ab = -2
2(-b) (b) = -2
-2b® = -2
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Despejando b? de 1la ecuacidn

b? = :% = 1

B° 1

Extrayendo raiz cuadrada en ambos miembros de la - -

ecuacidn.
Vo? = yT°

b = 1

Este resultado si es v&lido puesto que, hemos obteni
do un n@imero real, satisfaciendo la definicidén de nf
mero complejo. T

De la ecuacidn (1) solamente tomamos el resultado -
- -b : . =

. « 81 b = +1, entonces a = =1 Vv

si b -1, entoences a = +1,

Por lo tanto la solucidn a la ecuacidn es z;=, -1 + 1

Y 2Z,= 1-1

El conjunto de los nGmeros complejos es un ejemplo -
de. conjunto vectdrial sobre el plano de dos ejes - -
(o dimensiones) como ya te habfamos mencionade al --
pPrincipio de este tema. Los nfimeros complejos; a su
vez, forman un campo (la demostracién de. &sto se de-
ja para el alumno)#* como el de. los nfimeros reales y
los racionales.

;igo9 Esperamos qus hayas captadélia -
L analogia tan especial que hay en
tre los vectores y los nfimeros —
complejos, que a pesar de ser --
conceptos diferentes Yy gue se -—-
crearon en circunstancias muy --
alejadas entre si, tienen propie
dades que los unen fntimamente.




EJERCICIO II-D

jo las
a ordinaria de nmero complejo
m

for .
1 Expresa en la nes con radicales.

siguientes expresio
a) 3 +.fF4

b) NI + 16 | + =9
c) J:EE - =9

N RN )
2

T

d) \-8

- a8

e) Y9 ) .
ecuacliones:

— A
Resuelve sobre C las siguiente

a)

+ 2z + 8=20

£) | (z-6)2 = 5

: icios d,
s ejercicl
ia: Resolver 1o ]
Sugerencila 14 \frmbla de ecuaciones cu

e por mele de
adréticas
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RESUMEN

I. El1 dlgebra vectorial.

Cantidad escalar es aquella que puede representarse -
POr un simple nGmero real sobre una recta numérica.

Cantidad vectorial es aquella que para representarse
necesita dos o mds ntmeros reales o componentes.,

RXR representa el conjunto de todas las parejas orde-
nadas (o puntos) que existen en el plano Cartesiano.
Cuando el punto inicial de una flecha coincide con el
origen (0,0), se dice que la flecha estd en posicidn
ordinaria.

o 1as en.RXR, {xXy¥)y {(a,b), son igua
e o1 L X = a y i = b.

Dadas dos parejas ordenadas (x,¥v) ¥y (a,b), su adicidn
esfH(x, ¥y + (a,b) = (x+a, y+b).

Un _vector es cualquier pareja ordenada que sea elemen
to de RXR.
o

> - - -3 -
TEOREM&: SIS, B uy v representan vectores y s = u

: > .
Y-t = v,-entonces § + C. = E+

Si V = (a,b) entonces v = Il (a,b)li = J52+b2,

do a y b ntGmeros reales,

La norma de todo vector debe satisfacer siempre las -
condiciones ‘siguientes:
- e !
a) llv|l > o
' > > .
b) sSifivlii = 0, entonces v = .(0,0)
¢) Dados dos vectores cualesquiera
b ER & wemar gl
bv+ef < fivi o+ G &l
Si v = (a,b) es un vector cualquiera y r un escalar,
entonces r v = r(a,b) = (ra, rb).




EJERCICIO II-D

jo las
a ordinaria de nmero complejo
m

for .
1 Expresa en la nes con radicales.

siguientes expresio
a) 3 +.fF4

b) NI + 16 | + =9
c) J:EE - =9

N RN )
2

T

d) \-8

- a8

e) Y9 ) .
ecuacliones:

— A
Resuelve sobre C las siguiente

a)

+ 2z + 8=20

£) | (z-6)2 = 5

: icios d,
s ejercicl
ia: Resolver 1o ]
Sugerencila 14 \frmbla de ecuaciones cu

e por mele de
adréticas
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RESUMEN

I. El1 dlgebra vectorial.

Cantidad escalar es aquella que puede representarse -
POr un simple nGmero real sobre una recta numérica.

Cantidad vectorial es aquella que para representarse
necesita dos o mds ntmeros reales o componentes.,

RXR representa el conjunto de todas las parejas orde-
nadas (o puntos) que existen en el plano Cartesiano.
Cuando el punto inicial de una flecha coincide con el
origen (0,0), se dice que la flecha estd en posicidn
ordinaria.

o 1as en.RXR, {xXy¥)y {(a,b), son igua
e o1 L X = a y i = b.

Dadas dos parejas ordenadas (x,¥v) ¥y (a,b), su adicidn
esfH(x, ¥y + (a,b) = (x+a, y+b).

Un _vector es cualquier pareja ordenada que sea elemen
to de RXR.
o

> - - -3 -
TEOREM&: SIS, B uy v representan vectores y s = u

: > .
Y-t = v,-entonces § + C. = E+

Si V = (a,b) entonces v = Il (a,b)li = J52+b2,

do a y b ntGmeros reales,

La norma de todo vector debe satisfacer siempre las -
condiciones ‘siguientes:
- e !
a) llv|l > o
' > > .
b) sSifivlii = 0, entonces v = .(0,0)
¢) Dados dos vectores cualesquiera
b ER & wemar gl
bv+ef < fivi o+ G &l
Si v = (a,b) es un vector cualquiera y r un escalar,
entonces r v = r(a,b) = (ra, rb).
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- -
TEOREMA: Si v y t son respectivamente paralelos a -
un vector u, diferente del vector cero, entonces -

¥ y T son vectores paralelos entre si.

Si VvV = (v,,v,) ¥y € =.(t,, t,) son elementos de RXR,
entonces el producto interno de v y £ es

Do
vt = Vltl + \]Zt2

Una-eondicidn necesaria y suficiente para que dos -
vectores sean perpendiculares, es gue su producto -
interno sea igual a cero.

TEOREMA: Sean % ="(ty1,/ t2) v v = vy, v2) dos vecto
res en RXR. Entonces % es paralelo a v si y s6lo si
t y $p son vectores perpendiculares, siendo

=>
NINE =V, [V ]

COROLARIO. E = (tiy tz)%y 3A= (vi, V2) son vectores
paralelos sivy s6lo si € . Vp ='=thv: + tavy = 0, -
donde vp = . (-V2p Vi)

A. Un campo numérico es un conjunto cuyos elementos
satisfacen ciertas propiedades llamadas "axiomas de
campo". Los axiomas de campo son de cuatro clases:

Axiomas de Igualdad.

Axiomas de la Adicidn.

Axiomas de la Multiplicacidn.

Axioma distributivo de la multiplicacidn con res-
pecto a la adicidn. :
Como ejemplos de campos numéricos tenemos a los nfime
ros racionales y los reales. Ademds est&n los nlGme--
ros complejos.

B. Un polinomio sobre un campo F es reducible sobre
F, si es el producto de dos o m&s polinomios sobre F,
ninguno de los cuales es una constante. Inversamente
un polinomio que no es reducible sobre F se dice que
es irreducible sobre F.
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Se le llama "primo" a aquel polinomio irreducible cu
yo primer coeficiente es igual a uno.

Los "Modelos de Factorizacién” o productos notables
son:

= (x-a) (x+a)
= (x-a) (x%+ax+a?)
x3+a? = (x+a) (x%*-ax+a?)
x2+2ax+a’ = (x+a)?

%2+ (a+b) x+ab (x+a) (x+b)
< 3+3ax?+3a’x+a’= ~(x+a)?
Se te mostrd en dicho tema que para todos los polino
mios irreducibles sobre el campo de los nﬁmerqs rea-
les existe un campo, mas amplio, en el cual dichos -
polinomios si son reducibles, &éste es el campo de --
los nfimeros complejos.

Un nfimero complejo se representa en dos formas:

at+bi (al b)
forma ordinaria forma rectangular

donde a se denomina la parte real, v b se denomina -
la parte imaginaria de a+tbi.

La unidad de los nfimeros imaginarios es i, la cual
se define como

i= -1
y tiene como caracteristica escencial que:

it = -1

¢) 1. Dados dos nmeros complejos z: = atbi y -
z,=c+di, z1=22 S1 Y sdlo si a=c y b=d.
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Un nimero complejo se puede representar en el plano
complejo en forma similar a los vectores sobre el -
plano Cartesiano.

Dados dos nfinexos complejos z,= atbi y z, = c+di,
la suma es; z,+2, = (a+c) + (b+d)1i.

Dado un nlmero z = a+bi, tiene un nlmero asignado
-z = —-a-bi; llamado su inverso aditivo tal que la
suma da como resultado cero, es decir:

z + (-2z) = (a=bi) + (-a-bi)-= (a-a) + (b-b)i
0+01i = 0
2. Valor absoluto, magnitud o m6dulo de un nlmero -
complejo es la distancia del punto, que representa
las coordenadas del ntmero complejo, al origen; sSi-

tuando al nimero complejo en el plano complejo. Ma-
temdticamente se le encuentra asi:

El valor absoluto o mbdulc, siempre es positivo o -
cero; nunca negativo.

Dados dos ntmeros complejos atbi y c+di, siempre se
cumple gue
[(a+bi) + (c+di)| < [a+bi] + [ct+di]

llamada la desigualdad del triangulc, pues signifi-
ca que en todo tridngulo la magnitud de cualquiera
de sus lados siempre va a ser menor que la suma de
las magnitudes de los otros lados.

3. Dados dos ntimeros complejos z;= a+bi y z,= c+di,
el producto de ambos se define asi:

212, = (ac-bd) + (ad+cb)i
El conjugado de un nfimero complejo z = a+bi es

z = a-bi
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El reciproco o inverso multiplicativo de un nGmero °
complejo z = atbi, es
el a _ b i

z atbi  aZ+b? a2+b?

El producto de un nfimero complejo por su conjugado
da un nmero real como resultado.

2z = (a+bi) (a-bi) = a?+b?

El producto de un nfimero complejo por su reciproco
da la unidad como respuesta, es decir:

1 ’ a b A
(2) = (an) (3357 - e 1) < 1

F) Asi sucede con los nGmeros reales, los nGmeros
complejos tambi&n tienen raices cuadradas.

Dado un nfimero c+di cualguiera, elemento dg los com-
plejos, existen dos nGmeros a;+bi;i y az+b.i, tal que:

(aj+b1i)? = c+di y (ax+bpi)? = c+di

donde .
a’-b? + 2abi = c+di

de lo cual -

a?-b? = c y

2abi di 6 2ab = 4ad ;
siendo esto véalido para ambos nimeros a,+b;i y axt+bai,
1lamados raices cuadradas de c+di
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: ANEXO
GLOSARIO RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS
FACTORIZACION: Proceso algebraicc mediante el - EJERCICIO I-A-2
cual una expresién consistente -
en sumandos o similares queda en F
forma de factores. 2
a)
MODELQ= Cuando algln concepto que se es-
té estudiando, ya sea matematico h)
o fisico no se conoce exactamen-
te, se procede a crear una ima-- i)
gen concepto (o modelo) a manera )
de proposicidn, que satisfaga -- J
las condiciones gue requiere la
investigacidn. Cuando el modelo £
: : =)
satisface las propiedades del --
concepto estudiado, se dice que a)
el modelo representa el concepto h)
del problema; y si el modelo no
satisface dichas propiedades, en i)
tonees se le.desecha y sSe propo- )
ne otro modelo mis satisfactorio. J

POLINOMIO SOBRE En matemdticas se dice gue un po
UN CAMPO: linomic estd sobre un determina- = @
do 'campo © conjunto numérico - - = 4; y = 2
cuando sus coeficientes pertene-
cen a dicho campo o conjunto. =4; y =3

(no hay x que satisfaga la igualdad)

PRIMER COEFICIENTE: Para cualguier polinomio dado el
primer coeficiente es 2l nfimero
gue multiplica a la variable de
mayor expcnente en todo el poli- EJERCICIO I-B-1
nomio.

PROYECCIONES: Dada una gréfica en el plano Car
tesiano, son los valores gque di-
cha grafica toma en cada uno de
los ejes coordenados. En general,
tambi&n se consideran proyeccio-
nes a las lineas que parten de -
un punto en el plano Cartesiano
y caen perpendicularmente a cada

uno de los ejes.




EJERCICIO I-B-2

£) JaZ+b?
g)  Vk2+4

h) Y1-2k+2k?
i) Ja*+b"

j)  Ja+3

EJERCICIO I-C-1

(15, -10) : £)
(=2. —8) g)
(8, —16) h)
(5a, —4a) i)
(-bx, 3b) )

Paralelos. Mismo sentido.

No paralelos.

Paralelos. Sentidos opuestos.

raralelos. Sentidos opuestos.

No paralelos.




unitario;

unitario.

unitario: L

S

V61 Vel

unitario;(

unitario

EJERCICIO I-C-2

L2

-6 -

36

Si son perpendiculares.

No
chi
Si
No

son

son

son

son

perpendiculares.
perpendiculares.
perpendiculares.

perpendiculares.

ESBRCICIA F-C-8

paralelos
paralelos
paralelos
paralelos
paralelos
paralelos

paralelos

h) No son paralelos
i) Si son paralelos

j) No son paralelos

EJERCICIO II-B
a) (x+3) (x-3)

b) (x+2) (x%2-2x+4)

c) (x+2) (x+1)

d) (x- J7) [gz+ J7 x +(\37>1
(x+ WI) (x2= T x+2 V2)
(t~ ¥3) (t+ V3) (t- V3) (t+ V3)
(v+1) (v2=-v+1) (vHl) (vi-v+1)
(x=1) (x-1) (x-1)
(x+2) (x=2) (x*+4)

(x+ YiB) (x- Y15) (x*+ V15)

EJERCICIO TI-C-1

1a) m 5 & n -4

b) m 1 7.1
c)
d)

e)




1= 4 1)

b) 10 + 9i (1, -1) 1 -3

c) 1 + 14i (-8, -7) 1 +7i+2 6 2+71
d) -3 - 31i 1 (r+s, s+r)

e) =7 + 71

EJERCICIO II-B-2
a) 2J2

b) 5

c)

d)

e)

EJERCICIO II-C-3
1a) 15 + 101 EJERCICIO II-C-4

b) -8 + 21
c) 8 + 2i
d) -2

e) 25




BEJERCICIO II~D

o
2

2421 5 —2=2%

_1-iV15
. 2

1+iV15
2

S141V7 ;-1-i7

6+y5 ; 6-Y5 '
LA AUTOEVALUACION ES UNO DE LOS INDICADORES
DE TU DOMINIO DE LA UNIDAD CORRESPONDIENTE.
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INSTRUCCIONES: Lee detenidamente las sicquientes
cuestiones anontando, dentro del paréntesis la
letra que corresponda a la respuesta correcta.

La ecuacibn correcta para definir el producto Carte
siano de dos conjuntos K y M, es: ( 9

A) XM Pty RIEHE M}
BY KX M PGy sy % M}
C) X =t er K M}
D) XM= {(x,y)s X A = K}

Encuentra los valores de x y y para los cuales la -
igualdad (3x-=2, yv+3} (7,-2) es vexdadera. ( )

BY ||| 3 ¥
PN (XTS5,
G)- X 3, Iy
H) . X 5, ¥y =

Cuando el punto inicial de una flecha es el origen,
las coordenadas de su punto extremo: son también, --
las cocrdenadas de la pareja due representa; en es-—
te caso, se dice que la flecha éstd en posicifn:

I) Regular.

J) Cartesiana.
K) Trasladads.
) Ordinaria.

. 4-"3",
Nombra la pareja ordenada representada por RS .cuando
las coordenadas respectivas/de Ry 8 son (0,3)7; =
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La expresibn correcta para la definicibén de la -
adicidén de parejas ordenadas es: ( )

Q) Si (a,b) eR X
(a,b) + (c,d)
R) Si (a,b) eR X
(a+c) - (c+d)
S) Si (a,b) eR X
(a+c) + (c-4d)
T) Si (a+b) eR X
(a+c) + (c+d)

(c,d) € R X R, entonces
(a+c, b+d)

(c,d) € R X R, entonces
(a+c, b+d)

(c,d) € R X R, entonces
(a+c, b+d)

(c+td) & R X R, entonces
(a+c, b+d)

- -~ -

-

{1~ = | N~ B | I~ = I | [~

Identifica la expresifn gque-xepresenta un vector.

( )
T) (2 +Y5)
U) (2, -5)

v) (2 -\ 5)

2
W) (§ -N 5)
La suma de dos parejas ordenadas en R X R se llama
vector suma, mientras que la operacidn asociada --
con la suma de llama: ( )

X) Igualdad escalar

Y) Propiedad asociativa
Z) Suma escalar.

A) Adicién vectorial

La propiedad de sust&tucign de la adicibn vectorial,
afirma que si s, f, u, y v representan vectores ta-
les que ¥ = 4Gy t = ¥, entonces:

B) S
eLE
D) 3§
E) &
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La operacidn de sustraccibn vectorial afirma que ] i : XR, reRyvVv= (a,b) entonces
si € y ¥V € R X R, entonces: . vr (ra,rb)", es la definicibn de:

oy

F)
G)
H)
I)

) La multiplicacidn de dos vectores

) La multiplicacidn de un vector por un escalar
La multiplicacidn de dos escalares.

= V) La sustitucidn de un vector por un escalar

-+
-

-V)

-
S A

-

-4) =1

oY EV oY

- -3
La definicién de la norma || v|| de un vector v, - . Dos vectores diferentes de cero tienen el mismo
> Y 1 4 - - - -
mediante el teorema de Pitdgoras, es: ¢ ) sentido si y solamente si uno de ellos es: ( )

> 5 . A

J)y si v (a,b)e R R, vl =4a%+b? C) El producto del otro por un escalar positivo.

{14 ’ v g : D) El producto del otro por un escalar negativo.
K). 51 v (a,b)g RX R 7 'l(ah+b'“ E) La suma del otro con un escalar positivo.
. ; —r F) La diferencia del otro con un escalar negativo.
LA, | Sh (a,b)s X \[a‘+b‘ ‘ )

5 i = Si v y t son paralelos a un vector v diferente de

M) Si | v (a,b)e X' R f”Vll:‘/d!"b" | cero, entonces v y £ son:

Cita otros tres nombres diferentes que se le asig G) Vectores perpendiculares entre sf.
nan a la norma de un vector v. g ) H) Vectores paralelos entre si.
i I) Vectores intersectados entre si.

M) Coordenada, escalar o cartesiana. J) Vectores sumados entre sfi.
N) Abscisa, ordenada 0 coordenada.
0) Anchura, /espesor o grdfica. . Si la norma de un vector es 1, éste se llama: (
P) Magnitud, médulo o tamaho.

- ! K) Vector unitario.
Calcula la norma del vector Vv - : L) Escalar unitario.
T ' M) Vector unidireccional.
Q) 169 N) Vector director.
R) 77169 ] )
$) /13 . Determina cudl pareja de vectores s y t tienen sen
Ty -13 tidos opuestos: ( )

Comprueba la desigualdad del triangulo para los - 0) (2,1) ;
vectores ¥ = (3,1); § = (2,-1). La simplificacibn
de esta comprobacibn es: pP) ¢ (2, J6)

u) 25 = 25 Q) s = (1, -3)
V) 29.142 < 25
W) 25 = 29.142 R) = (SR P T0) R
X) 25 < 29.142
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19. "Si v = (vi, V2).y E,>: (ty, tz)son elementos de -

R X R, entonces v +- t = v;t; + vat,", &sta es la
definicidn de: ( )

S) La suma opuesta de y
T) La suma escalar de Y
U) ~El producto externo de 'V 'y t
V) El producto interno de ¥V y %

25
v
-
v

Dos vectores| 'soh perpendiculares entre si, siy -
solamente si su producto interno es: ( )

W) 1
%) 0
Y | 1
z)

Las propiedades de sustitucién,.conmutativa, aso--
ciativa, distributiva y de la norma, son los nom—-
bres que reciben las einco propiedades cCOrrespon-—-
dientes al: ( )

A) “Producto externo de  vectores.

B) Producto interno de vectores.

C) Producto vectorial de escalares.
D) Producto externo de escalares.

:Cudl de las siguientes parejas de vectores tiene
perpendicularidad entre dichos vectores? ( )

E}) N\ 3 W7, 1

o G - )

>

!

Completa el teorema siguiente: "En R X R un vector
perpendicular a uno de dos vectores paralelos dife-
rentes de cero es": ( )

I) Paralelo y coincidente al otro.
J) Coincidente al otro.

K) Perpendicular al otro.

L) Paralelo al otro.

¢En cudl de las parejas de vectores dados, son
ralelos dichos vectores? (

(357

7
(4,

(W3, -2) ; (6, -4V3)

Un eonijuntc de nlmercs, juntd con las operaciones
de adicibn y multiplicacidn, gue satisfacen todos
los axiomas de igualdad, adicién y multiplicacidn,
asi como el axicma distributive, se dice que
un: ( )

es —-

Q) Plano
R} Campo
S) Grupo
T) Semi-grupo imaginario.

Si un polinomio sobre un campo F, es el producto -
de dos o mids polinomios sobre F, ninguno de los --
cuales es una constante, se llama polinomio: ( )

U) Reducible.
V) Irreducible.
W) Primo.

X) Neperiano.




Un polinomio irreducible sobre un campo se dice
que es primo si su primer coeficiente es: [

Y) O
Z) =1
A) 1
B) 2

Tdentifica cudl de las expresiones es un modelo
de factorizacidn" o producto notable correcto:
¢ )
(x+a) (x%-ax + a?)
(x+a) (x%+2ax+a?)
o= x%°4+3a% x? 4 ax? +.a°
(x - a)’ (x*- 2ax + a?)

c) || =P =
D) | | xP =
(
X

3
E)

X
F) x3

!
3
Determina sobre Q los factores primos del polino
mio y* - 4y%+ 4: ( )

G| VA +
H) y? =
I) -
J) y? -

La adicién de %os ntmeros complejos (a,b) y (c,d)
se define como: ()

K) f(a,b) * (c,d)

L) (a+b), (c+d)
(a+c), (b,d)

N). (a,¢) ., (b,d)

(a+c, b+d)
(a+c, b+d)
(ascIA+7(b,d)
(a+c+b+d)

{1 | O |

En un nGmero complejo a+bi: ()

O) a se llama parte real y bjse llama parte imagi
naria.

P) a se llama parte imaginaria y b se llama parte
radical.

Q) a se llama parte imaginaria y se llama parte
irracional.
a se llama parte imaginaria y llama parte
real.
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El valor absoluto, o médulo, de a+bi se define -
como: ( )

S) El nGmero imaginario negativo §a2+b2)2
T) El1 nimero radical negativo asE="b

U) El nfmero real no negativo a + b

V) El1 nGmero real negativo a? + b?

51 a 4+ bx y ¢ + di son nlmeros complejos, una de
las proposicionesdel teorema de la desigualdad -
del tridngulo afirma que: ( )

W) latbi) + (c+diu:>|a+bi+c+dil

X) |(a+bi) + (c+di)k§|a+bi' +  |e+dil
Y) fatbi] < 0

Z) |(a+bi) (c+di) If&h+bi[ + F+di,

Calcula z; + 2z, si 2z, = (-2-41) y 2z, = (-1+i):
(

A) 3 - 31

B) -3 + 31i

C) 3 + 3i

D=3 - 31

La definicidn para la multiplicacidn de dos nGme
ros complejos (a+bi) y (c+di) es: ( )

(ac-bd) + (ad+bc) i
(ac+bd) + (ad-bc)
(ac=bd) (ad+bc) i
(ac+bd) (ad-bc)

E) (a+bi) (c+di)
F) (a+bi) (c+di)
G) (a+bi) (c+di)
H)« (a+bi) (c+di)

L1 L | |

Si a + bi es un niimero complejo, entonces:

a b . >
S, = ey, donde (a+bi# 0), es-su:
a2 + b az + b (

I) Inverso aditivo

J) Conjugado.

K) Reciproco o inverso multiplicativo.
L) Idéntico multiplicativo
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RESPUESTAS A LA AUTOEVALUACION

Determina el reciproco y el conjugado de 1-2i :
> ( ) : ’ 21. (B)

+ =4i ; 1 + 2i
5 s 22. (H)

- % i =1 -2i
i 23.
e Ay
24.

== + i Le 1 LAl 2]

Determina en C (campo de los nfimeros complejos),
las rafces cuadradas de 5 -12i:
2i =3 AxN

=Br(—21
= 2

21
21 |-3

Expresa en forma ordinaria \-4 + V-1 B V-36 :
( )

21 /4—=3l# 21

W) 3|
V) =3/# i
W) N3/ #/1
X) =31

Resuelve sobre C (campo de los nlmeros complejos)
la ecuacidn (y+4)? = -49: ( )

Y) d4i 4 Fy4i = 7}

20 {4%/4 FipCain- 7i}
A) -4 + 71, -4 - 7i}
B) {-4i + 7, -4i - 7}
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Estudio para examen cuando. ...

-

No pudo despejar su duda

L Es mejor consuitar las dudas con tu mml
Al presentas con dudas../. ANTES de presentar.

LA ASESORIA ES UN SERVICIO QUE DEBES APROVECHAR
CUANDO LO NECESITES.




