EXPONENTES Y “RADICALES.

Introduccifn: Uno de los cobjetivos en esta unidad es que, des—-
pués de haberte iniciado ya en las leyes de los exponentes, (en-
la primera unidad del segundo semestre) llegues a dominarlas to-
talmente, pues &stas te ser&n de gran utilidad, cuando estudies
temas como: ecuaciones cuadrdticas, cfibicas, etc., ecuaciones -
exponenciales y logaritmicas, principioc o ley de induccifn ma--
temitica, las ecuaciones canénicas de las 4 figuras c6nicas - -
{(es decir, circulo, pardbola, hip&rbola y elipse). Estas leyes,
asf como las de los radicales y sus operaciones, tambi&n te se-
r4n Gtiles cuando estudies las funciones trigonométricas y sus
aplicaciones. Por todo lo anterior, te exhortamos a estudiar -
con mucho ahfinco, esta unidad.

I. EXPONENTES.

&

A. Exponentes enteros positivos.

Tomando en cuenta que, ya en la primera unidad estudiaste

conceptos tales como: coeficiente, base, potencia, exponen-
te, grado, términos semejantes, etc. y que inclusive ya ma-
nejaste las leyes de exponentes para la multiplicacién y --
divisi6n de potencias de bases diferentes de cero y con ex-—
ponentes enteros positivos; ahora te ampliaremos dichos con
ceptos, ensendndote algunas leyes nuevas y dtiles en la ma-
temitica.

Te daremos estas leyes en forma de lista y después te
plicaremos las que consideramos que alin no conoces.

Leyes de los exponentes enteros positivos.

Si_g y b son nGmeros reales, (donde a y b se usarin como bases)
myn son nmeros enteros positivos, entonces:

1)
2)
3)
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LEYES

: CONDICIONES O RESTRICCIONES.
at.an = am+n

(a-b)™ = am.pgm
(aM)t = amn
an

am=n, sim>n y az0

P}

o
.

'sin>m y azx0

si b+#0

Exponente cero.

Una extensién de estas leyes, es la siguiente:

[a"z 1, si a#-».OJ

Observa que la condicifn o restriccién de a,es que &sta no --
valga cero. Por qué?.

En primer lugar, veamos la raz@n por la cual a’= 1, para toda
a€Rya#0.
i m-n

al :

Ya vimos antes que — = a ! , si a#0, cuando m y n son en-—

5 = :
a

teros positivos. Ahora veamos que sucede si m = n =

m
, pero como am =1, si a # 0; por tran-
a ;

m, m v
E__:E—:am"maao

al al
sitividad: a®= 1

Vesmoslo con un valor numérico para a.

3
ég; =1, pues como 103 = 1000, %%%% = 1.
10

3
39-3 = 103-3 (debido a la ley #4).
10 X :
1 = 10° -~ 10° = 1 (propiedad simétrica).
Ahora veamos porqué en la ley a’=1, la a#0: Si tuviéramos la -

expresibn 0%, no podrfamos adjudicarle un valor numérico espe-
cffico, puesto que obtendrfamos expresiones del tipo o 0,

Con. b
la cual es una fraccién indeterminada. Si de por sI,_gna fgac-_
cién que contenga al cero exclusivamente en el denominador, ya
es absurda y no se puede definir; con mayor raz6n serd absurdo
querer determinar el valor de una fraccifn del tipo % 6 0.

Te citaremos algunos errores, en los cuales se incurre general

mente, por no tener presente lo gue se¢ llama una restriccifn - .
matemitica, o excepcién para una regla o ley matemitica,

Se llama restriccifén matemitica para una variable, en una ex--—

presion, al valoxr- 0 conjunto de va ores para los cuales la ex-—

presidn no estd definida.

Si a un alumno de pfimaria le prequntaramos ¢Cu4l es el resul-
tado de % ? quiz4s contestarfa qne.% = 1, porque le han dicho
que "toda cantidad o nfmero dividido entre si mismo es igual a
1", es decir, el sabe que:
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.3':1, ,—7-=1 3 2—-—.7-=1., ete, etc.




‘Lo que sucede es gue, no ga le advirtid gue existe una excepcidn
a esa regla, es decir, existe una restriccifn matemdtica. En - -
otras palabras, la regla completa es: "Todo ntmero a , excepto 0,
dividido entre si mismo es igual a la unidad”, es decir:

%n 1, si 3#01 - : .
Otro errdr serfa, que el alumno contestara que = = 0, baséndose -
en que, se le dijo en primaria que "el cero divgdido por cual- -

quier nfimero, es igual a cero”.

El error estd en que falta la restriccién matemdtica para el deno
minador, el cual no debe ser cero, de lo contrario la fraccibn es

indefinida. Es decir,| o = 0, si a#O]

Algunos errores como los anteriores, estdn fundamentados en razo-
namientos equivocos, como los siguientes:

Algunos alumnos que piensan erréneamente que % = 1, tratan de jus
tificarlo con el siguiente razonamiento mal aplicado:

Si % = 1, entonces O;Oxl ;Y como 0x1=0, por lo tanto 0=0.

Es necesario enfatizar, que el error comienza desde la hip6tesis -
3=1.

Los otros alumnos que, también erréneamente, piensan que %~= 0
hacen tambi&n un razonamiento mal aplicado:

si % - 0, entonces 0 =0x0 . 0=0

Hay que enfatizar, gue el error comienza en la hipStesis % = 0.

Se enfatizG §ue las 2 hipbtesis son errfneas, para recordarte que
la divisi6n entre 0 es absurda o indefinida.

C. Exponentes enteros negativos.

- %
‘Habiendo ya estudiado que a®= 1, si a#0, ahora introduciremos el --
‘eoncepto de una base con exponente negativo.

‘Basdndonos en la primera ley: am. g = aMin, hagamos que m =-n,
nde n es un enteroc positivo.

i como un exponente, obedece la primera ley, es necesario que:
B = a-0HL = a%=1, si a#0.

le. . tanto, definimos el concepto a~®, por las igualdades siguien

sia # 0y n es entero positivo

Te ilustraremos con algunos ejemplos esta ley:
Ejemplo 1. Simplificar.

Yoohi-1 = 1552 - 1321 ioa

b? b? b?
Ejemplo 2. Simplificar.

o s R e e s s
7 (ap) "= 7 (Z5) = 7By = 7eB

Ejemplo 3. Simplificar.

, pero nunca confundas con el

concepto errSnec de que:

a li— bt = a—iﬁ ; pues realmente a-! - b~! # a—EB'

Un concepto semejante al anterior, pero diferente en cuanto a la
operacién algebraica (multiplicacibn en lugar de substraccifn) es:

a~l p=t o (1] ety (1) S L
. al bl las ibs ab

Es muy com@in, gue en expresiones que contengan exponentes negati-
vos, se te pida que las expreses sin ellos.

=1
Ejemplo 4. Escribir dah: sin exponentes negativos.

5c*d-?

1
-1 a2
Solucibn: 2ab oda Bt o - 3a-d”

setd o getin 5¢%+b
& — :




Ejemplo 5. Simplificar: (32) ¢ - 3a° - (3a)°.
Solucién: (3a)® - 3a’ - (3a)? = 38.a°% — 3 (1)~ (1}
=729a® - 3 - 1

= (3a)% - 33" -7(3a)" = 729a° - 4

Es muy importante, gue siempre tengas presente 2 leyes de los ex
ponentes, los cuales en cierta forma, se derivan de las 6 leyes
fundamentales. ¢

-1, para toda m€ Realées.

0, solamente si m>0

Ejemplo 6. Simplificar
Ejemplo 7. Simplificar

EJERCICIO

1. Simplifica cada expresi6n (si es posible) y exprésala de tal
forma que no contenga exponentes negativos ni exponentes 0.

[z

(_‘3] 2
(-18)°

(0:3)

2+(10b) °

3({x+2y) "

Después de regolver los ejercicios anteriores, te ilustraremos
con algunos ejemplos, para que estés mejor preparado y resuel--
vas otros ejercicios menos sencillos, en los cuales, se inclu--
yen varias operaciones al mismo tiempo.
z < o
Ejemplo 8. Simplificar (6b=2)2 [3b7(b~%+4)~3]
Solucibén. Aplicando las leyes de los exponentes tenemos:
[
si (6b=2)2 = 62b™* _ [37(b-5+4)-%]"= 1
— J L I
s i =0
(ab)™ = a™ p™ [a]°= 1 si a#0
36
b'l

entonces - (62b~")-1 = 36b™"* =

_.10
6671 [T e ] = 36
bh
Ejemplo 9. Simplificar 4b~3(-5b)? -4(-5)2 b~!

1
= 4(p?) (=5)2 b2 - 4(25).

1
bl

4 osp® < oo X
b? b

1002 - 100
b} b

100

‘4b~ 3 (-5b)2-4(~5) ?b l=0

EJERCICIO.

Simplifica cada una de las expresiones siguientes:

6
TP i) -(3-1-p)~!

5 0
el : j) (5b=1) 2 [2b3 (b= 3+2)~2]
(3a='pb?) "2 k) 1-(n-1)=1'+ (n+1)~!
2(-2)-2
e
gz.2-5 m) 2b~*(-3b)2-2(-3)2b-!
x~2(=-2x) : . n) 5:1:1__

3(-x)"1 : (x-y)~1

1) (3b)~%(5a~1) -3p71

(-2 gmigch : o) (2)%a)~*17f




(3a=*b2) 72

=l
(-1)-*
(-x~ 1)

X_3

(5x=2)
5(—xf

D. Exponentes fraccionarios.

Entre las leyves de los exponentes, ademis de los exponentes ente-
ros positivos, cero y enteros negativos, tenemos tambi&én exponen-
tes fraccionarios, es decir exponentes en forma de cocientes, ta-
les como:

r 4'§ v etie.

Para lograr una mejor comprensién de este tema, recordenos algu--
nos elementos bfsicos de la raiz cuadrada, clbica, cuarta, etc.,
de un nfimerc, en donde sabemos que el cuadrado, cubo, cuarta po--
tencia etc., de un nfimero real,lo obtenemos multiplicando el nfime
ro por si mismo, cuantas veces indique el exponente; también saﬁé
mos que la potencia de un nfimero real, es el producto de factores
iguales a dicho nimero, asi pues:

22 =olool digdio aleglalive b o glagbegtogd
(n6tese que los factores tienen exponente uno)

Ahora bien, consideremos la ecuacifn:

S ey
a‘-a’-a‘ a'; {a es un nfmero real),

1

en donde a' es el producto de 3 factores iguales, es decir:

(a?) 3= al!

ZQué valor debe substituir al signo de interrogacifn, para que la
ecuacibén se cumpla? i

Recordando las leyes de los exponentes, mencionados en el tema --
I-A, tenemos que si: :

1 1
(aM)N = amn; entonces, (af)T= am-m

1
Por lo tanto, el valor de "2" debe ser 3 e asi:

]
la%) = ai = al Esto se hace extensivo para cualquier nGmero - -

real con un exponente % ; (n debe ser entero positivo) -

Tratando de llegar a una sintesis de lo expuesto, nos pregunta--
mos ¢Existe un nfmero real tal, que al e}eva;se a la n-ésima po-
tencia, nos dé a? La respuesta es si. (¥3)2' = a, (donde a20)

L
El t&rmino an se define pues como la raiz n-&sima de a y se es--—

cribe
A toda la expresibn

le llamamos radical

Las partes de un radical son:

tndice =4~ exponente
de la rafz “M»——radicando

Con esto vemos gque se extiende el nlimero de operaciones inversas
en matemitica. Decimos por ejemplo, que la operacifn inversa:
de la adicibn, es la sustraccibn,

operaciones inversas
5 J(;\L 5 =5
de la multiplicacién, es la divisifn,
operaciones inversas
5 x5 = 5 =5
de elevar un n@mero a una potencia, es extraer su raiz,

operaciones inversas

si x=5, (4Yx') =5
N

porgue una operacifn anula lo gque hace la otra.

Al inicio del tema, deciamos gue para lograr una mejor compren--
sién de los exponentes fraccionarios, recordarfamos algunos ele-
mentos de las rafces; pues bien, la ayuda que las rafces nos --
prestan , de acuerdo a la siguiente definicifn:

Si e representa un nfmero entero, i un nlmero entero positivo

y R un nfmero entero real positivo, entonces:

e

es que en muchas ocasiones, obtendremos como resultado un nGme-
ro real,mis claro y simple que el término con exponente fraccio
nario.




Por ejemplo:
FORMA
EXPONENCIAL cuando el indice es 2, gene-
3 i i ralmente no se escribe.

9 @k =il o=, 3

5
g¥ ) 25 3
4 resul tados més -
27% (@(3)% A claros y simples.
3125% J3125 Neri 52

Observa que el numerador de la fraccidn indicd la potencia a la

3:? debe elevarse R; y que el denominador indica el indice de la
2.

Es 1mportagte antes de continuar, precisar que estamos trabajando
con il con%untodde los nGmeros reales, especialmente al conside--
rar las raices de los radicales. De acuerd i
(las . 0 a esto, ana
posibilidades. ; ees
a) Todo nftimero
es dos, una

positiyo_tiene dos raices reales cuando su fndice
es positiva y la otra es negativa. Por ejemplo:

216 = + 4 porgque (4) (4) =16
- 4 | porque (-4) (-4) =16

A la raiz positiva la llamamos rafz principal.

b) Un nfimero positivo o negativo tiene nada m&s una sola raiz,

cuando su indice es impar, siendo el si
igno de la r i
al signo del nfimero. Por ejemplo: - s

3 :
Af8 = 2 porque (2)(2) (2) =8

5
A/ -1024 = -4 porque (-4)(-4) (-4) (-4) (-4) = - 1024

¢} Un nfimero negativo no tiene raf 1
. ) z enésima rea i i
es nméro par. Por ejemplo: e

1#4 = su ralz no estd definida, en los nfimeros reales porgue

23 existen dos nlmeros reales iguales cuyo producto sea

4
4/ =25 = tampoc i j '
reages? existe su raiz en el conjunto de los nfimeros

L5

Volviendo a las leyes de los exponentes, analicemos el término

m
all , (a es nfimero real y n#0) que puede tener 2 opciones para --
expresarse:

- 1

all = (am" = {%;ﬁ
(o)
n n/ im
a x(»vé_)
esto, ejemplifiquemos:
=(36%)5 = (436)° = 6° = 216
(363)% - 76,656 = 216.
Como podemos observar, en el primer ejemplo trabajamos con nimeros
mis pequenos, por lo que en general, al estar operando con exponen

tes fraccionarios, conviene, en cuanto sea posible, sacar una rafz,
antes gque elevar a una potencia.

Ahora pondremos en prdctica los conocimientos adquiridos sobre ex-
ponentes positivos, negativos, cero, asf como fraccionarios, para
solucionar ejercicios gue incluyen estos tipos de exponentes. Al -
obtener la respuesta de cualguier expresifn exponencial (expresibn
gue contiene un exponente), consideremos gue en general es mejor -
tener exponentes positivos que negativos y que cuando un exponente
fraccionario puede expresarse en forma mds simple y clara al trang
formarlo con rafces, es conveniente hacerlo. Cabe hacer notar que
las leyes gue se dieron para los exponentes positivos, se aplican
en general para los exponentes fraccionarios; por ejemplo la apli-
cacibn de algunas de estas leyes, serfan:

I
S

(ab) =2

Ejemplo 1. Escribir una expresién equivalente en forma radical.
B ao i
15'5‘\7%5
15

Ejemplo 2.
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Ejemplo 3. Dar una expresibén equivalente en forma exponencial.
i - sty
Ejemplo 4. Idem.
VarTs 0

Ejemplo 5. Encontrar el valor numérico mds simple.
1 - 1
(5%+ 122) 2 52+ 127

T==:L== =i
25+144 “A169 i1

(52+ 12"-)’i =

Ejemplo 6. Idem.

2
2

2
(52-42)é = 52-4%2 = 51-41 = 20

Ejemplo 7. Efectuar las operaciones indicadas y simplificar, de-
jando las respuestas sin exponentes cero, negativos o

fraccicnarios.

= l-m]-i = mi i

-1 =(—271'§
ROIGMOEE,

= ag bi
278
- a2p?

7T

Ejemplo 9. Idem.
(62-31) ¥ = (36-9}
)
| = 97
Ejemplo 10. IQem.

4:1 in lbi

ol -

EJERCICIO

1. Escribe una expresifn equivalente en forma radical.

A

2
5

a) e) 3x

b) x £) Tb;

c) 16'i ; q) (7b)i-
E h) 1

(Zx)—!

d) 4a

2. Escribe una expresién eguivalente en forma exponencial.
a) 3% e) 4Voxy?

b) 87 ‘ £) Vasb

o) _ g) YB32atop1"

d)sreml h) i?(x+yf z"
Ja9x

3. Encuentra el valor numéricb mis simple.
a) o st
b) g) gat
h) 32‘§
& it 0 (87Y -2
e) (—27)§ ] ) (52-42)é

4. Efectfia las operaciones indicadas y simplifica, dejando las
respuestas sin exponente cero, negativo o fraccionario.

a) Lx_ﬂ, d) (z—i)’

.bi (4a2b°)% o (y-{_yf)_z

£) (l_gé_ai)i

27b




