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ESTRUCTURAS TIPO ARMADURA
EN EL ESPACIO BIDIMENSIONAL

2.1. INTRODUCCION

Iniciaremos la presentacién del Método General de Rigideces mediante el analisis de
estructuras tipo armadura. Como se comprobara a lo largo de este curso, este es el tipo de
estructura de mas facil analisis.

Definicion de armadura convencional

Es una estructura formada por barras rectas interconectadas en “‘nudos™ |
| que funcionan como una articulacién, es decir, no pueden transmitirse |
momentos flexionantes, torsionantes ni fuerzas cortantes a través de las |
uniones; ademés, las barras estan interconectadas en arreglos |
triangulares. Las barras solo trabajan en tension o compresion.

De acuerdo a lo propuesto en la descripcion de la estrategia 2 para el analisis de estructuras
hiperestaticas, la armadura se “divide” en barras rectas para su analisis. Posteriormente se
obtiene para cada “barra” la resistencia (rigidez) que ofrece a ser deformada por los
movimientos de sus dos extremos.

Después de calculada la rigidez de cada barra, se procede al calculo de la rigidez de la
armadura a partir de la suma de la aportacién individual de cada barra.

El resto del proceso se ejemplifica a través del caso para estudio presentado adelante.
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2.2. MATRIZ DE RIGIDEZ DE UNA BARRA AISLADA, INCLINADA UN ANGULO
TETA

Como primer paso, demostraremos como Yy
|
|
!

calcular la resistencia (rigidez) que ofrece
una barra cuando sus dos extremos se
desplazan respecto a su posicién original,
antes de la accidon que provoca su
movimiento.

A diferencia del caso para estudio del S . Y X
capitulo 1, en cualquiera de los dos i

extremos de cada barra podra existir un vector de desplazamiento orientado con cualquier
angulo o, equivalentemente, 2 vectores de desplazamiento ortogonales entre si.

Observacion importante: Por una cuestion de conveniencia matematica, a
partir de aqui siempre que manejemos magnitudes vectoriales (fuerzas,
desplazamientos) las manejaremos con sus dos componentes obtenidas de la
proyeccion sobre dos ejes ortogonales (eje x, eje ).

2.2.1. APLICACION DE LA HIPOTESIS DE LOS DESPLAZAMIENTOS PEQUENOS

En este articulo demostramos una consecuencia i

de adoptar la hipétesis de los desplazamientos | L' o
pequefios en el calculo del alargamiento o . (AT TG
acortamiento de una barra recta.

Es posible que una barra cualquiera sufra
movimientos en uno de sus extremos respecto al
otro, como los representados en la figura.

Donde : &= desplazamiento longitudinal

A= desplazamiento transversal

K
e=L’-L  (alargamiento de la barra)

LE ey 2 2
entonces L'=[(L+5)2+A2F=L 1+2-é+(éj +(A] |
L L) |
como hemos asumido la hipétesis de que los desplazamientos son pequefios, las fracciones

5\’ Aike .
[LJ y {L) se consideran = 0, en consecuencia, podemos afirmar que cuando 0 = 0, -

aunque # 0, resulta :
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Demostracion geométrica.

'L’=L(1+2-‘E Y -2 [+h Aplicando la  hipétesis de los

L desplazamientos pequefios resulta

Finalmente, la elongacion de la barra es: claro que las proyecciones de dx y dy
sobre el eje longitudinal de la barra,
corresponden al efecto del

Demostracion de la validez en la aproximacién anterior: desplazamiento del extremo B sobre la
elongacion total de la barra.

€=3

hipétesis a probar cuando ¢ ~0 pero mayor de O En el caso general en que pueden
existir desplazamientos de los dos
comprobacidn:

1 _(“_c 2—}L+ + E—Z ero F-2~0 . ‘
Y ol i E %) {e}=[-cos@ -senf cos@ sen 9]-
elevando al cuadrado :

ent : +c=1+ lo que prueba nuestra hipdtesis. ; : ; e
angesatiagrling quep P extremos de la barra, la matriz [A] que relaciona a {e} con {D} sera:

Nota importante:

: ; e con signo negativo es acortamiento
2.2.2. OBTENCION DE MATRIZ DE TRANSFORMACION DE COORDENADAS
GLOBALES A LOCALES

En el caso de las barras colineales a la fuerza actuante (ver articulo 1.3), la elongacién de las
barras era idéntica al desplazamiento de sus extremos. En las armaduras, el obtener la
elongacion de la barra en funcién del
desplazamiento requerirda un poco mas de
trabajo. De acuerdo a la hipétesis de elasticidad lineal (hipétesis de Hooke), la magnitud de la fuerza
que se genera en la barra sera

€ con signo positivo es alargamiento

en forma abreviada. [e]bam: [A] [D]barra

Calculo de la fuerza axial inducida en la barra por la elongaciéon

La figura muestra la relacion geométrica entre
dx y dy versus la elongacidn de la barra. Piarca = Kbarra™€barra

Primero consideraremos que en el extremo B Donde : Kpara=AE/L (de la barra)  esta relacién se demuestra en la teoria de la resistencia de
ocurren dx y dy asociados al alargamiento € de materiales.
la barra. Si aplicamos el teorema demostrado en el articulo anterior, podemos calcular la

contribucion de cada uno de los dos vectores dy y dy al valor total de €:

€ =cos@.dx+senf .dy

O en representacion matricial ~ {e}=[cos® senf]e {d } _
54

Y en forma abreviada: {e}= [4] {D}

En esta tltima expresion, la matriz renglon A es la matriz de transformacion de coordenadas
globales a coordenadas locales. Es decir, expresa matematicamente la relacién geométrica
entre los desplazamientos dy y dy versus la elongacion.
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4 ON DE FUERZAS : _
2.2.3. OBTENCION DE MATRIZ DE TRANSFORMACION D Observar que la matriz columna que relaciona a Py, con las fuerzas externas en los extremos

INTERNAS A FUERZAS EXTERNAS ; ‘ : : )

es la traspuesta de la matriz renglén [A] encontrada previamente. Por esta razén podemos
Si consideramos que en los dos extremos de la barra pu?den actuar fuerzas externas que por escribir la ecuacién anterior de la siguiente forma
conveniencia las asociaremos a los vectores desplazamiento dx y dy, tenemos el siguiente

diagrama de fuerzas: T
= . F = A P

Esta es la expresion matematica que queriamos demostrar.

Principio de Contragradiencia

Otra manera de demostrar que [F] esta relacionada con [P] através de [4] es:

Supongamos que [y]=[A] [x] v |2 ]=[B] [U]

necesitamos encontrar la relacién entre P (fuerza interna de la barra) versus las fuerzas

externas en los extremos de la barra. . )
También supongamos que para cualquier valor de [x] y [U ] se cumple:

S1tomamos el nudo B ,tenemos:

7l Dl
Si sustituimos a [Y] y [Z] por sus expresiones originales tenemos:

1" (Bl [U]=[x]"[4]"[U]

se concluye el siguiente teorema:
[B] = [A]T para que la igualdad anterior se pueda cumplir

; ) Aplicando este teorema al caso de la armadura, tenemos que:
diagrama de cuerpo libr

del extremo : Por continuidad [E]Z[A] [D]

[Fx} =[cos Q]Pbm ' Por equilibrio [Fl=[B][P]
Fy send
o alternativamente como el trabajo realizado por las fuerzas externas sobre la barra debe ser igual al trabajo
Fx=cos & *Pparra interno, tenemos:
Fy=sen & *Ppara
(172) [F]T[D]=(1/2) [P]"[e]

y en el caso general (fuerzas en extremos A y B) (trabajo de fuerzas externas) = (trabajo de fuerzas internas)

—cosd sustituyendo en las expresiones a [F|" y [e]

2 T[R]T[H]— T
. 5329 Nota: Pyarra €5 la fuerza axial resultante sobre la barra (12) [P] s} Ipl~02) Je] 4l o]
0s _

aplicando el teorema demostrado anteriormente, resulta:

sen @ l [B]T=[A]

trasponiendo ambos lado de la igualdad:
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[B]=La]"

que es lo que se queria demostrar ,es decir: 2
{F}=[A] *{p}

2.3. CASO PARA ESTUDIO. ARMADURA TRIANGULAR

Las relaciones matematicas establecidas previamente para el caso de una barra aisl_ada,’ con
inclinacién cualquiera, nos permitira resolver una armadura siguiendo una secuencia logica
equivalente a la utilizada en el caso de las 2 barras paralelas sometidas a tension.

Si ignoramos las restricciones impuestas por los apoyos, existen 6 posibles vectores de
desplazamiento que definiran la posicién de la armadura después de desplazarse ante la
accién de las fuerzas actuantes.(ver sig. fig.)

Estructura ejemplo a
analizar

L= 200cm
A=1cm2
E = 2,100,000 kg/cm2

1.414L

Y de acuerdo a la definicién convencional de una armadura, solo podran existir 6 fuerzas
externas actuando sobre los nudos.

dy2
AN

;\j:'—.\r‘ dx2
/, \\\
dyl * 7 \ :

N dx3 s Fx3

dx1
Puesto que, conocida la magnitud de los desplazamientos de los nudos se conoce de manera
inmediata el estado de esfuerzos y deformaciones de todas las barras, denominaremos a estos
como "puntos de control"

Asi, en una armadura cualquiera, debemos seleccionar ¢l numero suficiente de "puntos de
control" que nos permita determinar de manera inmediata el estado de esfuerzos y
deformaciones de todas las barras.

Al numero total de vectores-desplazamiento necesarios en todos los "puntos de control”,
menos los vectores-desplazamiento nulificados por las restricciones impuestas por los
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apoyos, se le suele denominar como grado de indeterminacion cinemdtica o grados de
libertad. ‘

Ahora, calculemos la resistencia (rigidez) que ofrece el conjunto de barras interactuando entre
si ante la aparicion de los vectores de desplazamiento en los "puntos de control".

Para facilitar la interpretacion del modelo matematico de esta rigidez del conjunto (rigidez
total), numeramos los vectores-desplazamiento de la siguiente forma:

y a los nudos y barras asi:

Cada barra contribuye a la resistencia (rigidez) total que ofrece el conjunto de barras al
desplazamiento y se calcula como se muestra a continuacion:

2.3.1. SOLUCION 1: ENSAMBLE DIRECTO DE MATRICES DE RIGIDEZ DE LAS 3
BARRAS

Etapa 1.- Cilculo de la ecuacion matricial de cada una de las tres barras

Primero deberemos encontrar la funcién matematica que nos relacione a los desplazamientos
de los dos extremos de cada barra con las fuerzas externas en los dos extremos que deben
aparecer por necesidades de equilibrio.

Recordando que pbrzrm =kbarra ' ebarm y que ebarmz[A]ban-a [—D]barm SUStltheﬂdO a €para €N
pfmrm tenemos:

P barra i k barra [A]barm [D ] barra

por equilibrio, las fuerzas internas deben anularse con las externas

[F ]bma - [A]T Poarra =0 sustituyendo p,, . resulta:
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[F ]barr:a' [A]barra £ * kbarra A [A]barm [D] ba“'a:O

Si analizamos el producto matricial [A]barm Tk [A]ba,m , encontramos que la matriz
resultante es de 4 renglones por 4 columnas

Desarrollando el producto tenemos:

de@® - Ll
2

s e
[A]barm X kbm‘m [A]barra = kbarra 2 J ic . = [Kbarm ]4_r4

3 —S8C c SC

Al 2 2
=8 s sc a0

c=cost
s=sen

sc= cosé send

Notas:
1.- La matriz es singular (no existe su matriz inversa)

2.- Se requiere agregar condiciones de frontera (restricciones)

finalmente, el producto [A]bﬂm b [A]bwa , lo denominaremos:

Matriz de rigidez de la barra transformada a coordenadas globales

y al niimero K= EA/L lo denominaremos:

rigidez de la barra en coordenadas locales.

Entonces:
[F]barra'; [Kbarm ]4){4 [D] barra

esta ecuacion solo nos sirve para calcular [F ] cuando ya conocemos a [D]ba,m

barra

Podemos decir que si conocemos los desplazamientos en los extremos de una barra con rigidez
axial unicamente, tendremos resuelto el problema general de analisis para esa barra.

Nota : conocido [D]barm podemos calcular inmediatamente a €parra Y Pbarra -
Observaciones:-
e Elsistema de coordenadas X-Y sobre los que se definen dx y dy los denominaremos:

sistema de coordenadas globales de referencia.

e La elongacién € se mide a lo largo de la barra y a este eje de referencia paralelo a la barra
lo denominaremos:

sistema de coordenadas locales de referencia.

CAPITULOII  M.L Jorge H. Chavez  (agosto 2001) 334

Asi, en el modelo matematico p =kpama.€¢  diremos que el escalar kyara =AE/L estd
referido al sistema de coordenadas locales de la barra.

En el modelo [F Jvara =[K,ure | . [D]vara diremos que la matriz [K,,,, ] .4 ©Sta referida al
sistema de coordenadas globales.

BARRA#1

0.5 05 ~05 -05||D
g 0.5 0.5 =0E 0381

Bl v 1205 <05 0.5._ 05, |15
Fa — (0.5 s 087 0.5 [Hd

donde, de acuerdo a lo convenido en las figuras
anteriores:

F1 Fxa D Dx4

F2| | Fya D2| | Dya

Fs Fxs Ds Dxs
Fa| | Fys Das| | Dys

=05 —05 0.5
D.8rarl@d —0.5
5., Sy 05

=5 %05 0.5
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donde el valor de la tigidez axial de las tres barras es:

, 2 kg FA
pacn oo Ble pgede 1M _gagpn® o0
P em® 200cm em L

diagonal

: EA
k= E4 =2.1x10° i #m_.:74253%1,5‘5’r =0.7071 I

em® (200cm.1.414) cm

horizontal

Ahora intentaremos encontrar una expresién matematica que nos permita calcular la
resistencia ( rigidez) que ofrece el conjunto de barras a ser deformadas.

Etapa 2.- “Suma” de la rigidez de las tres barras

Una vez obtenidos los sistemas matriciales en coordenadas globales de las 3 barras que forman
Ja estructura, podemos obtener la resistencia (oposicion) a ser deformada de toda la estructura.

Para lograrlo, sumamos la resistencia de cada una de las tres barras a la ocurrencia de los
desplazamientos (aplicamos el principio de superposicion de efectos).

Paso 1: escribir las tres matrices de rigidez de barra aislada en notacion algebraica:

barra 1
=+0.5k, D, + 0.5k, D, — 0.5k, D, — 0.5k, D,
= +0.5k,D, + 0.5k, D, — 0.5k, D, = 0.5k, D,
= —0.5k,D, — 0.5k, D, + 0.5k, D, + 0.5k, D,
=-0.5k,D, - 0.5k, D, +0.5k,D; + 0.5k, D,
barra 2

F
FZ
F3
F4

+0.5k,D, —0.5k,D, —0.5k,D, +0.5k,D,
—0.5k,D, +0.5k,D, +0.5k,D; —0.5k,D,
—0.5k,D, +0.5k,D, +0.5k,D; — 0.5k, D,
+0.5k,D, —0.5k,D, — 0.5k, D, +0.5k,D,

RO

barra 3
=+1k,D, + 0k, D,
= +0k,D, +0k,D,
=-1k,D, +0,D,
= +0k, D'+ 0k, D,

-1k,D; +0k,D,
+0k,D; +0k,D,
+1k,D; +0k,D,
+0k,Dy +0k,D,

AT o8 5
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Paso 2: Sumar términos algebraicos comunes:
F, =(0.5ki + k3)D, +(0.5k1 + 0)D, ~0.5kD, i =05kD, il g +0D,
. = (0.5k +0)D, +(0.5k1+0)D, - 0.5kD, ' ~0.5kiD, +0D, +0D,
~05kD,  —0.5k,D, + 0.5k +0.5k2)D, + (0.5k1~ 0.5k2)D, ~0.5k2D;  +0.5k:D,
~0.5kD,  —0.5kiD, +(0.5ki — 0.5k2)D, + (0.5k1 + 0.5k2)D, +0.5k2D, ~0.5k2D,
kDD, +0D, - 0.5k2D, +0.5k2D, + (0.5k2+ k3)D; +(=0.5k2+0)D,
0D, +0D, +0.5k2D, ~0.5k2D, +(=0.5k2 +0)D; + (0.5k2 + 0)D,

Expresado en notacion matricial:

0.5k +ks 0.5k1+0 -0.5k1 -0.5k1 —ks 0
0.5k1+0 0.5k:+0 -0.5k1 -0.5k1 0 0
- 0.5k -0.5k1  05k1+0.5k2 05k1-0.5k2  —0.5k2 0.5k
-0.5k —0.5k1  0.5k1—0.5k2 0.5k1+0.5k2 0.5k - 0.5k
— ks 0 - 0.5k 0.5k 0.5k2+ks —0.5k2+0
.0 0 0.5k - 0.5k

4

3

—0.5k240  0.5k2+0 | 157

Este sistema matricial, resultante del “ensamble” (suma) de las matrices de cada una de las tres
barras, se le conoce como matriz de rigidez ensamblada.

Notas:

1. Si representamos las tres ecuaciones matriciales en notacién algebraica
convencional, es mas evidente el proceso seguido para sumarlas.

2. Esta matriz es singular, es decir, no existe su inversa y por lo tanto no la
podemos utilizar para resolver el problema general del analisis

D} =K ] {F}

Para poder llegar a un vector solucién, deberemos tomar en cuenta las restricciones a los
desplazamientos impuestos por las condiciones de apoyo.

ie. D,=D,=D,=0

Etapa 3.- “Particion” del sistema matricial para separar los grados de libertad de los
restringidos

Antes de poder realizar la particién del sistema matricial, deberemos primero realizar un
reordenamiento de renglones y filas para separar los términos relacionados con los grados de
libertad de los relacionados con los desplazamientos restringidos por los apoyos.

1.- Reordenamiento de renglones. Dejaremos en los primeros renglones las ecuaciones
relacionadas con los grados de libertad (vectores desplazamiento no restringidos):




