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En este curso de ecuaciones diferenciales aplicaremos los conceptos

estudiados anteriormente en célculo diferencial y célculo integral.

En otres coses, el curso consiste en integrar las ecuaciones diferenciales,
por lo tanto, se les recomienda repasar todo 1o referente a integracidn,

para que les sea mas sencillo al identificar el método de integracién

utilizar para resolver las inteqreales de la ecuacion diferencial.

Esta curso se puede dividir en -tres partes principales:

1.= Introduccion a 1as ecuaciones diferenciales.

2.- Métodos para 1a obtencidn de la solucién general y particular de uns
ecuacion diferencial de primer orden y grado.
3.- Obtencidn de la solucion de ecuaciones diferenciales de primer orden o

meyor utilizando el operador D.
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1 =INTRODUCCION A LAS ECUACIONES DIFERENCIALES

&) Obtencion del orden y grado de una ecuacion diferencial.
DEFINICION DE ECUACION DIFERENCIAL.- Una ecuacion diferencial es una
ecuacion que contiene diferenciales o derivedas. Une ecuacion diferencial
ordinaria es aquella ecuacidn que contiene diferneciales totales, derivadas
totales o ambas, pero no hay derivadas parciales.
DEFINICION DE ORDEN DE UNA ECUACION DIFERENCIAL.- El orden de unsa
ecuacidn diferencial es el orden de la derivada de mayor orden que

interviene en ella.
EJEMPLOS:U .
YV - 745-
1) (dx) = 7x°- 8

SOLUCION : Es una ecuacidn de PRIMER ORDEN dado que tiene una primera
derivada.

2
2) (%;‘32

SOLUCION : Es una ecuacidn diferencial de SEGUNDO ORDEN porque aparece
una sequnda derivada.

4uy? d2 dy\®
- - T2
D (G S (G (G = waer
SOLUCION : Es una ecuacion diferencial de CUARTO ORDEN porque la cuarts

derivada es la de mayor orden de 1as que aparecen en la ecuacion
diferencial.

2
4) %ﬁ,t + 7x(%§)" S g2+ (%zl 3

SOLUCION : Es una ecuacion diferencial de SEGUNDO ORDEN dada que la
segunda derivada es la de mayor orden en la ecuacion.

)=SSen3x

Definicién de grado de una ecuacién diferencial : El grado de una ecuacidn
diferencial, es el exponente al que esta elevada 1a derivada
de mayor orden que hay en 1a ecuacion diferencial




EJEMPLOS.

Determine el orden y el grado de 1as siguientes ecuaciones diferenciales.

.-
d
: = 7%+ 1
dx

SOLUCION.- Como 1a derivada se encuentra dentro de una raiz cuadrada,
tendre- mos que eliminaria elevando al cuadrado ambos lados de la
ecuacion.

7x2+ | Elevando al cuadrado.

Primer orden y primer grado

2.- P‘ 2 1 3
d<y dy
— ® |d=
dx *

dx

SOLUCION.- Cuando las dos derivadas tienen radical, hay que elevar a la
minima potencia con 1a cual se eliminan los radicales, si los tipos de raiz
son multi- plos o submultiplos uno de otro, entonces elevaremos ambos
lados de 18 ecuacidn a 1a potencia con que se elimina el radical mayor, si
no son multiplos, entonces elevaramos ambos lados al producto de los
nimeros que denotan la raiz (si apareciera raiz cuadrada y raiz cubica se
glevarian a la sexta).

3 .
f a2y t ) dg Elevando a la sexta potencia
S b o

(Lz'-"_ " x) ( Segundo orden y Tercer grado.

f gy N3 2 a3d2
3= ( e ) = k [1+ ﬂ
(N dhz dx

SOLUCION.- Eliminaremos las potencias fraccionarias (raices) elevando a
1a sexta en ambos lados.

T

178 L '
( e ) h( ‘;:’) Elevando a la sexta potencia

- 2 19
d
( = ) l«(—dg) Segundo orden y Segundo grado.

H fay v >
(d" Sy] g di'z

SOLUCION :Como los tipos de raices son multiplos (4 de 2) elevaremgs
ambos lados al multiplo, es decir a ia 4a.

1/4
dy ¢
(‘Bx_ + 5g) = i 3 Elevando a la 4a

y fd
o+ 5y = (d—f- Segundo Orden y Segundo Grado

5) (y")° + 3(y)" = s5x2 -9 Segundo orden y Quinto grado
SOLUCION: Como

u':ﬂ 5 U'=£9-
d x2 dx

Entonces la ecuacidn es de segundo orden Y quinto grado.




PROBLEMAS PROPUESTOS PARA DETERMINAR EL ORDEN Y EL GRADO

1)" = 3% (_H_)

4
2) d2 'R _fd
a—%*”(dx s ('a%

3) a3 e d3 1
d 3 y =B + (:___H_
LRIy a ¥
a) fou _es._af du
s oX B(T—x
5) d?y _ } ( )
_yzd NS %X-2

SOLUCIODNES:

|.- Tercer orden ; primer grado. 6.~ Tercer orden ; sexto grado.
2.- Segundo orden ; primer grado. 7.~ Segundoorden ; sexto grado.

3.- Tercer orden ; quinto grado. 8.- Tercer orden ; segundo grado.
4.- Tercer orden ; primer grado. 9.- Quinto orden ; segundo grado.

5- Segundo orden ; primer grado. 10.- segundo orden ; tercer grado.

b) COMPROBACION DE LA SOLUCION DE UNA ECUACION DIFERENCIAL.

DEFINICION: Una solucidn de une ecuacion diferenciael ordinerie de dos
variables es una relacion sin derivadas,entre las variables que
satisface a 1a ecuacion. En este punto estudiaremos la forms
en que podemos comprobar cuando una ecuacion es 0 no es
solucion de una ecuacion diferencial dada.

METODO:
.- Observando 1a ecuacion diferencial, veremos que derivada o
derivadas aparecen en esta.

2.- Estas derivadas 1as encontramos al derivar la ecuacion que se
supone es la solucion.

3.- La ecuacidn seré solucion cuando al sustituir el valor de las
derivadas encontradas ( paso 2), dentro de la ecuacion

diferencial, aparezca una identidad 0=0 al reducir la ecuacion
ya sustituida.

EJEMPLO : {(En que si es solucidn)

Comprobar que y = X~ + x + ¢ es una solucion de la ecuacion
diferenciel, dy _ 5 _ )

SOLUCION: dx N

1) Observando la ecuacidn diferencial vemos que aparece una primer

derivada por lo tanto, encontramos su valor derivando la supuesta
solucidn.

2) Derivando: Y= X2 4%+ C

dy
ox = &1 (2)

3) Sustituyendo el valor de la derivada encontrada en la ecuacion
diferencial sustituyendo (2)

dy
W= 2% + 1
2% +1 -2 =1 0=0

o 2 > e .
Conclusion: Por lo tanto y=%" + x+c si es solucidn de la ecuacion
diferencial.

dy

?x--zx=l

reduciendo




EJEMPLO: (En que no es solucm?)
Comprobar que y=x“+c no es una solucion de la

ecuacion diferencial Gy oy _j
dx

1) Observando 1a ecuacion diferencial ¥Yemos que aparece una primera
derivada

2) Deriyando;
g=x2¢c

_dg. =12% (ﬂ)
dx

3) Sustituyendo en (a) en la ecuacidn diferencial

dy=x
dx

2% 2 X
2= 1

Como no quedod una identidad 0 = 0

Conclusion: d

ys= x?+c No es solucién de la ecuacidn diferencial dx
NOTAS.-

1) Cuando en 1a ecuacién diferencial aparezca la variable o funcién a que
esté igualada 18 supuesta solucién, éste valor también 1o sustituiremos

al igual que el de 1as derivadas.

2) Cuando se tenga que aplicar derivacién implicita para encontrar las de-
rivadas, tenemos que tomar en cuenta que ninguna derivada encontrada
deberd estar en funcién de otra derivada; si asi fuers, hay que sustituir

el valor de la derivada de menor orden.

PROBLEMAS RESUELTOS DE COMPROBACION DE LA SOLUCION DE UNA
ECUACION DIFERENCIAL DADA

Determinar si cada ecuacidn es solucién o no de la ecuacidn diferencial
escrita en frente.

~

1) y= A sen(Sx)+ B cos(5x); %2— + 25y=0

SOLUCION:
8) Observacion y obtencidn de 1as derivadas:
Como aparece la segunda derivada, 1a obtendremos de

y= A sen(5Sx) + B cos(5x) Derivando

d
T?? = SAcos(5x) - SBsen(5x)

;f”?— = -25Asen(5x) - 25Bcos(5x)

(1) sustituyendo en la ecuacidn diferencial.
gz t25y=0 (Dy y

tenemos:
-25Asen(Sx) - 25Bcos(5x) + 25(AsenSx BcosS5x) = 0 reduciendo

0=0

b) CONCLUSION:
U = Asen(5x)+Bcos(Sx) si es solucidn de 1a ecuacion diferencial

dZ

Tt 254 =0

LT W +By2 =0
SOLUCION:

a) Observacidn, obtencién de la derivadas y sustituciones:
como aparece 18 primera derivada

2) g:c(x-c)z;

y = elx-cf derivando

2_9_= 2¢(x-c) sustituyendo en la ecuacion
dx diferencisl




'dg 3 S d
(UT) ( ) =0 sustituyendo dix y y

3 2
[2c(x-c)] - 4% [c(x_c)z] [2c(x-c)] + B [c(x—c.)z] = 0 resolviendo y
factorizando

8c3 (x-c)r> 81:2x(x—c)3+ 802(><-c)4 =0

BcXx-c)* [c-x*(x—c)] .

COMo C-X+X-Cc=0
entonces: 0=0

b) CONCLUSION:

y =e(x-cF si es solucion de la ecuacidn diferencial

dy N°_ ady |Llal2/
() au(3) - o=

2
3) Ln{y)=c; e +c,€%; (dz ) -fay N
y d—,‘gz' ol WLn(y)
SOLUCIDN:
a)Observacion, obtencion de 1as derivadas y sustituciones:

Como 1a supuesta solucidn no esta igualada a y, obtendremos la primera y
segunda derivada por derivacidn implicita.

Ln{y) =c; &* +c, &%
gy

derivando

despejando 9Y

= (g€ - & €%)y derivando

dx _
y
dy

94 .

¢y
d =2

cy €° - €, & )a-+ ylc, € +c, &)  sustituyendo -33—

~

% = (Cy €% -Co 8% Yy+ ylc, e¥+c, 8% )

sustituyendo d 92 dy., Ln(y enlaecuaciondiferencial
dx¢ dx

( axZ) ( —L) = i Ln(y)
9[(‘:19":29-")29*9 (ce+ce )] - [(c,é‘—t:ze-;‘)kl]2

-92[(1: e +c éx)] Multiplicando.

Sustituyendo.

g(c1 c—‘,e)z*L1|2(n:,é‘~sczé")l-gz(c,e"-cze-x)2
= gz(c,e + cqe ) Reduciendo.

gz(c,e"'r cze'x) E gz(c, eX+c_e ) Despejando

2
0=0
b) CONCLUSION:

In(y) =c‘e"+ cze'xsf es solucion de 1a ecuacidn diferencial

(dx2) (_'L) y? In(y)

) o+ ?-x22)=1 ; k-y2x)dx+(1-xD)ydy=0
SOLUCION:

a) Formando la derivada: como la ecuacion diferencial aparece con
diferenciales 1a pasaremos a derivada dividiendo toda la ecuacidn

entre dx y queda:
x-y20+ (1= (Y )= 0

b) Obtencidn de 18 derivada y sustitucién: 1a supuesta solucidon se puede
colocer 42 4 y2- x22 - _‘15_ para derivar implicitamente.

2% + 29(%} )- 2x29(3¥)- 2xy? = 0 Dividiendo entre 2 y agrupando.

i d
y(1 - %) (%—E‘; = %(f - % Despejando T’i

dy _ xf-x (1)

y(1-»2)

Utilizando 1a ecuacidn diferencial

g Zcoimdze.  29/b5 /03




£ =coennzoe

3970E5)57F

% =%+ (1=%2)Y (;_9‘. =0 sustituyendo (1)
X /

x-1Px +,9;)x‘"{g [ ng =R i] -0 reduciendo

% = Y% + Xy2 -x =0 realizando las restas
0=0

c) CONCLUSION:
COx2+ ¥ - ¥¥®)=1 si es solucion de 1a ecuacion diferencial

(% = yZ)dx + (1-#)ydy=0
PROBLEMAS PROPUESTOS PARA SER RESUELTOS

(1)  y=c2+cx' ; Y+ xy =x* ()

(2) e (1-cosy) =c ; seny( 3.3.) + senx cosy = senx

®) y=B+32ec i Ty g 16008

(4) y=c,sen3x +cC,CO083X ; 3—2570 Sy=0

(5) g:(X*C)éx : %%_4.9:6"

(6) y=ce* ; %Z‘JX& + 3—3 = 3006

(7) Lny=csenx+cLosx ; y (3-2-,%) - (%5 = yLny

C ) OBTENCION DE LA ECUACION DIFERENCIAL A PARTIR DE LA SOLUCION
GENERAL.

METODO:

1.- Observar el nimero de constantes de integracidn diferentes que
aparecen en la solucidn general

2.- Derivar la solucidn general, tantas veces como constantes diferentes haya

3.-Tomando en cuenta el resultado de la ultima derivada se nos pueden
presentar los siguientes casos:

a) Si en la dltima derivada ya no aparecen constantes de integracidn,
esta serala ecuacion diferencial de 1a solucion general dada.

b) Si la ultima derivada contiene constantes de inteqracion, habra

que eliminarias, utilizando las derivadas encontradas asi como la
solucién general dada.

En 18 ecucidn diferencial no deben aparecer constantes de integracidn.
EJEMPLO DEL CASO a) .
Encuentre 1a ecuacidn diferencial cuya solucion general es:

g:x‘Z +C




PROBLEMAS PROPUESTOS PARA SER RESUELTOS

(1) y=c2+cx' s 0 yexy =ty

(2) eco™x (1-cosy)=c ; seny( gil.) + senx COSYy = senx

(3) y=Bx>+3x2+c | %‘?Z -6 =160%3

(4) y=c,sen3x +CpC083X ; g%-, +9y=0

(5) y=(x+c)e %Exng.-.e"‘
i dy _ 5x
(6) y=ce” : %4%-30%

(7) Lny=csenx+cLosXx ; Y (:-332) - (%‘Lj = y’Lny

SOLUCION:

a) Observacidn del nimero de constantes de integracion diferentes:

Solo aparece una constante de integracidn por 1o tanto, derivaremos una
vez la solucion general. _
b) Derivadas:

dy _
y=x2+¢ ; ax 2%

c) Conclusion:

Como en es%a derivada no aparecen constantes de integracion, estoquiere
decir que a_xi =2x es la ecuacién diferencial.

EJEMPLO DEL CASO b)
Encuentre a ecuacion diferencial cuya solucion general es y=cx2
SOLUCION:
a)observacion del nimero de constantes de integracion:
Solo aparece una constante de integracidn por lo tanto
Y = cx? (1)

Y _ g0y @
dx
b)Obtencidn de 1a ecuacidn diferencial:
Despejando ¢ de (1) c= sustituyendo en (2)
dy _ o _35 )x simplificando y multiplicando por %,
dx

tenemos:
« () =29

CONCLUSION:

% ( talg_) =2y esle ecuacidon diferencial dado que ya no aparecen
X constantes de integracion.

NOTA: Existen soluciones generales en las cuales aparecen las constantes de
integracidn en el angulo de una funcidn trigométrica, para este caso aplicare-
mos funciones trigométricas inversas antes de empezar el ejercicio con la
finalidad de eliminar mas facilmente la constante de integracidn.

EJEMPLO:Encuentre 1a ecuacidn diferencial cuya solucidn general es y= tg(x+c).
SOLUCION: .
a)Observacion:Como aparece ¢ como éngulo entonces aplicaremos el

concepto de la tangente inversa, es decir

tari'y=x+c  esta seré la ecuacidn conla que trabajaremos




2 3
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o) Obtencion de ias derivadas:

tafi' y=x+c (aplicendo D (tan' u)= ?’(Tti

%" e
To2
y'=1+y?
CONCLUSION:

Como no tiene constantes de integracion por 10 tanto y'=1+y2
es 1a ecuacion diferencial.

PROBLEMAS RESUELTOS DE OBTEi‘wICION DE LA ECUACION DIFERENCIAL

(A) Encontrar las ecuaciones diferenciales que tienen las siguientes solu-
ciones generales.

1) y=c,e*+ ce”

SOLUCION:

a)Observacién y obtencidn de 1as derivadas:
Como aparecen dos constantes de integracidn diferentes c, Yy c, derivare-
mos la solucidn general dos veces.

despejando

yreyeXec (1)

%% =C, ex_czéx (2)

dy =c19"+c2§" (3)
d %

b) Obtencidn de la ecuacidn diferencial.

Para eliminar las constantes de integracién podemos sustituir 1a (1) en(3)
dado que es 1a misma relacién de (3)

ﬁ-y— :C'BX "‘Cze.x

®2

g%y

d x2 =4

Sustituyendo

CONCLUSION:

es 1o ecuacion diferencial de la solucidn general y=c,e+cg

2)  y=€7+C,SeNn2x +C,C082X
SOLUCION:

a) Observacidn y obtencidn de las derivadas.
Como aparecen dos constantes por lo tanto derivaremos 2 veces

Y= & Cy sen(2x) + c,cos(2x) (‘l)

3x
‘;_U = 3e + 2c, cos(2x) - 2c,sen(2x) @
X

32;% = 96 4c, sen(2x) - 4c, cos(2x) (3)

b) OBTENCION DE LA ECUACION DIFERENCIAL:
Podemos multiplicar la ecuacién(1)por cuatro y hacerla simultéanea con 1a(3)

para eliminar las constantes.

(N 4y-= 4e3x+ 4c, sen(2x) +4c, cos(2x) Por suma

y

2 3x
(3) 0_92 = 9 - 4c, sen(2x) - 4c,cos(2x) resta

dx

2
d 3x
ﬁz + 4g = 13e
CONCLUSION:
d?y

3x
d—x-z* 4u - ]38

es 1a ecuacidn diferencial cuya
2 solucidn general es
Y=e +Cqsen(2x) + cpcos(2x)
3) y=cx+2¢c
SOLUCION:
a) Observaciény obtencibn de las derivadas: como es la misma ¢ solo
derivaremos una vez.

y=cx+2c (1)derivando ; _‘:’9_= @
X

b) Obtencidn de la ecuacion diferencial. Sustituyendo la "c” de 1a ecuacidn
(2)enla(1) 3
y=cx+2c sustituyendo (2) ;Y= x (_U) +2 (EH ) Agrupando;
_ dy dx dx
y=(x+2)(Y
dx




CONCLUSION:
y = {x + 2)(dy/dx) es la ecuacion diferencial.

4) y=sen(Bx+c)
SOLUCION:

a) Observacion: Como aparece ¢ en el angulo, aplicaremos el concepto de
Seno inverso y quedaria:

ser! (y)=Bx+c con esta ecuacion trabajaremos

b)Obtencion de las derivadas. Como solo hay una constante derivaremos una

vez:
Dyu

sefi'(y) = Bx+ ¢ aplicando Dy(sefi'u) = ———
: /( 1-u?d)

despejando dy/dx

glevando al cuadrado ambos lados nos queda:

(ga)z=64(1—92)

CONCLUSION:
dy\2 es la ecuacidn diferencial cuya solucion gene-
( )=64("Uz) reles y=sen(Bx+c)

NOTA: Puede ser que se nos de un enunciado para encontrar, con sus datos 1a
ecuacion de la solucién general. en este caso los parédmetros que tenga
la ecuacién gue formaremos, serén tomados como 1as constantes de
integracion.

EJEMPLO: &) Encontrar 1a ecuacién diferencial de cade uno de los sistemas de

curvas siguientes.
1) Todas las rectas que pasan por el origen de coordenadas.

SOLUCION:
a) Obtencidn de 1a ecuacidn de la solucidn general. E1 deto es que son las
rectas que pasan por el origen P{0,0) por 1o tanto podemos utilizar
18 ecuacidn
Y-y, = mix-x,) sustituyendo.el punto {x,y) por P{0,0)
y-0=m(x-0) reduciendo
y=mx esta es 1a ecuacidn de 18 solucidn general

‘R 2B TR 3T I5F

b Observacion y obtencion de las derivadas : De y = mx ; m es el
parametro, es decir , 1a constante de integracicn por 10 tanto derivaremos
una vez la ecuacion.

ﬂ:m (2)

y = mx (1) derivendo ax

c) Obtencién de 1a ecuacidn diferencial:
y=mx sustitugendo m de (2) en (1)
- w (9Y
y==x (@')
CONCLUSION: dy, es le ecuacidn diferencial de todas
y= x( 1
dx / las rectas que pasan por el origen.

2) Todas las circunferencias con centro (0, 0).
SOLUCION: a) Obtencidn de la ecuacién del sistema solucién general. El
dato es que son las circunferencias con centro (0,0) su ecuacién es :

%2+ gzz r2

b) Obtencidn de la derivada r es el pardmetro, por 1o tanto derivaremos
una vez 2+ y2=r2 derivando

2%+ 2y(F)= 0 dividiendo entre 2

X+y (%&):0

CONCLUSION: x+y (%}%) = 0 es la ecuacion diferencial de todas las

circunferencias con centro (0,0).




PROBLEMAS PROPUESTOS SOBRE OBTENCION DE LA ECUACION DIFERENCIAL A
PARTIR DE LA SOLUCION GENERAL
Obtenga 1a ecuacion diferencial de las siguientes soluciones:

1) y=7x2+8x+C 2)y=gx2 + Cp 3) y = cysendx + cLos8x

4)y=tan(3x+ c) S)g=c1e3"+c265" :

2
7)y =cysenh(x) + ccosh(x) -~ B) —:2‘- =1- iz 9) y =X sen(x+c)

11) Todas las lineas rectas

6) y=x tan (x+c)

10)(x-c)2 +y2 :c%

12) Todas las circunferencias de radio =1 y centro en el eje X

SOLUCIONES:

” d
2 x(&4)- 4

d
4 aQ - + .
)dX 31 gz).

2
5) 474 (9. i54=0: d A <3
) =5 F2At i 1Sy="T; 6)x(Z) *y=x"u’;

7)-d—9- =g;

d? dy \2
o (v 8 (] 4 (%)

9) x2(g‘)2-2xgg‘+(l0x2)g2:)e; 10)9(&].)*(9.)2*‘:0;

117 4,308 12) g2[1+(3¥)2]:|;

L EcBIAbNEE STTAT/O7

METODO PARA LA OBTENCION DE LA SOLUCION GENERAL DE LA
ECUACION DIFERENCIAL

Como habiamos comentado anteriormente, la solucion general de una ecuacion

diferencial es el resultado de integrar los términos de una ecuacion diferen-
cial.

Recordemos que para poder integrar debemos tener variables iguales a 18 va-
ble del diferencial, al presentarsenos 1as ecuaciones diferenciales no siempre
se cumple esta condici6n, es entonces cuando aplicaremos 10s " METODOS PA-
RA LA DBTENCION DE LA SOLUCION GENERAL" con 1os cuales transformaremos
1a ecuacion de tal forma que todos 10s términos contengan variables iguales

a 1a variable del diferencial con 1o cual ya podremos integrar. Antes de empe-
zar con nuestro primer método veremos algunas reglas o identidades que uti-
lizaremos en la mayoria de 10s métodos..

CONCEPTOS A UTILIZARSE EN LA OBTENCION DE LA SOLUCION GENERAL

1.- Procuraremos colocar 1a ecuacidn diferencial igualada a cero cuando ya
vayamos a integrar, en donde haremos leIo igual a 1a constante de inte-
gracion

2.- Como la constante de integracién es un valor arbitrario aplicaremos las
siguientes propiedades:

a) La constante de integracion multiplicada por cualquier constante {IR)
sera igual a la constante de integracion. Ejemplos:

(€X3)=c;(cX-7N=c;cl1/2)=c;c(-3/4) =C

b) La constante de integracidn sumada o restada a cualquier constante

(IR) seré igual a la constante de integracion. Ejemplos:
c+d4=c; c-7=¢c; c+3/S5=¢c; c-2/Z7=cC ;c+ 1473 =c.

c) La constante de integracidn es igual a si misma, también cuando apa-
rezca e°=c; In{c)=c; c = In(c).

d) Se utilizaran las siguientes identidades y propiedades:

n(u) u a b > a
e =u;ln(e)=u;e‘“’=ee ;e =e/e'?

In(a) + 1n(b) = In{ab) ; In(a) - In(b) = In(a/b) ; {(c)in{u) = In(w)’;
In(a) + In{b) - In(c) - In(d) = In(ab/cd).

e) Ya que integramos, si aparecen como resultado logaritmos naturales
en la mayoria de los términos, aplicaremos sus propiedades para des-
pués exponenciar ambos lados de 1a solucidn para simplificar més -
nuestra solucidn general.

OBJETIVO DE LOS "METODOS PARA LA OBTENCION DE LA SOLUCION

GENERAL"
El objetivo seré llegar a une ecuacion diferencial en 1a que todos los tér-
minos se puedan integrar, es decir, tengan variables iguales a la variable

de su diferencial.
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SOLUCION PARTICULAR

En ocasiones se nos darén valores para variables de 18 ecuacion diferen-
cial, esto quiere decir que se nos pide 1a solucidn particular de 1a ecua-
cion diferencial.

Para encontrar la solucidn particular : Esta es igual a 1a solucion general
solo que en lugar que aparezca la constante de integracion, sustituiremos
ésta por su valor.

El valor de 1a constante de integracion se encuentra sustituyendo 10s vaio

res de las variables en la solucion general y de ahi despe jamos el valor de
la constante de integracion .

METODO DE SEPARACION DE VARIABLES

Este método se puede aplicer cuando en los factores que forman el coefi-
ciente de cada diferencial, solo aparece un tipo de variable en cada factor,
es decir, que sélo tenga x 0 sélo y .

Ejemplo.: [ f{x) gly) 1dx + [ h(x) k(y) 1dy =0

Una vez que identificamos que se pueden separar las variables, multiplicg
mos toda 1a ecuacidn por un factor, que seré igual al inverso del producto

de los factores que no permiten que se integren los términos.
]

En nuestro ejemplo el factores: ——————
gly) hix)

Y tendremos :
{ir(x) gl 1dx + [ hx) k(y) ) dy= 0}

f(x) . k(y) S
heo o gl

Y shora si se pueden integrar todos los términos.

El resultado de dichas integrales seré la solucidn general de nuestra ecug
cién. Procuremos que en la solucidén general no aparezcan fracciones, varia-
bles elevadas @& potencias negativas y recordemos que si aparecen logarit=
mos naturales aplicaremos sus propiedades para después exponenciar.

PROBLEMAS RESUELTOS POR SEPARACION DE VARIABLES
Encuentre 1a solucién de 10s siguientes ejercicios :

1
g{y) hix)

1)2x(1+y2)dx-y(1+2x2)dy=0

SeToE /57 SIS
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SOLUCION:

a) Identificacion: Checando los factores 2x ; (1+8) ; y y 1+2¢
yemos que encada uno de ellos solo aparece un tipo de variable
por lo tanto si se puede resolver por separacion de variables.

b) Obtencién del FACTOR :Observando los factores del dx, vemos que el
factor (1+¢® no se puede integrar dado que tiene Y , a st mismo 10S
factores del dy vemos que (1+2x2) esta en funcion de X por lo

tanto no se puede integrar. entonces el FACTOR seré el inverso del
producto de esos factores.

1
FACTOR = [ (1+g2)(1+2x2)]

c) Producto y obtencién de 1a solucién: Como ya tenemos el factor
entonces 1o multiplicamos por 1a ecuacion.

1
2%(1+ = + 2x%2 =
[ x(1+@2)dx --y( 1+ 2x2)dy 0] [ (D +2) ]

2xdx _ ydy _ Como son varariables igusles
2 I* 2’ B 0 = . . .
1+2% y a 12 del diferencisl, integramos

2xdX  _ | ydy _
1+2%2 I%—;%Z -J’O (1)

d) Solucidn de integraies:

Es completa
J&xd_x zJ"-’“—; Lnlul+c ; u=1+2x2; du =4xdx
u

multiplicando
1+2x2 por 2 i
y dy du _ O S AT
T o~ 'F.u_ =Lnlul+c ; u=1+y2; du=2ydy
e) Obtencidn de la solucidn generel: de (1)
2)2xdx (2) yd

l2 Lnj1+2x2| -%Lnlhg’l:c multiplicanda por 2 y aplicando

Lna-Lnb=Ln{a/b)
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| +2%% _ .
Ln T2 = exponenciando

xz
eL"}—:%f : e°

1+2x2 _ : 14252 = c(1+y2 ESTA ES LA SOLUCUON
T R c despejando GENERAL

aplicando e'"Y =u; e®=c

2) dr=r{ctge) de

SOLUCION:

a) Identificacion: checando los factores r y ctge vemos que solo
tienen un tipo de variable por 10 tanto si es de seperacién de
variable.

b) Obtencidn del factor:

| Dado que 1a r es la que no se
FACTOR = [1/r] pyede integrar con el de

c¢) Producto y reduccion:
[dr = r{ctge)del(1/r]
dr/r = clge de Igualando @ cero ; dr/r-ctgede=0 Yapodemos
Idr/r - Ictgs de = Io. (1) integrar.

d) Solucidn de integrales:

Idr/r = J'du/u = In(u) + c;
jctgs ag =J'ctg u du = Inisengl + c;

e) Obtencidn de 1a solucién general: De (1)

Aplicando:
In{a) - In(b) = In{a/b)

Idr/r -Ictgs de =IO ; Inirl - Inisengl = ¢

Aplicendo:

Inl r/sena | = ¢ (exponenciando) ; eW(r/sen®_ go .
(o 2 eM_y;e® =c¢

r/sens = ¢. (Despejando) ; Ls_g_s_Lﬂ!. Es 1a solucidn general

A - P ——

3 ) 4dy + ydx = x<dy

SOLUCION:

a) IDENTIFICACION: agrupando en base & los diferenciales
(4 - x%)dy + y dx = 0 como los factores sélo tienen un tipo de
variable,s! es de separacidn de variables.

b) OBTENCION DEL FACTOR:

factor = T——l—i—-

4-x°)y

c) PRODUCTO:

[(4-x2)dy+ydx=0][1/(4-x%x%)yl  Multiplicando
dy/y + dx/(4 - x2)= 0 Ya podemos integrar.
Jayry « faxia - x2=[o m
d) SOLUCION DE INTEGRALES:
dy/y =Idu/u = Inlul + c;
®/(4 - x2) = Idu/ 8 - u? = 142a)In{a+u/a-u) + ¢
u2= Xz; u=X; du=dx; 8= 4:a=2
e) OBTENCION DE LA SOLUCION GENERAL: de (1)
Idg/g *{[dx/(d - x2)= IO
Inlyl + [172(2)] In{2+x/2-x) =¢  multiplicando por 4
4In{ly) +In{2+x/2-x)=c aplicando ¢ In{u) = In{u) ; In(a) + In(b)

In[y* (2+x)/2-x]=c exponenciando = In{ab)

eh[y‘(z-m)fz-x]:e" aplicando emv)=y; e°=c
y*(2+x)=c(2-x) SOLUCION GENERAL
4y de/dr = 15 - 168

SOLUCIODN:

a) Identificacion:
Pasaremos la ecuacion diferencial en base a diferenciales multiplicando

por el dr y queda laecuacidn.
dg= (15-16g)dr ; vemos que si es de separacion de variables

b) Obtencidn del factor:

FACTOR = [TS—I:TE-!E]
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c) Producto:
1

Multiplicando e igualando & cero.

G\ \Jg Y4 integramos

15- 168
J'ar B JO

d) Solucién de integrales:

de =jd“ =1nlul + ¢
15-168

u= 15-168¢ ; du= - 162 completamos. Multiplicando y dividiendo por (-16)

LS-IGB N

I dr = Idx = X+C ; completa.

e) Obtencidn de 1a solucién general: de ( 1)

A 1‘6 ("5‘_6‘)2: - Jdr = IO Integrando.

> % Inl15-168l -r=¢ Multiplicando por (-16) y despejando
In{15-162) = c - 16r. Exponenciando.

0=t mpstir apiicando e = u ; € -?r— ;e%=¢
15 - 168 =5.E Despejando .

SOLUCION GENERAL.

(15-168) & "= ¢
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S) 2y dx + xzdu =-0x: y =7/2 cuando x= 1/In 2

SOLUCION:
a) Identificacion: como nos dan g:%—; X = i-n‘(_z-) ; nos piden solucidn par-
ticular.

Agrupando en base a 10s diferenciales
(2y + Ndx + ®%dy = 0
b) Obtencidn del factor: - 1
FACTOR [——2( TR ]
¢) Producto:

[(2g + 1)dx + x2dy = 0] [(29 l % ]Hultiplicondo y aplicando %: %2dx
By +— - (x Hy
®%dx + 5o 7=0 Integramos; [%%ax *I'Q'FT =[0

d) Solucion de integrales :

Ix’zdx zIx“dx e

n+l

+C’

I— = Injul+ C;u=2y+ 1; du = 2dy; Completamos y multi-

I2g+|
plicando por 2

) Obtencidn de 1a solucién general: De (1)

[ x%dx + lj%’-?— fo

-XL 5 In|2y +1| =C; Multiplicando por 2 y despejando In.

In(2y + 1) =c + 2% ;

1
AL o+ aplicando e = u; €

2u + 1 =ce?’*; SOLUCION GENERAL
f) Obtencidn de 1a solucidn particular:
Sustituyendo y = % ;®=3 enlasolucidn general

Exponenciando

+
b e'e®;e°=C;

43 Sustituyendo los valoresdex y y
2(F)+1=c6M?
8=c(4);c=2;

2y + 1 =22/

2y+1=ce

chu

; Aplicando c Inu, Inu’, =u

Sustituyendo c en la solucidn general;

SOLUCION PARTICULAR
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6) xzdg +xydx = xzdg +2ydx ;y=e cuando x =2

SOLUCION:

a) Identificacion: (nos piden 1a solucion particular). Agrupando en base &

los diferenciales y factorizando x%(x-1)dy + y(x-2)dx = 0. Si es de separa-
cion de variable.

b) Obtencidn del factor: b b o
FACTOR = |2y )

c¢) Producto de (1) por el factor:

1
[xz(x-l)dg + y(x-2)dx = 0] [xz(x'-l) (y) ]
dy ] (x-2) dx _ 0-
y x(x-1) =’

[-f225 o o

d) Solucién de integrales:

integramos

J%l 2 J %‘1 Lnlul+c; completa

j’ (%-2)dx
w2(x-1)
ﬁf—l)z b '27 5 %=1 (8) Multiplicar por ¥2(x-1)

X

x-2=Ax({x-1)+B(x-1)+cx2 (2) Dando valores a X.
para x=0 en (2)
0-2= A(0)(0-1)+ B(0-1)+ c(0Y?
-2=-B; porlo tento B=2
para x=1, en(2)
1-2 =A(1- 1D+B(D(1=1C(1)?
-1=C
Si realizamos los productos en (2) apareceria Ay C multiplicando a %2y
aplicando la identidad con el coeficiente de x2 del otro lado de la ecuacion,

tendriamos .
iA +C=0; sustituyendo C=-1;A-1=0;A="1;sustituyendo A; B; C en (@)
2 _2.1__1

D ety %1 Integrando en ambos lados

J%‘.&%’% . 2I£2ax *J%'J%’i (3)

f racciones parciales

P oz 2916557

e) Obtencidn de la solucion general: de (1)

d (x-2)dx
Jg_g_ + Jm = [0 sustituyendo en (3)

dy 240 d_X_J'd o
J.F+ij dx Jx x__l-Jo

Ln{y)- 2% '+Ln(x)-Ln(x-1) =c ; Aplicando Lna+Lnb-Lnc= Ln(ab/c) y
despejando.

X —
Ln%] =C+ 2K’ Exponenciando
x -1
e"“['“x:"] g ® Aplicando e™=u; e =8 ¢"¢’=c
'E-ET et Despejando yx
24
yx=cé (x-1)  Solucién general

1) Obtencidn de 1a solucidn particular:
Sustituyendo y=e; x=2 en la solucién general

yx=ce?/*(x-1) sustitugendo y y X

(e)(2)=ce?'%2-1) Como e2/% e y despejando c

c=2 sustituyendo este valor en la solucidn general

yx =262’ (x-1)| SOLUCION PARTICULAR




PROBLEMAS PROPUESTOS PARA RESOLVER POR SEPARACION DE
VARIABLES

Encuentre la solucion de 1as siguientes ecuaciones diferenciales

1) 5X*dx + 20 y'%dy= 0
2) 2sen(2x)dx + 3e3ydy = 2xdx

dr _
3) ‘d—s- =R
4) dx +dy +xdy = ydx
5) % sen (Y) dx + (x2+ 1)cos (Y dy=0
6) (xy + 2% + y+ 2)dx + (x2+2x+3)dy=0

7) 94 _ el
dx ~

T
B) xu4dx+ (y2+2)e>*dy=0
9) x sen (x)e¥dx - ydy=0
Eﬂ _ Bxr2y
10) % = €

d Xy + 3x-y-3
N F%ﬂtg-ix*lg-é’

12)%% = sen x (cos 2y - cos?y)

13) (x + Ddy+{y-1)dx = 0; y=3 cuando x=0

14) x* dy +xydx =x2dy + 2ydx; Y=e cuando x=2

SOLUCIONES

1 xSeP:c 2) eMV-cexecos(2) 3 r=ce®  4)x+1=c(l-Y)
5) (+1) sen2y=c 6) (x%2x+3)(y*2)°=c ) Sx(x+2) = c + 2y(yf*+5)

8) y® e¥*(3x-1) = 9y?+6+Cy2
10) 26%%438 V= ¢

12) cos(x) + ctgly) = ¢

14) xg=2(x-t)e?"‘

9) e¥+senx=ye¥ + xcos(x) +c

1) (ye3es ce'(x+a)
13) (g=1)%+1) = 2

ECUACIONES DIFERENCIALES HOMOGENEAS

Primeramente estudiaremos la forma en que podemos identificar si una
ecuacion diferencial es homogénea o no homogenea.

Supongamos que se nos pide determinar si la ecuacion.
3
(3x2-5xg+ -ﬁ- )dx+(5¢‘ ng-szr%g,—) dy=0 es homogénea 0 no.

METODO: Para saber si es homogénea vamos a hacer que en la ecuacidn solo
aparezca un tipo de variable esto es, vamos a 1lamar t a cualquier variable
en la ecuacion.

Analizaremos término a término toda la ecuacidn (los signos de + 6 - son
los que separan un término de otro). Una ecuacion seré homogénea cuando to-
dos y cada uno de los términos tengan la variable t elevada a la misma po--
tencia, si al menos un término no tiene t elevada a la misma potencia en---
tonces la ecuacidn no es homogénea. Las constantes no se cambian por t.Los

diferenciales no intervienen para determinar si es homogénea o no. Las cons-
tantes pueden cambiar por t .

Checando el ejemplo tenemos como terminos.

3x2. 5%y ; % .5 @' 32 ; 5;9' sustituyendo x como y por t

2 (D= ; _? 2. A Bt=t2; % ,% =t2 _si observamos
t

todos los términos tienen t2 por lo tanto si es homogénea.
NOTA:
1) Para homogéneas solamente, si aparece W como término este seria

t es decir, se analizaria como 1a rafz de cada uno. Solo se aplica esto para --
checar si es homogénea, ya que se chect 1a ecuacion se trabajaré conv(x% )

N () =22+t = tf(x%1f) = t de homogénea.

2) En caso de que aparezcan términos de funciones como: <Y ; sen (x/y);
cos{y/x), etc. estosno representaran ninguna t ya que variable sobre
yariable seria igual a 1 con lo cual quedaria el término como constante

a 1a cual no le corresponde t &Y o'%e'= cte; sen(x/y)




sen (t/t) = sen(1) = cte ; cos h (/%) = cos h(t/t) = cte.
Ejemplo en que no es homogénea.

(x+3y+2) dx + (Bx+3y)dy = 0

Los términos son %, 3y , 2, 8%, 3y sustituyendo t; t; t; i t;t; comoen el
tercer término no contiene t como los demés a la primera potencia entonces
la ecuacion no es homogénea.

METODO PARA LLEGAR A LA SOLUCION GENERAL
1) Checar que 1a ecuacién sea homogénea.

2) Utilizar la sustitucidn
Y = ¥ ¢ X=vy
dy = vdx + xdv dx = vdy + ydv

Si el coeficientedel dx es més sencillo que el del dy se utiliza la susti-
tucién x = vy y si el coeficiente del dy es mas sencillo que el del dx
entonces utilizaremos y = vx. .

Si ambos coeficientes son del mismo grado de dificultad, podemos utilizer
cualquiera de las dos sustituciones.

3) Sustituiremos la variable y el diferencial en la ecuacién diferencial y
después realizaremos los productos.

4) Resolvemos la ecuacidn diferencial resultante.

S) Yolvemos a las variables originales.
PROBLEMAS RESUELTOS DE ECUACIONES DIFERENCIALES HOMDGENEAS

1) (3x+2y)dx+2xdy=0
SOLUCION:
a) Identificacién:

Los términos son 3x , 2y y 2x sustituyendo x e yportquedant,t, yt
como los tres quedaron con t elevada a 1a misma potencia por 1o tanto 1a
ecuacion si es homogénea.

b) Determinacidn de la variable y diferencial que saldrén y sustituciones:
como el dy tiene el coeficiente con el menor nimero de términos, entonces
la variable que sale es 1a de este diferencial es decir, saldré la variable y
y el dy aplicando el segundo paso.

LA T R e i 5

Yy=vx,; dy=vdx+xdy sustituyendo y y dy en 1
(3x+2vx)dx + 2x(vdx+xdy) = 0 multiplicando

3xdx + 2vxdx + 2xvdx + 2%2dy = 0 agrupando y factorizando
X(3+4v)dx +2x2dv =0  (a)

c) Resolviendo por separacidn de variable

Factor= [ Multiplicando por (a)

etz

[ X(3+dv)dx + 2x2 dvy = 0] [(3+—4L)x5-] Realizando el producto

dx , 2dv_ _ integramos.

X 3+4y
dx . (_2dv_ _
X 3+dy IO (b)
d) Solucién de integrales:
jﬂf- = Inixl + ¢

24y _ :;J-Q-U—= Inlul +c
3+4v u

u=3+4u; du=4du; Completamos multiplicando y dividiendo por 2

Obtencién de 1a solucién general: de (b)

dx . 1 [ (2)2dv _J' dasan
J x  2) Zeav )0 Integ '

C
Inlx| + -‘2- InI3+4vl =c Multiplicando por 2 y aplicando (c)In{u) = In{u)

In(x)%+ Inl3+4vl = ¢ Aplicando In{a) + In{t) = In{ab)

In [x2(3+4v)] = ¢ Exponenciando.

2 ()
b g LT Aplicendoe =u;




x2(3+4v) =C De(b) y=vx;v=y Sustituyends v .

%
x2(3+Wy=¢ Multiplicando 1a %2
%

3x%+ Ay =¢ Factorizando.

x(3x+dy) = C SOLUCION GENERAL.

2.~ [x+y sen{y/x)) dx - x sen (y/x)dy=0

SOLUCION:

a) Identificacion:
Los términos son ¥ ; ysen{y/x) y x sen{y/x) sustituyendo x e Yy por

t quedan t; tsen{t/t)=t y t sen(t/t)=t como los tres términos que -
deroncon t elevada & 1a misma potencia, entonces la ecuacién si es homo -

genea.

b) Determinacién de la variable y diferencial que saldrén, y sustituciones :
como el dy tiene el coeficiente mas sencillo entonces saldré la variable y

yel dy.
Aplicando el segundo paso del método y=vx ;dy=Vv dx + x dv sustituyendo

y y dy en2).
[x + VX sen(%})]dx o [x sen(ixﬂ)][ vax + X dv] =0 Multiplicando
% dx + vx sen{v) dx - xv sen {v) dx - %2sen{v) dv =0 Reduciendo.
% dx - x2sen(v) dv=0 (1)

c) Resolviendo por separacion de variables :

FACTOR =[-x'—2] Multiplicando 1 por este factor

[x dx - xseniv) dv = o][—;.‘,-] Realizando el producto.

%. -gen(v)dv=0 Integramos.

J-%— -Isen (v) dv :IO (2)

d) Solucidn de integrales:

Id_x = Inixl + ¢
X

Jsen (v)dv = Jsen(u) du = -cos{u) +c;

e) Obtencidn de la solucidn general de (2)
dx
JT - Jsen(v) dv = Jo Integrando.

Inlxl + cos (v) =¢ de(b) y=vx; v=_Y ;sustituyendo v
X

Inixi + cos () = ¢ SOLUCION GENERAL.

3) xdy-ydx= (xz+ gz) dx

SOLUCION:
a)ldentificacion :
Los términos son (para checar si es homogénea ). Aplicando X ; Uy ; /2 y

JyZ sustituyendox y Yy por t.

t:1:/2=t; /12 =t como los tres términos quedaron con t elevada ala
misma potencia, si es homogenea.

b) Determinacién de 18 veriable y diferencial, que saldrén ,y sustituyendo.
Como el dy tiene el coeficiente mds sencillo entonces, saldrd la variable y

y el dy .Aplicando el segundo paso del método.
y=vx; dy=vdx+xdy Sustituyendo en (3)

x{vdx+xdy) - yxdx = W dx Multiplicando
wvdx + x2dy - yxdx = V%2 (1+v2 dx Reduciendo

x2dy=x/1+y2 dx (1)

c)Resolviendo por separacion de variables :

1
Factors [W] Multiplicando I por este factor




X =vy,Ox=vdy+yavy  Sustituyendo en (4)

2 o 1
['”" dy =Xy 1 +v< dx][ xg(\/’“—vf\] Realizando el producto e igualondo

& cero.
Qv __OX -9 Integramos 2
ToNe. X 9 y(v2y2) (vdy + ydv ) - (v y*+y®) dy=0 Multiplicando
_dv_ _(dx . 3y® -
JW N j 0 (II) voy dy + ytvédv - v3yddy -y3dy=0 Reduciendo
d) Solucién de integrales: y*vZdv - y®dy=0 (1)
(v o [GU - e /T2 14 B2 VP _
|V = e nlus/T+ul+c; U=y = u=v c) Resolviendo por separaci6n de variables:
[2 i FACTOR =[+] Mult iplicando I por este factor
) Obtencién de 1a solucién general: de (II) !
(A . Id_x = J 0 Integrando ['f"zd" - gdy = 0] [+] Realizando el producto
J/ 142 X y
In lv+/T+vZ | = In [xl=C Aplicando 1na - Inb = In{(a/b) vadv - %9- =0 Integrando
y+/1+VZ - d
In (_T_ ) Exponenciando JVZUV - J’—g'*'- =JO Resolviendo
n .
e (.YL[F.LT ) =e° Aplicando e™=u; e®=c 'si - Inlyl =c Qi - \plicenda por 3
‘ Aplicando clnu=Inu’
v+ 14y
h i U a7 Despejando - =
¥ ! B pej v> - 3inlyl =¢ despejando
ve J1+v2 =CX de (b) y=vx = y=y/x; Sust ituyendo v in (u)3: v+ C Exponenciando
T s
" + ‘#(g iR ) = CX Reduc‘endo e]n (9) = evs +C ApncanUO ehu =u;
(a+b) _ b - =
y, X, Multiplicando por X A i
X X iT 3 S
y=¢e ¢ de b) X=vy v=/y;
y+/%xZ +yZ = cx ? SOLUCION GENERAL sustituyendo v
3
(4) yx2dx - (x> +y®)dy = 0 ; x=0 cuando y=1 gsz ce’ / 93 Solucidn general
SOLUCION :
d) Obtencidn de 1a solucidn particular:

a) Identificacién : (nos piden la solucién particular)

Los términos son yx? ; x3 Y y3 sustituyendo x e Y por L 2)=t3; 3 sustitugendo x=0 y y=1  en la solucidn general

y t3 como todos 1os términos quedaron con t elevada al cubo,entonces la 3 0 ;

ecuacion si es homogenea. (1) =ce c=1 sustituyendo en la solucion general

b) Determinacion de la variable y diferencial que saldran,sustituciones : ' 3 xS hf .
Como eldx tiene el coeficiente mas sencillo entonces saldré la variable y= ¢© Solucidn particular

x yel dx. Aplicando el segundo paso del Metodo:




PROBLEMAS PROPUESTOS PARA RESOLVERSE POR HOMOGENEAS

Encuentre 1a solucion de 1as siguientes ecuaciones diferenciales.

1) (6%2- 7u)dx - 14xydy = 0
2) (2¥/%y - Y)dx - xdy = 0
3) [y + x ctg(x/y)ldx - xdy = 0

4)(9*4 2, y° Ydx - xdy = 0

5) - 2g"+x

dx Xy
6) dy _ 2xye

(/g

dx 23 Uze(x/u)z Fark X x/y)
dy 2%y
7) =
dx 4% y? (/o
8) (x2+ )dx + (x> -xy)dy = 0
9) y(xZ+ xy = 2y9dx + x(3y - %y - ¥)dy = 0
10) (ng + g’)dx = 2x3dg =0 y=3 cuando x=2

1) [x+ye¥ox - %68 Uy=0 ; y=0 cuendox=1

12) y%dx + (x2+xy +yAdy =0 ; y=1 cuando x=0
SOLUCIONES

1) 2x3= ¢+ 7xy?

4 y+ Ve PFzc¥?

2 2
6)u+c[l+e@'x’2] N xey=cy

3) xcos{y/x)=c

5) y* +x*=cx®
@/

2
B8) (x+y) =cX

9) 2fin( y¥/x%) + 2xys x°= oy 10) Sxy°= 18 (Y- x2)
ll)ln(x):e("ho-l 12){(x+y)inlyl+x=0

METODD DE SIMPLE SUSTITUCION
Este metodo se aplica para ecuaciones que tengan la forma:

1) (ax+by+c)dx *+ (ax +by + f =
E ( y+fidy=0 Coeficientes que representan

2) (ex + by + c)dx * (nax + mby + j)dy = O rectas paralelas

2) (ax2+ by2+ +(ax2+ by2 2 Ecuaciones que tendrian la
: ALl l LR forma de los 2 casos ante-
riores al sustituir.

4) (ax?+ by?+ c)xdx* (nex2+ mby2+ jydy=0
Y 7 Y=+ Jydy r=x%,w=y? dr=2xdx; dw=2ydy

Ecuaciones que solo un diferencial tenga
como coeficiente 1a ecuacion de una recta

2 y el otro diferencial sélo tengs unsa cons-
6) (ax“+ by? + clxdx* cte. dy = O | tante como coeficiente.

r=x%,w=1? dr=2xdx; dw=2ydy

S) (ax +by + c)dx * cte.dy=0

Método:

1.- Checar que la ecuacidn tenga 1a forma, esto es que los coeficientes
de los diferenciales representen ecuaciones de rectas paralelaso
bien que solo undiferencial ten?a como coeficiente 1a ecuacidn de
una recta mientras que el otro diferencial solo que tenga una constante
como coeficiente.

2.- Haremos 2 igual a la relacién ax + by y diferenciando esta ecuacion
encontraremos el valor de dz .

3.~ Despejaremos de 1a ecuacidn de dz {(paso 2) el diferencial que en la
ecuacion diferencial tenga el coeficiente con el menor nimero de
términos. Si 1os 2 coeficientes tienen el mismo numero de términos
se despejaré de 1a ecuacidn de dz cualquierade los 2 diferenciales.

4.- Sustituiremos 2z y el diferencial que despejamos, en la ecuacion
diferencial.

5.- La ecuacion resultante se resuelve por el método de separacidn de
variables.




5.- Una vez encontrads 1a solucion, sustituiremos el valor de z por el que le
ssighamos en el paso 2. Esta sera nuestra Solucidn General.

Nota:
En las ecuaciones de 1a forma 3, 4 y 6 primero se haran 1as sustituciones
de r=x%, dr=2xdx; w=y2; dw=2ydy y despues ya seguiremos con todos 10s
pasos.
(La relacion seré ar + bw).

PROBLEMAS RESUELTOS POR EL METODO DE SIMPLE SUSTITUCION

Encuentre la solucién general de las siguientes ecuaciones diferenciales.

1) (3x+2y-3)dr +(6x +4y)dy=0

SOLUCION :

a) Identificacion:
Checaremos si son rectas paraielas 0 no.
Del coeficiente de dx ; A=3;B=2; m=-A/B=-3/2=m
Del coeficiente de dy ; A=6;B=4; m=-A/B=-6/4=-3/2=m
Como 1as pendientes (m) son lguoles entonces 1a ecuacion diferencial si
tiene 1a forma (rectas paralelas).

b) Obtencidn de las ecuaciones de sustitucion :
Haremos 2z igual a la relacion que sea el submultiplo, en este caso:

2=3x + 2y = dz2=3dx + 2dy

Como el dy tiene el coeficiente mas sencillo en la ecuacidn diferencial
entonces seré el que despejemos.

c) Sustituciones de 2 y dy
(3x + 2y - 3)dx + (6x + 4y)dy = 0 Sustituyendo z y dy
(2-3)dx + 22(d2 = 3d%) _ g Multiplicando

2

2dx - 3dx + 2dz - 32dx = 0 Agrupando
(2)dz - (22 + 3)dx = O (I)

d) Aplicando el método de separacidén de variables:

| FRO [
Factor = [22 = 3]

[zdz - (22 + 3)dx = o] [ e 3]

Multiplicando I por el factor

Multiplicando
=202 _ 4y -
72 43 dx =0 Integramos
22 +3 Idx Jb (1)
e) Solucion de integrales:
dk=x+c¢C
J'?zz%% funcidn impropia por 1o tanto hay que dividir.
172
o J
22+3| —2 ___ .1 ,-3/2 Integrando
-2 - 3/2 22+3 2 2z2+3 ambos lados
=2
_Z.QZ_ _l_ dz - I
T2 a3 32|17543 (1II)

f) Obtencion de la solucion general: De II
_2dz
22+3 I“" > J°
l 3(1 ) (2) dz £t
2 sz - \7 J_Qz+3 I X = Io integrando

1 (@ -3 inl2z+3| -x=¢C multiplicando por 4,
. - aplicando cinu=1nu°

22-1n(2z + 3 ax=C de b), 2 = 3x+2y; sustituyendo




desarroliando y reduciendo
2(x+2y) = c+ln(6x+4g+3)3
SOLUCION GENERAL.

2(3x+2y) - In[2(3x+2y) + - 4x = ¢

2x+4g=c+ln(6x+4g+3)3;

2) 2(x-y)dx +dy=0
SOLUCION:

a) ldentificacion:
Como el dx tiene como coeficiente 1a ecuacion de una recta x-y yel dy

tiene 1 como coeficiente, si es de simple sustitucion del caso S.

b) Obtencidn de las ecuaciones de sustitucion:
Haremos 2z igual a la relacidn de variables, es decir

2 = x-y diferenciando
dz = dx-dy despejando dy dado que tiene el coef iciente mas simple
dy =dx - dz
c) Sustituciones:
2(x-y)dx + dy = 0 (sustituyendo z y dy)

22 dx + dx-dz = 0 (agrupando)
(2z +1)dx -dz=0 (1)
d) Aplicando el métoda de separacion de variables.

FACTOR = [5.;7] multiplicando (1) por el factor

[(2z+1)ax - gz = 0] ['2Jz_+T]

dz
- integramos
22+1 0 J

Jonc | <[

1 2dz .
-l TEE=ET integrando
Idx 2 =g JO teg

dx -
completamos la segunda integral

1 . multiplicando por 2 y
x=— In122+11=C  gystituyendo 2 =x-y
y despejando x

2% = ¢+ Ln |2(x-y) + 1| SOLUCION GENERAL

3) (2%%+ Y+ B)x dx + (2x°+ ylydy=0

SOLUCION:

a) Transformacion:
Como tiene 18 forma (3) haremos:
r=x2;dr=2%dx; dr/2 = x dx ; w = y2; dw = 2y dy ; dw/2 = y duy.

Sustituuendo estas relaciones:

(2r+W+6)-°2£ +(2r+w)d?w =0  multiplicando por 2

(1) (2r+w+6)dr + (2r+w)dw = 0 la cual tiene la forma
de dr A=2; B=1; ==-2/1=-2
de dw A=2; B=1;m=-2/1=-2

b) Ecuaciones de sustitucidn:

Haremos 2z igual a la relacidn de variables.
2=2r+w diferenciando ; dz = 2dr + dw despejando dw ,

dw= dz-2dr. _

c) Sustituciones: de (1)

(2rew+6)dr + (2r+w)dw =0  sustituyendo 2 y dw
(2+6)dr + 2(dz-2dr) = 0 multiplicando y agrupando
(6-2)dr+2dz=0 (2)

d) Resolviendo por separacion de variables:

'647] multiplicando 2 por factor

[(6-z)dr +2dz= 0] [ 61- - multiplic

Factor = [

ar+292 o integramos

6-2

foro [ - o




e) Solucion de integrales:

J'dr=r+c;

—g—_QZL - como es una fraccion impropia,
dividiremos:

-2+6 |/

—2 =] Integrando en ambos lados

Lgde il N I
6-2 J’dz*efﬁ-z it
{) Obtencidn de 1a solucidn general: de (4)

fdr + J’—éz-_d-zz—=fo Sustituyendo (3) ; _[df -fdz + 6(-1)_[%_)%; =f0

Sustituyendo z= (2r+w) ;
Reduciendo y multiplicando por -1
Sustituyendo r=x* ; w=y*

r-z-6iln(6-z)=c:
r-(2r+w)-In(6 - 2r -w)®= ¢
r+<w+in (6-2r-w)6=c

%2 +1f+ In(6 - 22 -y2)® =c

Solucidn general

PROBLEMAS PROPUESTOS PARA RESOLVERSE POR SIMPLE

SUSTITUCION

Encuentre 1a solucion de 1as siguientes ecuaciones diferenciales.

(2)  (x+y-3)dx + (x+y+4)dy=0

(1) (x+2y+3)dx + (2x+4y-1)dy=0
(3) (2x-3y+2)dx + 3(4x-6y-1)dy=0
(S) (x-2y+S)dx - [2(x-2y)+9]dy=0
(7) (+y)dx + (x+y-2)=0

(9) (2x+3y-1)dx = (5-2x-3y)dy

(11) (12x2-18y>3)ydy + (253 32+2)xd%=0
SOLUCIONES

(1
(3)
(5)
(7)
(9)
(11)

(4) (2x+y)dx - (4x+2y-1)dy=0

2dx + (2x+3y)dy=0
(3x-y+4)dx + dy=0

(10) (%2 +y2+4)ydy+ (x2y>3)xdx=0

X%+ 4Ry +4y26x=C+2y
x+6y+In(2x-3y)=c
(x-2yP+ 10(x-2y)+2y=c
(x+y) =dy+c
x+y+c=4In(2x+3y+7)

%2 + 612 +In(2:2-31f )=C

(2) %2+2xy +y2 +By=c+6%
(4) Sx-10y+In{10x+5y-2)=c
(6) (2x+3y-3)eY=c
3x+7=y+ce”

(10) +2:22+f + By =c+6x2



e) Solucion de integrales:

J'dr=r+c;

—g—_QZL - como es una fraccion impropia,
dividiremos:

-2+6 |/

—2 =] Integrando en ambos lados

Lgde il N I
6-2 J’dz*efﬁ-z it
{) Obtencidn de 1a solucidn general: de (4)

fdr + J’—éz-_d-zz—=fo Sustituyendo (3) ; _[df -fdz + 6(-1)_[%_)%; =f0

Sustituyendo z= (2r+w) ;
Reduciendo y multiplicando por -1
Sustituyendo r=x* ; w=y*

r-z-6iln(6-z)=c:
r-(2r+w)-In(6 - 2r -w)®= ¢
r+<w+in (6-2r-w)6=c

%2 +1f+ In(6 - 22 -y2)® =c

Solucidn general

PROBLEMAS PROPUESTOS PARA RESOLVERSE POR SIMPLE

SUSTITUCION

Encuentre 1a solucion de 1as siguientes ecuaciones diferenciales.

(2)  (x+y-3)dx + (x+y+4)dy=0

(1) (x+2y+3)dx + (2x+4y-1)dy=0
(3) (2x-3y+2)dx + 3(4x-6y-1)dy=0
(S) (x-2y+S)dx - [2(x-2y)+9]dy=0
(7) (+y)dx + (x+y-2)=0

(9) (2x+3y-1)dx = (5-2x-3y)dy

(11) (12x2-18y>3)ydy + (253 32+2)xd%=0
SOLUCIONES

(1
(3)
(5)
(7)
(9)
(11)

(4) (2x+y)dx - (4x+2y-1)dy=0

2dx + (2x+3y)dy=0
(3x-y+4)dx + dy=0

(10) (%2 +y2+4)ydy+ (x2y>3)xdx=0

X%+ 4Ry +4y26x=C+2y
x+6y+In(2x-3y)=c
(x-2yP+ 10(x-2y)+2y=c
(x+y) =dy+c
x+y+c=4In(2x+3y+7)

%2 + 612 +In(2:2-31f )=C

(2) %2+2xy +y2 +By=c+6%
(4) Sx-10y+In{10x+5y-2)=c
(6) (2x+3y-3)eY=c
3x+7=y+ce”

(10) +2:22+f + By =c+6x2



ECUACIONES DE LA FORHMA
(ax+by c)dx+(fx+gy+h )dy=0 & (ax2+by? +c)xdx+(fx2+gy? + h)ydy=0
EN LA QUE LOS COEFICIENTES REPRESENTAN RECTAS NO PARALELAS

METODO PARA LA DBTENCION DE LA SOLUCION GENERAL:

1.- Identificaremos que 1a ecuacién es de esté método y no el anterior cuando
las pendientes sean diferentes .

2.- Sustituiremos x=x'+h ; y=u'+k ; dx=dx' ; dy=dy'

3.- Tomaremos 10s términos de h ; k Y la constante que aparezcan en el
coeficiente de cada diferencial y los igualaremos a cero, con 1o cual
tendremos 2 ecuaciones que contengan h Yy k . A partir de estas
ecuaciones encontraremos 1os valoresde h y k.

4.- Sutituiremos los valores de h y k en la ecuacién del paso 2 con lo
cual solo nos deben quedar las variables primas en cada coeficiente
de cada diferencial.

5.- Esta ecuscidn (paso 4) se resolveré por homogéneas.

6.- Obtenida 1a solucién sustituiremos primero v 1a cual la utilizamos en
la homogénea y después sustituiremos x Y u despejéndolas de las
ecuaciones con que iniciamos el método,es decir,de x=x'+h despejando
x, tenemos x'=x-h ; de y=y'+k despejando U’ tenemos y'=y-k .

PROBLEMAS RESUELTOS

T) Determine 1a solucidn geners] de 1as siguientes ecusciones .
1) (2x+3y-1)dx-4(x+1)dy=0

SOLUCION:

a) Identificacion:
Del coeficiente de dx A=2; B=3; m=-2/3
Del coeficiente de dy A=1; B=0; m=-1/0 (Indefinido)
Como las pendientes son diferentes entonces 18 ecuacion diferencial

sf tiene 1s forma.

b) Sustituciones:
X= X'+h ; y= y'+k
dx=dx" ; dy=dy sustituyendo
(2x+3y-1)dx - 4(x+1)dy = 0  sustituyendo x, y, dx, dy
(2x'+2h+3y'+3k-1)dx’' - 4(x'+h+1)dy’' = 0  tomando h, Kk U la constante.
Del dx 2h+3k-1=0 (1) |
Del dy h+! =0; h=-1 sustituyendo h en (1)
2(-1)+3k-1= 0; k=1. sustituyendo h y k en (1)
[2x'+2(-1)+3y"+3(1)-1]dx" - 4(x'-1+1)dy'= 0  reduciendo
(2x'+3y)dx’-4x'dy = 0 (1)

¢) Resolviendo por homogéneas: ~
Como el dy tiene el coeficiente mas sencillo entonces sustituiremos la \y.
Y =vX' ;dy =vdx +x'dv sustituyendo y y dy en @
(2x'+3vx")dx’ - 4x'(vdx'+x'dy) = O multiplicando
2%'dx'+3vx'dx’-4x'vdx'- 4x'2dy = 0 agrupando
(2-v)x'dx-4xZdv =0 (2)

d) Resolviendo por separacidn de variables:

FACTOR = [ 1 ]

[(2-v)x‘dx'- ax?dy = 0] [ ( 2_:’) -2 ]

dx’ _ _4dv_ -
ve T——v— 0 integrﬂmos

.d’f_'-q _ngjo
2-y

»

multiplicando y dividiendo por -1

X completamos 1a segunda integral

2-¥

(X' - 4-|)J(")UV =Io integrando
x -

/

Inlx’l| +4Inj2-vl=C exponenciando

nix(2-v)*1
e =g aplicando €™ = u; €° =




w(2-9) = C sustituyendo v = y'/x’

x(2-y/x)*=C simplificando
x'[ {2%!-y')* ] =C multiplicando por x'3
x'4
(2x-y)* = cx3 sustitugendo X' = x-h; X'= x+1
y =y-k;y=y-1i
(2%+2-y+1)* = Clx+1)® reduciendo

* (2x-y+3)*= Clx+1)° SOLUCION GENERAL |

2) (x2-2y%+4)x dx + (2x2-y2+2)ydy=0; y=0 cusndo x=2
SOLUCION: nos piden solucion particular

a) Transformacion:

Como tiene 1a segunda forms;
r=x2;dr=2%dx; w=y2 dw=2ydy; dw/2=ydy;dr/2z=xdx.

Sustituyendo estas relaciones en 2)
{r-2w+4)dr/2 + (2r-w+2)dw/2=0
(r-2w+4)dr + (2r-w+2)dw = 0
De dr A=1;B=-2;m=-1/-2=1/2
De dw A=2;B=-1; m=-2/-1=2
Como las pendientes son diferentes entonces si es ecuacion de la forma.

multiplicendo por 2
checando 1a forma:

b) Sustituciones: comonoson X Y Y se puedenponer h y k en cualquier

sustitucién
r=r'+h; w=w+K
dr = dr' ; dw = dw'.  sustituyendo en

(2) (F+h-2w'-2k+4)dr + (2r'+2h-w'-k+2)dw" = 0. Tomendo h, k y 2 constante
18 sustitucién

a) h-2k+4 = 0 Multiplicendo a) por(-2)
b) 2h- k+2=0 sumando b) y )
c) —<EaKTO=

3k-6 = 0 ; k=2 sustituyendoen a) h-(2)2+4 =0 ; h=0

Sustituyendo h y k en @
[r+0-2w'-2(2)+4]dr' + [2r'+2(0)-w'-2+2]dw" = 0
(F-2w)dr + (2r-w)dw = 0 (3)

c) Resolviendo por homogéneas:

Como los dos diferenciales estén igual de complicados , 0 ses , 105

dos tienen dos términos, podemos sustituir cusiquier variabie
arbitrariamente:

W = vr';dw’ = vdri+ ridv.
(r'= 2vr)dr'+ (2r'- vr'){vdr'+ r'dv) = 0
rdri=2vr<df +29r“ar'+2r’ 2¢- - y2r'dr'-vr'2dy = 0 agru

= pando
(1-v2)r'dr'+(2-v)r'2dv = 0 1

sustituyendo w’ y dw’ en@

@

multiplicando.

d) Resolviendo por separacidn de variables:

FACTOR

[(l- v2)rdr+ (2 -v)rédy = 0- [

dar, (2-vidv _q

e
(1-v)rez

r 1- y2

_Q,'['+ 2dy v dv

r 1- v2 1- y2
Ij;',zj dv v dv

r 1- v2 1= y2

e) Solucidn de integrales:

J—di;'= Inlrl+cC
=
gv . [_du

1- v2 1- u2

vdy
1-y2

1
21

w %‘lzlnluhc

Multiplicando (4) por este

factor
1

(1-v)r2

]

separando la segunda integral

=J°

u=1- vZ; du= - 2vdv completamos mul-
tiplicando y dividiendo por (-2)

integramos

®

f) Obtenci6n de 18 solucidn generel: de (5
1

Y

(-2)vdy _

H,sz =

vZ

(-2)

1-y2

o

1+u :
n (l-u) + € ; V2= u2; y=u; dy=du

integrando



in |r= +2(1/2)In Gi :) + 172 In (1-v2) = C Multiplicado por 2 y
aplicando C Inu=Inu°

2
In(r)* + In (:: :) +1n (1-v2)=C Aplicando In&+Inb+Inc = In(abc)

" rZ(1+ v201- v2)

In
L (I-V)2

] =1C Exponenciando

AKX 18 , "
e'"tr '::-)2.51 >] =& Apticendoe” "= use0=c y (1-v2)= (1014 V)

r2(1e P09 (14 ) =C Reduciendo

G ol

r2(1+v¥® =c(1-v)
r2(1+w/r)d =c(1-w'/r) Reduciendo

() <)

(r+w ) =c(r'-w') Sustitugendo r'sr-h r'=r; w=w-k Ww'=w-2

Sustituyendo v=w'/r

Multiplicando por r

debido que h=0k=2; (r+w-2F=c(r-w+2) Sustituyendo r=x2 ; :w=y?
(32 +y2 -2%=c(x2-y2+2 ) SOLUCION GENERAL

g) obtencién de 1a solucidn particular:
Sustituyendo y=0; x=2 en la solucién general por lo tanto

(2% 0-2)3=c(211 0+2) reduciendo;
8=c(6) c=8/6 c=4/3 Sustituyendo c en solucidn general
(x2+y2-2)% = (4/3)(x2-y%2) multiplicando por 3

3(x2f-2)°= a(x?-y?+2)  _SOLUCION PARTICULAR

:’gg;iﬂAS PROPUESTOS PARA RESOLVERSE POR ECUACIONES DE LA

Encuentre la solucidn de 1as siguientes ecuaciones diferenciales
1) (x-2y+4)dx+(2x-y+2)dy=0

2) (2x+3y)dx+(y+2)dy=0

3) (4x+3y-7)dx+(3x-7y+4)dy=0

4) (2x-2y)dx+(y-1)dy=0

S) (2x-3y-30)dx~(2y+3x)dy=0

6) (x-2y+1)dx+(4x-3y-6)dy=0

7) (Sx+4y+d)dx+(4x+3y+1)dy=0

B) (x-2y)dx+(2x-y-3)dy=0
y=-1 cuando x=-1

SOLUCIDNES

1) (x+y-2)° = c (x-y+2) 2) (y+2x-4)° =c(x+y-1)

3) 4x2+6xy-7y2 -14x+8y=c  4) Lnl(y-x) +(x-1)2]+2 arctg 9_"' =C
x-
5) x2-3xy-y?-13x=c 6) (x+3y-9)5=cly-x+1)

7 (2x+y-5)%=(3re2y-20%c  B) (x+y-3P =125(x-y-1)




ECUACIONES DIFERENCALES EXACTAS

Antes de empezar con este método, estudiaremos qué es una ecuacion
diferencial exacta para después, aprender el método para su solucion.
La diferencial total de una funcién f{x,y) es:

d[rixp]= 2Lax+ .g_L dy

A la parte de 1a derecha de 1a ecuacion se le 1lama diferenciel exacts Y
cuando se iguala ésta a cero, se 1e 1lama ECUACION DIFERENCIAL EXACTA,

es decir:

%dx + .g.&dg =0 Ecuacidn Diferencial Exacta

Ejemplo:

Determine 1a diferencial total de 1a funcidn f(x,y) = 3x2+ 2%3Yy- 793.

SOLUCION:
Como veiamos anteriormente, 1a diferencial total de la f uncion es:

d[f(x,g)] £ %’de . -gﬂ-dg

freep]= (2O oy o bt 4-74%) Jay

Sustituyendo f{x,u)

d[f(x,g)] = (Bx+6x2y)dx + (2x3-21y2)dy

Como veiamos anteriormente la ecuacién diferencial exacta seria:
(Bx+6x2y)dx + (2x3-21y?)dy = 0

Lo importante para nosotros es cémo saber que 1a ecuacidn diferencial
que se nos da es ecuacién diferencial exacta, para esto, podemos

aplicar el siguiente método.

METODO PARA IDENTIFICAR UNA ECUACION DIFERENCIAL EXACTA

1) Llamaremos M al coeficiente del dx y N al coeficiente del dy , como

ecuacion quedariea:
Mdx + Ndy = 0
2) pna ecuacidn diferencial sera ecuacion diferencial exacta,cuando sean
iguales las derivadas parciales de los coeficientes de cada diferencial
con respecto a la variable del otro diferencial,es decir, el coeficiente
del dx (M) se derivare parcialmente con respecto a y y el coeficiente
del dy (N) se derivara parcialmente con respecto 8 x , como ecuacion:
una ecuacion diferencial es exacta si 2M = oN ‘
ox

Del ejercicio anterior tenemos:
(6x+6x° Ydx + (2% -21y2)dy = 0
vamos a comprobar que es ecuacion diferencial exacta.

SOLUCION:

a) Obtencién de M, N y las derivadas parciales:
M = 6x+6x%y ; N = 2x-21y2.  Obteniendo las derivadas parciales

M - ABxr+6%3Y)  _ g2
-EE 3y = BX™,
%u . O2x°-21y%) _ gu2.
X ox
Conclusion:

Como %E_ A :_" La ecuacion diferencial S| es exacta.
= 20
NOTAS :

1) Es importante resaltar que la forma de la ecuacidn diferencial que nos

den, debeestar como; Mdx+Ndy= O es decir, como una suma si no es asi,
tendremos que darle a 1a ecuacidn esa forma pare poder checar si es

exacta.




2) Cuando las variables NO sean X ¥ Y, S€ denominaran M u N

arbitrariamente, recordemos que 1a ecuacién diferencial es EXACTA
cuando las derivadas parciales de 10s coeficientes de cads diferencial

con respecto a 1a variable del otro diferencial, SEAN IGUALES. 2) Al realizar cada integral se deberia sumar a cada resultado |
0 la constante

EJEMPLO: :g::; dda%s ‘2;;90"2‘;‘0'; C 5610 que en nuestras integrales también son
Determine si 1a ecuacitn: [sen{a)+blda + [a-2cos(b)ldb = 0. es exacta. ' de inte -~acién se fe::et::nﬂ?}gnpg"f‘:[ggr‘]’“game por lo tanto, la constante
SOLUCION: que se tom6 como constante en dicha 1ntégr:ar;ae g i L
Como NO son X Yy Y las variables, entonces tomaremos M Yy N ‘

arbitrariamente, por ejemplo que la ecuacion sea de 1a forma; 3) Encontraremos el valor de los
Mda +Ndb =0 es decir, ¢ [var], 1os cuales estarén formados por los

términos que aparezcan en |
a soluc
M = sen{a)+*b ; N=a-2cos(b) ° i6n de 1» otre integral pero que no

aparezcan en 'a solu~*“n donde te

. nemos el@[var] que estamos b

para saber si es exacta tendremos que obtener oM y oN dado que POF elempln g Bs sdkisis 5 'uscando-
o y N ¢y ormado por los termir 3 de la solucidn de | Ndy

Aue no sean términos de 1a solucié
M esté conday N estécon db enls ecuacion original. lud. Iz S e

Obteniendo 1as derivadas: oM dlsen(a)+b]
ol o 3 =1 NOTAS:

aN _ _ola-2cos(®b)] _ 4
L L

b) 3;]?2;; :;Jlsucién de alguna de las integrales, aparecen logaritmos
Ahaora bien, ya sabemos cuéndo una ecuacifn es exacta, el método para us proplederirs para obtener reaimente los términos que

aparec
obtener 1a solucidn general tiene una variante con respecto a l0s 1 W ¢ no'es cadeglverl.

demds métodos debido a que la ecuacion diferencial exacta proviene de C) Lns
var
Serivades porcigleE 00(3; ) vll 2::;; t:mon como términos faltantes es decir,§(x) no contendré
Existen varios métodos para encontrar 1a solucidn general de una ’
ecuacion diferencial exacta, aqui estudiaremos uno de ellos. 4) Con el paso anterior 1as dos soluciones deben ser iguales y por 1o tanto |
a

solu
HETo0D RARA LA OBTENCION DE LA SOLUCION GENERAL cién general seré cusiquiera de 1as soluciones en donde ésta solucion

se igualaré a C (constante de integracidn)
para que ya sea la i
1) Ya que checamos que 1@ ecuacion si es exacta pasaremos a integrar por b ; e

separadg cada parte de 18 ecuacién, esto es, |Mdx se resolverd por un
ladoy |Ndy por otro.

IMPORTANTE: Sdlo pars este método, al integrar, 1as variables que no sean
iguales 8 1a variable del diferencial se tomarén como constantes en jnax
las y seran constantes ,en Ing las x serén constantes.

135424




PROBLEMAS RESUELTOS

Determine si las siguientes ecuaciones diferenciales son exactaso no yen
caso de serlo encuentre su solucidn general.

1) (3x2+3xy2)dx + (3x%-3y>2y)dy=0
SOLUCION:

a) ldentificacion:  M=3x2+3xu? ; N=3x2y-3y?+2y

M _ 23W3n) _guy |y N _ A3Ru-3E+20) | gy
oy %y ) ox ox

como %3 = aa—: a ecuacidn diferencial si es EXACTA.

b) Solucion de 1as integrales:

INdx E I(3x2 +3xy?)dx = 3Ixzdx + 3yzjxax = X3 4 3-935"1 + glyl
y= cte.
[nay = [Grey-3u2+20dy = 3%¥fydy-3[Pay + 2[ yay
X ='¢cte.
— E:;gf - yS+y2 +gix]

¢) Obtencion de® (x) y ¢ (y): Para determinarg (y) checamos 1a solucidn
de Ing es decir, 1a solucidn en que no esta ¢ (y). Esta seré igual a todos
los’términos de a solucidn de |Ndyy que no estén en la solucidn donde
estd ¢ (y) . Para ¢ (x) es al contrario.

§ (y) = - Y3+ u% $(x)=x3 Sustituir los ¢ enlas

integrales.

2,2
I Mdg = x3+ E%H- -y3+y2 Como podemos ver las dos soluciones son
. iguales,por lo tanto 1a solucidn general es

2,2 cualquiera de éstas igualéndolaa ¢ .
J ng:z%a"l-ghg%x

d) Obtencidn de 1a solucién general: Tomando arbritariamente I M dx

2 2
x3¢.3i2-i-g3+g2 =C

SOLUCION GENERAL

2) (x-11'yd -2)+ - | dy=
ydx +[Ln(2x 2)+ M ]dg-o

SOLUCION:

a) ldentificacion: M:(x-l)-'l.-l;

M _ al(x-1¥"y] !
dy  dy = (x-1)""

N= Ln{2x-2)+ ﬁ

ON_3ILn(2x-2)+1/y] _ 2
R Lid-1} = (x-1¥1 como QM 9N Sl es
o X 2 =(x-1r 2y “ox EXACTA

b) Solucién de las integrales:

Mdx = [(x-1)" [
I X I;Zc:; ydx= y :fl = yLn(x-1)+@(y)  Eneste caso y=cte.

Ing :Jf [Ln{2x-2)+1/yldy =Ln(2x-2)J’ag +IEH_= yLn(2x-2)+Lny+@(x)
X=cte. y

En este caso x=cte.
como tiene’logaritmos aplhcaremos

Ln(2x-2) = Ln[2{x-1)] = Ln(ab) = Lna + Lnb
Ndy = yLn(2) + yLn(x-1) + Lny +8(x)

c) Obtenci6n de 10s § [var]

2{y) = utn{2) + Lny Sustituyendo los valores de gen las
a3 integrales

INdx = yLn{x-1) + yLn(2) + Lny Ing = yLn{2) + yLn{x-1) + Lny

d) Obtencidn de 1a solucidn general : deIng

yLn(2) + yLn(x-1) + Lny = ¢  Aplicando cLne + cLnb = cLn(ab)
yln(2x-2) + Lny =c | SOLUCION GENERAL
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PROBLEMAS PROPUESTOS PARA RESOLVERSE POR EXACTAS

-1
3).- (x+3) cos(y) dx - [sen(y) Ln(Sx+15) - 1/y]1dy=0 Encuentre la solucion generel de las siguientes ecuaciones diferenciales

SOLUCION
a) Identificacidn: Como aparece la resta (Mdx- Ndy) hay que colocarla 1) (2xcosy+3x?y)dx+(x3-x2seny-y)dy =0

como la suma (Mdx + Ndy) 1o que se hace es colocar el positivo y 2) (x+seny)dx+(xcosy-2y)dy =0
multiplicar por menos 1 1os términos que esté afectando.
dy _ 2eye™

(x+3) ' cos(y)dx + [-sen(y) Ln(Sx+15)+1/yldy=0 5
con 10 cual ya podemos determinar M y N. d A
= = . 1 4y 94 _  3uyx
M=(x+3) cos(y) ; N= i sen{y) Ln(Sx+15) ) ax §31§qu

-1 -1
M - Ax+3) cosul . _(x+3) sen(y) 5) 2xydx+(1+x2)dy =0

2y 2y
6) (ysenx+xycosx)dx +(xsenx+1)dy=0

N _ al1/y-sen(y)in(Sx+15)] _ SN g
g? o Y aix = - sen(u)[ T ]- sen(y) (”3)]

7) [e®-ycos(xy)+2yldx + [2xe® -xcos(xy)+2y+2x]dy =0

-1
%% = - sen y (x+3) Como &M - 3N  Laecuacién si es B) y3sen(2x)dx-3 Uzcoszxdg =0

-59— o exacta.

. | 2 LK
b) Solucion de las integrales: 9) (L 2% 4w & (2 =% 4
= — —g—r—)_ y=0
Jﬂdxz I (x+3)"' cosydx = cosgj:"T"3 = cosy Ln(x+3)+9(y) Ry< -x3 B -x2y

y=cte 10) 7782?: + (lg-m-x+u )dg:o

AN _fdy _ .
Ndy= J [ ] seny [_n(Sx-tlS)]dg.I—ug- Ln(5x+15)Jseng dy= 1 T2 dx :

x=cte Xe+3x

'ng-_- Ln(y) +Ln{Sx+1S)cosy+$(x)  Aplicando Ln{Sx+15)=Ln[S{x+3)]
) Ln{ab)=Lna+Lnb

[QULn[ﬁ—;)ﬁseng]dg =0

SOLUCIONES
2 3. .2 2y
1) x“cosy+x®y-Ys2 =C 7) xe" -sen(xy) +y2+2yx =C

"Ndg:Lng+Ln(S)cosg+Ln(x+3)cosg+¢(x)
c)Obtencidn de los ¢ [var]
PUELFLA S 2) L+ %+ xsen(y) - Y= C 8) y (1+cos2x)=C

¢ (X)=0
d)Sustituyendo los ¢ [var] 3) 2%+ e(’“‘)- u2= € 9) x2y2(x2- y?)=C

Mdx=cosy Ln{x+3)+ Lny +Ln({S)cosy 245

I ; 4) "39"_5%‘=c 10)x+ %2+ =C
Ing: Lny+Ln(S)cosy+Ln(x+3)cosy

e)Obtencidn de la solucién genernl:deIng = 5) (x2+1)y=C 1) y2Ln (xSx ) ~3cosy=c

Lny+Ln{S)cosy+Ln(x+3)cosy=C Aplicando cLna+cLnb=cLn(ab) | 6) Hysen(x) +y<C +3

Lny+cos(y)Ln{Sx+15)=C SOLUCION GENERAL




FACTORES INTEGRANTES

Una ecuacion diferencial

M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0
puede transformarse en una ecuacidn diferencial exacta, multiplicéndola
por una expresion apropiada.Esta expresidn se denomina factor integrante
o factor de integracion.

Un método para encontrar la solucidn general, es multiplicar toda 1a -
ecuacion diferencial por un factor inteqrante, el cual se obtiene de acuerdo
a lascaracteristicas de 10s tdrminos que aparecen en 1a ecuacidn diferencial

Utilizaremos la siguiente table:

RELACION FACTOR INTEGRANTE DIFERENCIAL EXACTA
xdy + ydx 1 d(xy)
xdy - ydx 1/x2 d{y/x)
xdy - ydx 1/y2 d(- x/y)
xdy - ydx 1/%y d(in y/x)
xdy - ydx 1/{x2+ y2) d{tan™! y/x)
xdy + ydx 1/(xy)p <] ]
b 2 f [(n-l)(xu)"" Sinzl.
xdy + ydx 17(xy» diin(xy)] Sin=1
- 1 ]
xdy + ydx 1/(x2+ gz)" d [ S T30 gz)ri]s‘ nzl
xdy + ydx 1/(x2+ 92)" d [%ln(xzt g2)] Si n=1
pydx + gxdy kP! ! d(x® y")

Nota: Cuando en 18 ecuacidn diferencial aparezca la relacion pydx + gxdy
donde p y q sean diferenciales de uno o menos uno y el multiplicarls e —
cuacion por x”' g% ,ei otro término de e ecuacitn NO s& pusde inte —

grar, multiplicaremos toda la ecuaci6n por _F'_q')'— donde a es Ia po-
{(x y
tencia que hace que se elimine 18 variable que no permite que se integre

8] otro término de 1a ecuacifén.

57

PROBLEMAS RESUELTOS

Ejemplo: dada la ecuacion
xdy + ydx = 7x6dx - 4y?dy + sen(2x)dx
determine su solucidn general.

SOLUCION

a) ldentificacion:
Como aparecen los términos xdy + ydx, es de FACTORES INTEGRANTES,
sustituiremos xdy + ydx = d(xy) en la ecuacidn diferencial.

b) Sustitucion:

xdy + ydx = 7x6dx - dy7dy + sen(2x)dx
d(xy) = 7x®dx - 4y7dy + sen (2x)dX como los demés términos ya se
pueden integrar igualaremos a 0.

d(xy) - 7x6dx + 4y7dy - sen (2x) dx = 0
Jatxy) - 7[ x6ax +4f y7ay - [sen (2x) dx = 0
Id(xu) - 7I>é dx + 4J'g7 dy - 1/2 I (2) sen (2x) dx = 0  Integrando

Xy - X7+ y8/2 + 1/2 cos(2x) = ¢ Multiplicando por dos.

2%y - 2x7+ u® +cos (2x) =¢

y(2x + y?) + cos (2x) = ¢ + 2x7| SOLUCION GENERAL

Cuando los demas teérminos no se puedan integrar porque no nos lo per-
mite alguna variable, entonces multiplicaremos toda la ecuacién por --
1/(xy)* , donde a seré lapotencia de la variable que no nos permite -
gue se integren 10s otros términos.

EJEMPLO:

Dada 1a ecuacién xdy + ydx = 5x°y>dy. Encontrar 1a solucién general

SOLUCION
a) ldentificacion:

Como aparece en la relacidn xdy + ydx 1a sustituieremos por d{xy) .

Como no se puede integrar {(porque aparece x> ), multiplicaremos -
toda 1a ecuacién por {1/(xy)3}
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b) Sustituciones:
xdy + ydx = 5x3y°dy
d(xy) = 5x3y°dy

d(xy) _ ¢ 124
(xy)® 43

(xyy>d(xy) - Sy2dy=0
I(xg)'sd(xg) - ngz dy=0

T - T .
2/l %

3 + 10 yox2= c(x2y2)

EJEMPLO:

Sustituyendo xdy + ydx = d{xy)
Multiplicando por { 1/{xy)®}

lgualando a cero.

Integrando

Multiplicando por (-=6x2 y2)

SOLUCION GENERAL

Dada la ecuacién xdy - ydx = 7x8dx + 4x?dx , encontrar la

solucion general.

SOLUCION:
a) ldentificacion;

Como aparece la relacion xdy - ydx
Utilizaremos el factor -

b) Productos y sustituciones:

xdy - ydx = 7x8dx + 4x2dx

Multiplicando por [ 35 ]

M: 786 dx + 4dx
2

X

Aplicando xdy - udx _g4 (.E_) e igualando a cero.
2

R
d (%) - 7x6dx - 4dx = 0 Integramos
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Jd (%)-?J'xetlx - 4Id>< - jo
% - %' -dx=c Multiplicando por x y agrupando

y=x{c+x+4x)

Solucion General.

EJEMPLO:
Dada la ecuacion. xdy - ydx = 9y?x2dx + Sy x*dx.

Encuentre la solucion general:

SOLUCION:
a) ldentificacion:
Como aparece la relacién xdy-ydx, multiplicaremos entonces

toda la ecuacidn por el factor -1,
y

b) Productos y Sustituciones:
xdy - ydx = 9y?dx + Sy>dx Multiplicamos por (—;2)
Xdy-yax t 9% _ 9x2dx + Stdx

Y
d(- % )- 9x%dx - Sxdx =0 Integramos
Id(—%)- ijzdx - SJ;(‘dx =0 Aplicamos Id(-x/g) ==-x/y+c
- -5— U - <= c Multiplicamos por (-y)
X +3x3y + Xy=cy Agrupando
X + X y(3+x?) = cy Solucién General.

EJEMPLO: Dada la ecuacion.

xdy - ydx = Bxy®dy ; Encuentre las solucién general
SOLUCION:
a) Identificacion:
Como aparece 1a relacion xdy-ydx ; multiplicaremos tode 1a ecuacidn

1
por el factor %y

b) Productos y Sustituciones: :
xdy - ydx = BxySdy Multiplicamos por ( i )
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L Bgzdg

x|a

X _ 8y’dy=0

J$ - %-8fva-fo
lnlul-lnlxl—_a-g-zz
ln(%)=c+ag3

3

-:*:3 -ce®’

lf’ = ox3 o8

|2 c'é
x |a

Igualando a cero

Integrando

Multiplicando por 3 y aplicando
clnu=1nu®,Ina-1nb=1n(a/b)

Exponenciando

Aplicando e™ = u ;e - e%eP; e° =c

Multiplicamos por x>

Solucion Genersl.

Cuando en los demas términos aparezca {ax?+ bxg+cg2) donde a,b,c=R,
realizaremos los siguientes pasos.

1~ Multiplicaremos toda 1a ecuacién por (1/ax?bxy+cy?) .

2.- Al reslizar el producto anterior, nos quedara xdy-ydx

ax“+bxry+cy?

ax%bxy+cy?

En uno de 1os lados de 18 ecuacion, multiplicaremos el numerador y el

denominador por [1/(ver.)?] que seré la primer variable de nuestre relscién

es decir, si tenemos xdy - ydx multiplicarer os por (1/%2) porque
primero aparece X ; si tenemos ydx - xdy multiplicaremos por (1/y%).

l

I

3 - Sustituiremos por 1a derivada del cociente que e corresponde al numerador
y se realizeran las operaciones en el denominador.

4.- Llamaremos m @ la relacion de la derivada, para observar mas facilmente '
el tipo de integral e integramos.

6l

EJEMPLO: Dada 18 ecuacidn.

xdy-ydx=(y*+6yx+9x?) e*dx : Encuentre su solucién general.

SOLUCION:
a) Identificacion:

Como aparece la relacién xdy-ydx multiplicaremos toda la ecuacion

por 1/{y%6xy+9x3)
b) Productos y Sustituciones:
xdy-ydx = (Y2*6yx+9xd eXdx
xdy-ydx %
yZbyxsoxz  © OX

xdy - ydx

x? Lo
TP L0 Ly
&5

&)+ 6(—g1+ 9 [\~ °
dm

mZ+ 6m +9

-e*dx=0

I(m+332clm - I eXdx = 0
- (ms3) -e*=¢

1+{m+3)eX=c(m+3)

|+ (§ +3) %= c(+3)

| ,,l:SHLx?*_)] g%= Cf g;3x)

% + (y+3x) e* = c(y+3x)

Multiplicamos por 1

!,l2 + 6XY+9x2

Multiplicamos numerador y denominador

1

e

sustitugendo X9Y - 49X d(—g- )

Sustituyendo m por —3— para

visualizar méds facil 1a primera
cantidad.

Integramos, aplicando:
m? + 6m+ 9 = (m+3)’

Aplicando [ (m+3)-2 dm zI u” du
Multiplicando por [- (m+3)]

Sustitugendo m=—4
Simplificando

Multiplicando por X

SOLUCION GENERAL




EJEMPLO: Dada la ecuacion .
ydx - xdy = (9x2+ 25y?)°(9x dx + 25y dy)
determine su solucidn general.

SOLUCION:
a) Identificacion:
Como aparece la relacion ydx - xdy multiplicamos toda

la ecuacion por LU LT
9x2+ 25y2

b) Productos y Sustituciones:

ydx = xdy = (9x2+ 25!42)8 (Sx dx + 25y dy) Multiplicando por [ 1

9x2+ 25y2
ydx - xdy = (9x2+ 25g2)‘ (9% dx + 25y dy) Multiplicando por [_‘_
Ox2+ 25y2 y2

]

el numerador y el denominador
de la izquierda

ydx - xdy
il i -

. = (9x2+ 25y2)° (9x ax + 25y y)=0 Aplicamos ar) = S
gx2+ 25y2 T

92
d(%) =(9x2+ 25 2)2 (9x dx + 25y du) Sustituyendo m= x/
—— = (9% y x dx + 25y dy) =0 Y Ty

o (9x2+ 259“’)2 (9% dx + 25y dy) =0 Integramos
9m% 25

dm _ _ [(ox2+ 252" o (1)
ng+25 I(Qx + 25y“)" (9x dx + 25y dg)-Io

C) SOLUCION DE INTEGRALES s
u2= 9m2; a“= 25 Completamos

dm du =1t -1cU .
LM _ s |—=——= =<tg (3) +C; u=3m;a=5 Multiplicamos
s T » - y dividimos por 3
du = 3dm

J'\ a2+ 2592)2 (9% dx + 25y dy) qudu = ", u=9x% 2592 ‘.
n+1 du= 18x dx + 50 dy >

Completamos, multiplicamos y dividimos entre 2.
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OBTENCION DE LA SOLUCION GENERAL

1 [ Bdm 1 AR =
: Jng’TzE - j(gx 25,2 (1Bxdx+50ydy) -jo

.
G.) (l) tg-t(.%m)_ G-) (-L) (9x%25yd = ¢ Multiplicando por 30 y
9 3 sustituimos =X

Solucidn General.

219'(37) - S(ox2 +25y%’c

-

Cuando 1a ecuacién tenga 1a forma = xdy - ydx

= axd .
it ~ sy axdx + bydy ;

a,b es IR.
Aplicaremos el hecho de que axdx + bydy es la derivada de
a(-%x2+ -B' gz) y 1o que haremos serd multiplicar toda 1a ecuacién por

3= 1)

EJEMPLO: Dada 1a ecuacidn
Xdy- ydx=8xdx-200ydy Encontrar su solucidn general
SOLUCION:
a) ldentificacidn :
como tiene la forma xdy - ydx = axdx + bydy entonces
Bxdx - 200ydy = d(4x>-100y°)

) . 1
es decir, multiplicaremos toda 1a ecuacion por [ 4% 100y? ]

b) Productos y Sustituciones:
xdy-ydx = Bxdx-200ydy

Multiplicemos por 1 ]
[ 4x*- 100y2

Multiplicamos por [—1—2]
xdy-ydx _ Bxdx-200ydy X

ax*- 100 4x?-100y°

E1 numerador y el denominador de 1a
izquierda.

64




xdy - Yox
, - .
- e s 200gt12g = 0 Aplicando d(y/x)= 94U 2gdx
4 - 100(- ) 4x2 - 100y X
y
d{ % ) Gxdx -200ydy sustituimos m=-%-

-100(_¥l)2 4x2 - 100y®

.—dL J Bxdx - 200 _J Int
J Va2 - 1009_9-92 -|o Integramos

c) Solucién de integrales:
u’s 100m2 =4

J’ dm - aquily)) 1/ al oMy e
4- 100m? a2-y?2 28 a-u u =10m =2
du = IOdm
Completamos multiplicando y dividiendo por 10
u= 4%2-100y2

Bx dx - 2009du L Id_" = Injul+C
u du = 8x dx - 200y dy

ax*~ 100y
d).- Obtencion de 1a solucidn genersl:

1 [Q0)dm Bx dx - 20Qu 0
10 J4- 100m? 4x?-100y?

Multiplicando por 40

1Y - In (45*-100y® = ¢
(, )( ) n (2-10 ) y Sustituyendo m=—g—

2’109 10y  2x+10y
) 40 In ( 4x2-100y%) =C x x
Aplicando 5 10 _ 2x- 10y
x

x

- (33

-
In[2X 100 | 40 cav® 100420 ¢ Apli 8
icando In(—= )- In¢=
o o Ton y p (b) In ¢c=In(
—
WL 21y Exponenciando
(2x = 10yX4x2- 1 40]
L WXL ) =e° Aplicando e™=-u; e®=c¢c
280,108 = Despejando.

(2% - 10y) (4x2- 100y2)40

Aplicando

4x% - 100y?=(2x~- 10y)( 2%+ 10y)
2% + 10y = C (2%~ 10y)(2x+10y5* % 2%- 10y)*® Dividiendo + (2x+10y)

f= C(2x-lOg)‘“ (2#,09)39 Simplificando.

2%+ 10y = C ( 2% - 10y)(4x2 - 100y2)*

39,
1= C(4x -100y )*(2x - 10y)? SOLUCION GENERAL

Cuando en la ecuacidn diferencisl aparezcs 18 relacién py dx + gx dy,
aplicaremos (py dx + gx dy) (xP~1y%™!) = d(xPy9),

es decir multiplicaremos toda la ecuacion por el factor xP~!y%’

y al hacer el producto, sustituiremos (py dx + gx dy) (xP~' y%') por 1a

derivada que representa d(xPy9).
Cuando los demas términos se pueden integrar (después de haber multi-
plicado por =P ' y¥" ) integreremos y encontraremos la solucién general

EJEMPLO: Dada 1a ecuacion
Sydx - 3xdy = y¢x7dx Encontrar su solucidn general.
SOLUCION:

a) ldentificacidn:
Como aparece la relacion pydx +qxdy dondep=5;q=-3,
el factor = x4J*

b) Productos y Sustituciones:

Multiplicamos por x“g‘

Sydx - 3xdy = y*x7? dx

a
3



11 = ’
(Sydx - 3xdy) (gh = ® dx  Sustituimos  d(xPy9)

A7) - x''dx =0 Como % dx se puede integrar,integramos
[d(xsg"’) -Jx‘ Ux = Jo
-X 12 s s z
wy=- &= ¢ Multiplicamos por 12y
12
12:6- 2P =cy® Agrupando
1255 = (c+x' @ Solucidn General

| q-1
St después de multiplicar por ¥ 'uq., el otro términono se puede integrar,
multiplicaremos toda la ecuscién por (_"‘EF‘—‘ donde esta realacién puede
xyY
quedar con la variable a 1a potencia con 1a cual elimine a 18 que no
permite que se integre el otro termino
EJEMPLO:dada 1a ecuacion
7xdy + 3ydx = x4y°dy
SOLUCION:
a) ldentificacion:
Como aparece la relacion 3ydx + 7xdy ,p=3;q=7 ;Factor= %26
b) Productos y Sustituciones:
7xdy + 3ydx = x4y3dy Multiplicamos por x2y®é
(7xdy + 3ydx) (x2y®) = x6y'Sdy  Aplicamos d(xPy?)

Como XSno permite que se integre el 2°

Encontrar su solucién general

7 € n
d(y’) - X'y dy = 0 término multiplicamos [(xs 7)2]
37 y
diy) _xY dy _ o
By 72 w2 Simplificando .
OAY) - ydy = 0 Integramos
J(x’ﬂ'zd(xslf} - jgdg = jo Aplicamos J(éJ)‘%(,&,", % Ju“du
-1 2
OB - Y72 Multiplicamos por Eﬂx‘g’)]
2 +'x’= ¢y Solucion General.

NOTA:

No siemprg van 8 aparecer nuestros términos pydx + gxdy despejados,
cuando esté la ecuacion toda revuelta tendremos que darle la forma,es

decir, colocar nuestros términos
del otro. pydx + qxdg de un lado y los demas

EJEMPLO: Resolver (y - xy?)dx + (x + 2P)dy= 0
SOLUCION:
a) ldentificacion:

Como podemos ver esta ecuacion no tiene 1a forma de ninglin método de
losanteriores para checar si es de FACTORES INTEGRANTES realizaremos

l0s productos y checaremos si podemos encontrar 1a relacién pudx + qxdy.
Para este ejercicio:
ydx - xyPdx + xdy +3APdy=0  Acomodandola.

ydx +xdy = xfox-Aydy Como aparece xdy +ydx; la sustituimos
A _ Checando los otros términos vemos que
d(xy) - xyPdx + Kafdy = 0 uno no se pyede integrar por la yZ y el
otro por x?
[d(xg)-xgzdx > ﬁfdg: 0][&15)2] Multiplicaremos por ['(_x]g_)z-l
2
(xy) “d(xy)- %EL +dy=0 Integramos

I(*U)-ZU(*U) = J-d,-f— . Idu =IO Aplicando J(Xu).zd(xy) zJundu

-1
-(xy) -Inlxl+y=c Multiplicando por [-xy]
1 + xyin |xl -xy’= cxy Despejamos
1+ 2y Inxl = xy (c+Y) Solucion General.
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PROBLEMAS PROPUESTOS PARA RESOLVERSE POR FACTORES
INTEGRANTES

Encuentre la solucidn de las siguientes ecuaciones diferenciales

8) 4ydx + xdy = xy2dx
9) (y2-y)dx+xdy=0
10) ydx - xdy = (x2+ y2) (xdx+ydx)

1) xdy + ydx = x4y8dy
2)  3ydx = xy3dy - Sxdy
3) xdy - ydx = xySdy

4) 9y. _3932
; dx X3+ 2y
5) (y-xy2)dx + (x+x2y2)dy=0 12) Xdx+ydy=(x2+ y2)3 (xdy-ydx)
6) Y. Ryg-y 13) xdy - ydx = 32ydy + 96xdx
dx %

1) xdy - ydx = (x%+ xy - 2y2)dx

7) (x3y2 + x)dy + (¥2y3-Ydx =0

SOLUCIONES

B) 3=(x+ CX‘)U
9) x=(x+Cly
10) darc tg(x/y) = (x%+ y2)2+C

1) 5=(c-3y)x%y®)
2) (B ySr=y3+C

3) ys= CxSel®

4) 3x3= (2y3+Cly

5) y?x=xy(inx +C) +1
6) 1+xylIn{x)=Cxry
7) In(y/x)? + (xy»®=C

1) ln(u_’é!l) =3x+C
X=y
12) 6(x2+ y2)arc tglx/y) + 1 = C(x%+ y2®

z8
13) arc tg{dy/7x) = In{49x2+16y¢) +C
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ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES

Se dice que una ecuacidn diferencial de cualquier orden es lineal, cuando
es de primer grado respecto de la varisble dependiente y sus derivadas.
En otras palabras, una ecuacion diferencial es 1ineal cuando s variable
del diferencial del numerador (de 18 derivada) asparece solo elevads

a la primera potencia dentro de 1a ecuscién diferencial. Tomando por
ejemplo, la variable y como dependiente, su ecuacién general para una
ecuacién diferencial 1ineal en Yy es:

9y +Py=0Q;donde P y Q

e Son funciones de x solamente

Para resolver este tipo de ecuaciones multiplicaremos toda la ecuacién
diferencial por el factor integrante:
FACTOR = e /Pdxdy ; donde P = coeficiente de la variable lineal {con todo y

el signo), los diferenciales son los de 1a parte del denominador de la

derivada. Si 1a ecuacion fur '« lineal en X, tendra 1a forma:

g_; + Px = ; donde P y Q sun funciones de y solamente y el factor= e/Pdvdy

Pare este método aplicaremos el concepto:

(32 +Py )elPex gy = g(yelrex)

De esto, vemos que multiplicando 1a parte lineal por el FACTOR e JPdx gy
este producto seré siempre igual a la derivada de un producto cuyos factores
seréan siempre la variable lineal multiplicada por el FACTOR €/Pdx gg 1a clave
del método.

PASOS PARA LA OBTENCION DE LA SOLUCION GENERAL

1.- Colocar la ecuacidn en 1a forma lineal.

2.- Determinar el coeficiente de la variable lineal {con todo y signo) P.
3.- Encontrar el FACTOR € /JPd(var) d(var)

4.- Multiplicar toda la ecuacién por el FACTOR.

S.- Aplicar la identidad dy + Py (elmax) = d(y elPax)

6.~ Integrar, y 1a solucidn seré l1a solucién general.

NOTA: Puede ser que 1a ecuacidn diferencial no se nos de en forms de
derivadas sino de diferenciales por lo tanto, para pasar de
diferenciales a derivadas dividiremos toda 1a ecuacidn entre la
diferencial que aparezce en un mayor niumero de términos por
ejemplo:
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¢) Producto de 1a lineal por el FACTOR:

x2dy-sen (2x) dx + 3xydx = 0

Dividiremos entre el dx dado que aparecen mas términos con este [% - 2x ctg(y) = l][csc2 gdg] Multiplicando
diferencial. Dividiendo
(%:_l - 2% t:tg(ga(v.:s::2 gdg) = cscydy
%2 (%—%)- sen (2x) + 3xy = 0 Como el coeficiente de 1a derivada
debe ser 1{(uno) entonces dividi- Aplicamos [ dx + Pa (JP"“ dg) - d@ejm
remos entre x? dandole la forma dy
dy sen(2x) . Y _ 2
_&%-_?(_l e 0 dGcsc g) - csc® ydy = ¢ Integramos
dy 3y _ sen(2x) Donde vemos que es ecuacion diferencial d(xcsc2y) - fesc? udy =
ax "X lineal en y I 2 I oy Io
d) Solucién de integrales:
" X ¢ Id(xcsczg)z du = u +c ; U = xcsc2y

csc?ydys cscudu = -¢ ~
Encuentre la solucidn general de las siguientes ecuaciones I s y tgtw « CRromplety

e) Obtencion de 1a solucidn .
1) dy(1+2x ctgy) = dx general

r
Solucidn: 3 d(xcsczg) - csc® ydy = Io Integrando

a) ldentificaciodn: xcsczg + ctg{y) = C| SOLUCION GENERAL
Dividiremos entre dy pars darle la forma a la ecuacidn y esta
dyyN_ 5, _ o2
2) X(E%) 2y =x“+x

quedaria como |
1+2xctgy= gﬁ- Colocandola en 1a forma lineal

aﬁ - 2x ctgy = 1 Donde vemos que es lineal en X ‘ ' SOLUCION .-
| a) ldentificacion:
b) Obtencidn del factor: P = 2ctg (u) ‘ Para darle 1a forma dividiremos entre x la ecuacidn y esta quedaréa como:
! dy 2y _ 3
FACTOR=ePMgy =2l g, _ g2insmu) 4 RO 1 (5 1B E Cae i

b) Obtencidn del FACTOR:

Aplicando cLnu = Lnu® Primeramente encontramos P yes P= _%

-2 -2
= glnlseny) "y, _ LN Pdx -2 ¢ 2
FACTOR=e dy =(seny) dy Aplicamos === g = cscy _ FACTOR = E,l e 4 § ,[*}é I WA Ve Anlfcammos euw .

L | -
FACTOR = csc<y dy f FAL7OR = % OX
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c) Producto e identidad:

au 24 _,, 1][,22 dx] Multiplicando
dx X

dy _ 3!] [x'zdx] =% dx + ¥ 2 dx Aplicando paso 5
dx X

d(yx~?) -g,%‘ -%%dx=0 Integramos

1 2

yx 2-Lnlxl + ¥ '=C Multiplicendo por X
y - X2 LnIX| + x = Cx? Despejando

y+x=x2(C+Lnlixl)

SOLUCION GENERAL

I)tds = (3t + sdt + 2>t at
SOLUCION:

a) ldentificacion:

Para checar si es lineal hay que pasaria a derivadas por 1o tanto
dividiremos entre dt dado que tiene el coeficiente con mayor
numero de términos, y quedaria:

t _gs_) = (3t + 1)s + 53 dividiendo entre t u ddndole la forma
dt a la ecuacién tenemos

%_*t? -3 4.{.)5 =t2¢ vemos que es lineal en s

b) Obtencidn del “FACTOR"
Primero encontramos P ; P= -3~ -l-

Factor = efrdtgt= o J(-3-1/0dt gt = o-3Jdt-dt/t gt
= g~3-Int gt Aplicando g=*® = g~3g
Factor = e3teg-Itgy - e-3teht™l dt = e-3t(1-ydt

Factor = e~3t(t"1)dt

¢)Producto e Identidad:

[ § -3+ +)s=t2e3t][e-3t(t™")dt]  Multiplicendo
[ %‘% -(3+ '{- )s] [e3t(t')dt) =tdt  Aplicando paso 5
dise™3* (t™")]-tat=0 lntégrando
Jalse3tt1)] - [ 1at = [o

se3t(t")-t12/20 . ¢ Multiplicando por (2te3t)

2s-t3e3t = cte3t Despejando
28 = te3t (c+12) | SOLUCION GENERAL
NOTA:

Cuendo los dos diferenciales tienen coeficientes con igual nimero de
términos, entonces checaremos cual varible pudiera ser la lineal (1a

que aparezca elevada solo a la primera potencia) para darle 1a forma
lineal en esta variable.

EJEMPLO:
4) (1+xuddx=(1+x2)dy

SOLUCION:

a) ldentificacion:

Para darle la forma, vemos que los dos diferenciales tienen el mismo
numero de términos en su coeficiente, por 1o tanto, para saber entre
entre qué diferencial dividiremos observaremos qué variable aparece
elevada a l1a primera potencia.

Yemos que y solo aparece a 1a primera potencia por lo tanto, colocare-
mos la ecuacion lineal en y.
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Dividiendo entre dx

(1 +%ydx = (1 + x%)dy

(1+xy)=(1+x2) W Dividiendo entre (1 + x2)

dax
(1+xy) _ dy A a+b _ g + b
- 0y plicando = 2
e g 3 c €
1 ¢| gy Dandole 1a forma
1 +x2 1 +x2 dx
a8\ ) (™AL EDE Vemos que si es lineal en y
dx 1 +x2 1 + 52

b) Obtencidn del FACTOR

Primeremente P= - —%
1+x2
1
(2)xdx -
Pdx L ---h(“")g n(14xd 2
FACTOR =@ “dx = @2 dx = dx =€ O dx

Ll
|FACTOR ={1+x2) 2 dx

¢) Producto e identidad:

L) PN A ] [(l+x2)20x]
dx 1+x2 ]+x2

gy -
l[d:vt |+x2] [(1+x2)2dx l_(l+x2)3'2

0 Integramos

Multiplicando

Aplicando paso S

d[u (1+ 3?).2]-(1‘“2)%=

[efvo-et] oz
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d) Solucidn de integrales:

{
Iﬂ[g (1+ xz)'7] =Idu =Uu+C

_UX — Sustitucién
(I+x2) > Trigonometrica

(‘ sec?0d8 _ |sec?e de
A -[(]+x2)2 I(‘ + tgze)z I(Secze)z sec3e

—’l‘= tge; dx = sece d® 1 + tg 8= sec2s

de _
Isece Icos 8d8 =gens +c de w2

X
A
sene= 2B __X%
hip J]+x2 ‘
-_Q!._S.: X + C
(1+x2)2 /144

e} Nbtencidn de 1a soluciér neneral:

1
Id[g(hxf)—f] -.[—95—3 =I 0  Integramos
(1+x2)2

1
= 1
Y(1+x2)“ - __1/&772 = C Multiplicamos por (1+x2)2
y-x= ¢ /12 Despejando
y=c J1ex2 +X Solucidn General.
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c

5) 3_J+|::_S.:|x =2y ; u=1cuando x=2

SOLUCION:
a) Identificaecion :
Yemos que la ecuacion es lineal en X .
b) Obtencion del FACTOR:
P:3/g

31% ny®

fPay il
FACTOR= € "dy=€ "dy = € dy= € dy=|ydy= FACTOR]

c) Producto e identidad:

dx {l} x = 2y| | udy Multiplicendo

dy Y

-gﬁt +(.&) x] [gsdg] = 2y4dy Aplicando el paso S.
v

d (xy3) - 2g‘ dy=0 Integramos

Ia (xy?®) - 2]9‘09 =Io
xy® - .259.5 =c

2
W¥¥Gx-2y")=¢ Solucién General.

d) Obtencidn de 1a solucidn particular:

Sustituyendo X=2 y y=1 en 1a solucién general.

(N*I15(2)-2(1)%] =c ;=8 Sustituyendo C en la solucidn
general.
|y3sx - 2y%) = g Solucién Particuler

Aplicando Id(xg’*) zIdu =u+cC

Multiplicamos por S y factorizando.

PROBLEMAS PROPUESTOS PARA RESOLVYER POR
ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES

Encuentre la solucion de 1as siguientes ecuaciones diferenciales

d d | :
”d—g'39=6 Z)Eg-rg:senx 3) Y - 2%y = X

d
4) Y - 7y = sen (2x) 3) ¥ gﬂ--em:x"e" 6)(>¢2+9)%)%+xg=0

7)cos(x)-g—§+gsen %= 1 8) cos% senx dy + (ycos™ - 1) dx = 0
- d
g)%y.+9= - &> 10)0—3+gtgx=cosz(x); y=- 1 Cuandox =0
y e g%

ll)(x+l)g%+g=ln(x) ;y=10 Cuendo x = 1

SOLUCIONES:

1)y +2 = ce™ 6)Y¥x2+9 =c
3)29"'1:08"2 B)ysenx=tgix)+c
4) 53y + 2 cos (2%) + 7 sen (2x) = ce’™ 9)ye*=1In(e™+ 67 +c

5y y'+ He* =t (xe*+ ©) 10) Y = sen (x) cos (X) - cos (R)

TE+Dy=xIn(x) -x+21
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ECUACIONES DIFERENCIALES REDUCIBLES A LINEALES.

Una ecuacion diferencial reducible a lineal es aquellia que tiene la forma
(para y).

() gt Py=Oy donde p ,q = f(x)

Es decir parece lineal pero 1a variable aparece a 1a primera potencia (como
en lineal), pero también aparece elevada a otra potencia en otro término.
También puede ser que 1a variable este dentro de una funcidn, con 1o cual
seré reducible a 1a lineal. La ecuacidn (1) se denomina ecuacién de Bernoulli.

L Pdx

Como vimos en lneales  e'"% dx (2*’“)‘ d ('Jel ) entonces, es
reducible & lineal, 10 que haremos sera sustituir 1a relacién ye/Pdx
por 1a nueva variable v.

despejendo Y ; y=veglPi

Y= gel”d"

METODO: q
Tomando como base 1a ecuacion 35' +Py=0y"

1.- Sustituiremos la variable lineal (y) por el producto de 1a nhueva variable
v multiplicaeda por el factor de lineales pero con la potencia de signo
contrario, 0 sea y = ve~JPdx

2 - Diferenciando la ecuacidn anterior encontraremos el valor del diferencial
el cual, también seré sustituido.

3.- Las sustituciones de 1a variable y su diferencial se harén en la ecuacion
pero puesta en diferenciales, no en derivadas. Para pasar de derivadas 8
diferenciales, multiplicaremos por el diferencial del denominador.

4.- La ecuacidn resultante se resolverd por separacidn de variables.

5.- Ya encontrada 1a solucidn sustituiremos v = ue"’"" es decir, se despeja v
de 1a ecuacifn del paso 1.
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PROBLEMAS RESUELTOS

Encuentre la solucion general de las siguientes ecuaciones.

DI = 5(x-
o o = steavy

SOLUCION:

a) ldentificacion:

Como la variable del diferencial del numerador aparece elevada a 1a

primera potencia pero también aparece elevada a 1a un medio {la raiz
cuadrada) entonces es reducible a lineal.
b) Sustituciones:

Primeramente determinaremos P igual que en lineales. P = ﬁ como Yy
es la supuesta lineal entonces sera la que sustituiremos.
-t
y = velPex_ v I8 _ g2 omix-2)

Y= vx-2)" diferenciando

dy = -v(x-2) %dx + (x-2) dv

Como 1a ecuacidn nos la dan en derivadas, hay que pasarla a diferenciales
multiplicendo por dx y queda:

1 . = s

dy + Tz) ydx = S(x-2)vy dx Sustituyendo y y dy
- -1

~v(x=2¥Tx + (x-2) dv + [ : 2 dX =5(x-2)/v(x-2)""dx = Simplifi-

cando

-1 1/2
(x-2)dv =5(x-2) Yudx (I)

c) Resolviendo por separacion de variables:

Multiplicando la ecuacion (I) por el factor

FACTOR = [_l___ ]
(%= igualado a cero

2V

80




-l . X
[(x-2) dv - 5(x-2)""%/vdx = Multiplicando

|
o] [(x-2)“ v ]

172 3/2
v dv-5(x-2) dx=0 Integramos

Aplicando fudu = u™! C

n+1

I\;de - SI (x-2§,2dx =0

1/2 5/2
2y '2()(-2) =C

o2 (w-2)°"2 ¢

Dividiendo entre 2
de b) v = y(x-2) Sustituyendo

/2
[g(x-2)]‘ - (x-2¥% ¢ factorizando

(x-2)142 [@ = (x-2)2] =C desarrollando (x-2)?

(x-2) (/T- ¥+ dx-4)=C|  SOLUCION GENERAL

2) dy - ysen(x) dx = yln (ye®®s ) dx

a) ldentificacion:
Pasandola a derivadas dividiremos entre dx

% - ysen(x) =y In(ye®**) como y la supuesta lineal, aparece a la

primera potencia pero también dentro de una funcidn, en este caso un
logaritmo natural, entonces es reducible a lineal.

b) Sustituciones:

P=-senx Como y esla variable lineal

~C0S$ X

y = velPdx o yglsenxdx y=ve Diferenciando

dy = vé** *genx dx + 6" dv

Sustituyendo y y dy
En 1a ecuacion diferencial

M+é"°"‘dv-v€°"‘ Rxdx=ye™ ™ In[ve®™™

dy - y sen x dx = y In (y & ¥)dx

eoos X] dx

€°°° *dv = v &% XIn (v) dx Dividiendo entre & . e igualando a cero
dv-vin{v)dx=0
c) Resolviendo por separacion de variables :

FACTOR = ! Multiplicamos la ecuacion por este
vin (v) factor

[av vin(y)dx = 0][vln(v)]

dy
v In (v)

Jve oo

d) Solucién de integrales

dv ] du -
hln(v) "I g =Inlul+c;u=Inlvl; ; du. S

e) Obtencidn de 1a solucién General:

[t o]

In[In{v)]-x=¢

-dx=0

Integrando

Despejando

In[In{y)] =c+X Exponenciando

a+b

eh(h(v)l . eo+x Aplicando e'n g ue

In(v) = ce de b)y=veé™* y=-ye~* Sustituimos

In(ye )=ce* Solucidén General,




3.~ ds
g—lj + Xctg (g) =

X S€h U COS U
x2 sen4y +1

SOLUCION:

a) Identificacion:

Es reducible a lineal en x porque aparece'elevada a la primera potencia
y también elevada a otra potencia.

b) Sustituciones:

P=ctg {y) Como x es la supuesta lineal
<1

X=V e'jp"“z v élmgdﬂ = Véh(’m“): veh(“"“)

X=vyCSCy Se aplicé (sen uf‘ =Csc y

dx=-vcscyctgydy+cscydy Pasando la ecuacidn a diferenciales
(multiplicamos por dy )

xsenycosydy
x2 gen2y +1
-y csc4-etg dy + csc Y dv + y.coeycty Y dy

¥y CSC U sen y cos y dy
ie
vzcscgg senZy +1 Reduciendo

dx + x ctg (y) dy = Sustituimos x y dx

v CSC Yy sen y cos y dy
v2csc2y sen?y +1

cscydv= YCOSUdy

vZ+ |

cscydy =

Aplicando senycsc y= 1

Igualando a cero

v cos y dy
csc ydv - = 1
y e 1 o (1

c) Resolviendo por separacion de' variables:

2
FACTOR = [x_'_]

Multiplicamos la ecuacion (1)
vescy

por el factor

¥ COS 2 —
[csc ydy - =¥ 505 U0y, :o] [v o ] Multiplicando

T3 ¥y csc y

(v2+ )dv  cosydy 1 .a+b_a.,b
- = cando =seny; <
- b Apli ey y; 2eb o RL b

vdy+ OTV -cosysenydy=0 Integramos

Iv dv + % -Icos Yy senydy =.[0

d) Solucién de integrales:

Icos(y) sen(y) dy zju du = TRk . C; u=sen(y); du = cos(y) dy.
n+1

e) Obtencién de 1a solucién general:

Jv dv + % - Jcos(g) sen(y) dy =I0

2 2
¥ L nlvl - %‘:9) =C Multiplicando por 2

Z

v2 + 2\nlv| = C + sen?(y) deb) x=vescly);v=_2%
csciy)

Aplicando 1/csc(y) = sen(y)
por 1o tanto v = x sen(y)

xZsen’(y) + In(x sen yX’=C + sen(y)|  SOLUCION GENERAL

4) (x+ 1) dy=yly(x +1) In(x+1) - 1]dx
SOLUCION:

a) Identificacion:
Primero veremos si es reducible a lineal, dividiremos entre dx

(x+1) (_3_':'() = y2(x+1) In(x+1) - y dividiendoentre (x+1)

4y - y2ip(x+1) - Y colocandola en 1a forma

ax X+1

9y + _Y = y2in(x+1) vemos que es reducible a lineal
dx X+l porque aparece y2




b) Sustituciones:

P= __1 : como Yy es la supuesta lineal
> s

-In(x+1) In(x+1 ).‘
ve = .

“pax _ Tl
y=ve = Ve ve

y= v(x*l)-‘.

dy = ~v(re 1) % + (x+1) dv diferenciando 1a ecuacién

(x+1)dy = y2(x+1) In(x+1) dx - y dx Sustituimos y ydy

(x+1) [ -v(xﬂ)-zdx + (x+1) dvl = vz(x*liz(x*l) In{x+1) dx - v (x+17 " dx

n & »1
~yluHd% + dv = V2 (x+ 17 In(x+ 1)dx -sbnery g Reduciendoe

igualando a cero.
viin(x+1)dx _ _ ¢
97 TGeebd b Dividiendo entre = vZ.

-2 In (x+1) dx
VoY T Gee 1) =0 Integramos

24, P In(x+1)dx
lv dv I TR -Io

c) Solucién de integrales:

In (x+1) dx T — T ik Rt 8 - 350
I Ge+1) sIu du = ~71 ¢ u-'n(x+')'du-Tl_

d) Obtencidn de la solucidn general:

In (x+1) dx
-2 » =
lv dv I T IO Integrando

-1 InXx+1) Multiplicando por -2v
¥V " T Y2 ILJE c

-1
2+vin(x+1)=cv De b) y=vix+1) v=yx+1)

2+y(x *I)l? (x+1)=cy(x+1) Solucidon General.

PROBLEFAS PROPUESTES PARA RESOLYER POR
ECUACIORES QUE SE PUEDERN REDUCIR A LA FORHA LIDEAL

RESOLVER LAS SIGUIENTES ECUACIONES DIFERENCIALES :

dy
])W +xg=xg2

2) dX + (Zdi)dg = 2x%y2dy

3)dx- 2xydy=6 x3g2e'2“2ag

2x
4) (12¢ f—g)dx:dg;g:ltuandox:O

2fd 3
S) 3y (3-3)+x_g_l-a(x+|)=o; y=0 Cuando x=0

6) xdy:x‘dx+§§dx+296x

=13-12¢"
2) 1+ 2y3x = cxy? S) yS(x + U=%[(X+l)‘~l]

2
3) &Y= (c- ay®) x2 6) 6y ¥2- In (3y2+ 2)* = 32+ ¢




b) Sustituciones:

P= __1 : como Yy es la supuesta lineal
> s

-In(x+1) In(x+1 ).‘
ve = .

“pax _ Tl
y=ve = Ve ve
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(x+1) [ -v(xﬂ)-zdx + (x+1) dvl = vz(x*liz(x*l) In{x+1) dx - v (x+17 " dx

n & »1
~yluHd% + dv = V2 (x+ 17 In(x+ 1)dx -sbnery g Reduciendoe

igualando a cero.
viin(x+1)dx _ _ ¢
97 TGeebd b Dividiendo entre = vZ.

-2 In (x+1) dx
VoY T Gee 1) =0 Integramos

24, P In(x+1)dx
lv dv I TR -Io

c) Solucién de integrales:

In (x+1) dx T — T ik Rt 8 - 350
I Ge+1) sIu du = ~71 ¢ u-'n(x+')'du-Tl_

d) Obtencidn de la solucidn general:

In (x+1) dx
-2 » =
lv dv I T IO Integrando

-1 InXx+1) Multiplicando por -2v
¥V " T Y2 ILJE c

-1
2+vin(x+1)=cv De b) y=vix+1) v=yx+1)

2+y(x *I)l? (x+1)=cy(x+1) Solucidon General.

PROBLEFAS PROPUESTES PARA RESOLYER POR
ECUACIORES QUE SE PUEDERN REDUCIR A LA FORHA LIDEAL

RESOLVER LAS SIGUIENTES ECUACIONES DIFERENCIALES :

dy
])W +xg=xg2

2) dX + (Zdi)dg = 2x%y2dy

3)dx- 2xydy=6 x3g2e'2“2ag

2x
4) (12¢ f—g)dx:dg;g:ltuandox:O

2fd 3
S) 3y (3-3)+x_g_l-a(x+|)=o; y=0 Cuando x=0

6) xdy:x‘dx+§§dx+296x

=13-12¢"
2) 1+ 2y3x = cxy? S) yS(x + U=%[(X+l)‘~l]

2
3) &Y= (c- ay®) x2 6) 6y ¥2- In (3y2+ 2)* = 32+ ¢




ECURCIONES DIFERENCIALES CON COEFICIENTES CONSTANTES

OPERADORES:
Un operador es un simbolo que indica una operacion que se debe de efectuar.

E) operador D significa tomar la derivada con respecto a x de ...
En general:

Dusglxi
o’usg%

_du
dx®
donde u es una funcidn de x.

"Los operadores elementales a DX, donde a es constante , siguen las leyes
fundamentales del algebra.

(aD™+bD")u=(bD"+aD™)u,
(aD™.MBD")u=(bD™"){(aD")u

[aD™ (bD"+cDDu=[(aD™bD")+cD"]u

Como los operadores a DX donde a es constante, siguen las leyes fundamen-
tales del algebra, se pueden obtener de los operadores algebraicos dados
otros operadores algebraicos dados otros operadores iguales multiplican --
do, elevando & potencias, introduciendo o quitando paréntesis, exactamente
como si 1os operadores fuesen expresiones algebraicas. Es indiferente el
orden de té&rminos en una suma o de factores en un producto.

Ejemplos:

a2D2+ 2aD-3=(aD+3)(aD- 1)
(2D%+ 5D + 6) x3 = 12 % + 15 x2+ 63

(D-a)(D-b)y=[D?-(a+b)D+ably

ECUACION DIFERENCIAL LINEAL

Una ecuacion diferencial lineal contiene 1a variable dependiente y todas
sus derivadas solo en el primer grado.

Su forma general es:
0"+8yD" '+ .. . +8,y D+an)y=x
donde 1as & y x son funciones de x

St X = 0 se dice que 1a ecuacién es homogénes.

ECUACION DIFERENCIAL LINEAL HOMOGENER CON
COEFICIENTES CONSTANTES

Hallaremos un método para resolver 1as ecuaciones del tipo
(a,,D"+a,D""+...+a,,.,D+an)g=0 (1)
donde las a son constantes.

Un caso especialesDy+ay=0 ysusolucibnes y-= cé”‘, 10 que
sugiere que una funcién de la forma.

y=ce"

Puede ser una solucidn de 1a ecuacidon (1).

Sustituyendo y=ce™ %’9‘- = mce™ .

dky = cm¥e™
dxk
en l1a ecuacion (1) obtenemos:

€ (aom™ +a,m™' +... 8,ym+8a)=0

Esta ecuacidn seré satisfecha si m es una raiz de 1a ecuacion:

1

aom" +a,m™ +... 8, . m+ap=0

Esta ecuacion se 1lama ecuacion caracteristica 6 ecuacion auxiliar.

La ecuacidn caracteristice es de grado n. Las raices de esta ecuacion
seréan . my, Mz, ..., Mq




13(D*+2D2-3D)y =0
La ecuacion caracteristica es:
m3+ 2m2-3m =0
Factorizando tenemos
m(m2+2m-3)=0
Si estas raices son todas reales y diferentes, entonces 1as n solu- m{m-1)m+3) = 0

ciones , Por 1o tanto, 1as raices de ésta ecuacion son:
0,1,-3.

Y= "Hid Yo= 5 NG y, =€em Y la solucidn general de 1a ecuacién es: | y = Cy+ C2 €% + Cz&~3%

son linealmente independientes, y 1a solucién general de 1a ecuacién (1) 2) (D2+ 5D + )y = 0

puede escribirse como : La ecuacidn caracteristica es:

mé+5Sm+d4=0

Factorizando :

m+4)(m+1)=0
Resolviendo,las raices son: -4,-1.
Por 10 que la solucion general es:

y=cie i+ ce™s 4 gpe™™

en donde c,, €Ca....,Ch SON constantes arbitrarias.

Ejemplos:
Determine la solucidn general de las siguientes ecuaciones: 3) (D2+ 6D + S)D2- 9D + 18) y=0

Le ecuacion caracteristica es:

(m2+ 6m + 5)(m2-9m +18) = 0
Factorizando tenemos:

m+S)m+ 1)Xm-6)m-3)=0
Resolviendo las raices son: -5,-1,6,3
y la solucidn general seré: y = C1€%+ 267+ 3™ cy ™

4) (D®- 21D + 20)y = 0
Le ecuacidn caracteristica es:
m3-2im+20=0
Pare encontrar las raices de ésta ecuacidn utilizamos 1a divisidn sintética.

1+0 -21+20 |1 _
+1 +1-20

1+1 -20 o]
Con esto 1a ecuacion se reduce a una cuadratice que sera:
m2+m-20=0
Factorizamos: (m+5)(m-4) = 0
Por 1o que las reices de la ecuacion caracteristica son: 1,4,-5.
y su solucidn general es :

Yy = C1€* + Coe%% Cge-5x




S) (D3-5D-2)y=0
La ecuacion caracteristica es

m3-5m-2.-.0

Para encontrar las raices de esta ecuacion utilizamos 1a division

sintética.
1+0 -5 =2 |-2
-2 +4 +2
1 =2.0=1 |+0

Se reduce la ecuacitn a una cuadrética
m7- 2m-1=0
Utilizando la férmula general

-b +/b2- 4ac

2a

dondea=1 , b=-2 c=1

Sustituyendo en la férmula general, tendremos.

2:(2)2-4(1) (1) _ 2¢ava 2248

2(1) 2 2

=2’T2_ N2 _1s+2

Las raices de la ecuacidn son:

-2,14{2

¥ 1a solucidn general es:

y=cy s2x c2a(1+ﬁ)x a cse(\.&)x

y=c 8> +ex(cze¥2% & cye-vZx)

ECUACION CARACTERISTICA CON RAICES MULTIPLES
La parte de una solucion correspondiente a una raiz a , miltiple de

orden p, de la ecuaci6n caracteristica es
(Cy+ Cox + Cgx2+ . acxP) g

Ejemplos :

) (D-22°(D+3)2(D-4)y=0

La ecuacion caracteristica es :

mMm-22m+3)2m-4=0
Las raices de esta ecuacion son :

2628 525=3 03,54
y su solucidn general es :

p = (C1+ C2% + C3%2) 82+ (C 4+ C5X) €3 + g

2) (D°-204+D3)y=o0
La ecuacion caracteristica es:
m°- 2m*+ m3=0
Factorizando
m3(m2- 2m+ 1)=0

m3(m - |)2= 0

Las raicesson:0,0,0, 1, 1 yla solucidn general.

U=Cqy*C2X + Czx2+ (Cq+ C5X) €%

3) (D?+7D+12){D%+8D+16)y=0

La ecuaci®n ~aracteristica es:
(m2+ 7i..+ 12) (M?+B8m+ 16)=0
Factorizendo :

m+4(m+3)(m+4)(m+4)=0
Por 1o que 1as raices son:

r2.14. 7454
y la solucién general

g:(cwczx+c3x2)§4"+c4e’3"—




4) (D%- 130%+ 36)%y = 0
La ecuacion caracteristica es:
[m*- 13 m2+ 36]: 0
Factorizando:
(m2- 9y (m2= 4)%= 0
Como smbos factores son diferenciss de cusdrados

3)(m - 3)]2 -2 =
[(m + 3)m - ]2 [(m+ 2)(m - 2)]?= 0 eax[(C1+ C2x)sen bx + ( Cz+ Cax ) cos bx]
Entonces las raices son:

%2.~%,3,3N21412.2:
Y 18 solucidn genersal

ECUACION CARACTERISTICA CON RAICES IMAGINARIAS

La parte de la solucidn correspondiente al par de raices complejas conjugadas
a+Dbi de 1a ecuacidon caracteristica, se puede escribir en la forma:
ea (Cysen bx + Czcos bx)

En el caso de un par doble de raices complejas, 10s términos correspondientes
de 1a solucidn general son:

Ejemplos:

1) (D?+2D +2)(D?+ 14D+ 49) y=0

Y= (Ci+ C2x)e 3+ (Cz+ Cax)e2+(Cs+ Cex)e2x+ (Cr+ Cax)edx La ecuacidn caracteristica es:
(m2+ 2m + 2) (m?+ 14m + 49) = 0

Resolvemos por férmula general.

2 "
S) (D3+5D2+8D+4)y=0 mé+2m+2=0
La ecuacidn caracteristica es:
m3+ Sm2+ Bm + 4 = 0 - bt/ b2- dac a=1,b
Parea encontrar las raices utilizamos la division sintética. 28
-2+ 2 -2%A/-4
VR T 2+ V(2)2- &1)(2) _ 2J2 _
-1 -4 -4 2(1)
1+4 +4 ROJ | Factorizando m2+ 14m+49=0

2_
Reducimos 1a ecuacién a una cuadrética | (m+7)°=0 , |
m2+4m+4=0 Entonces tenemos las raices -7 ,-7,-12 j
Cuya solucidn es: (m + 2)%= 0 y la solucion general es :

Por 1o que las raices de la ecuacidn caracteristica son: -1,-2,-2 y la
solucion general:

y=(cisen X +c2cos X ) 6"+ (Cz+ CqX ) g |

2 J
y = (C1+ C2x)e®+ Cze™ 2) (D%+ 109} (D+7y =0
‘ La ecuacion caracteristica es:

(m2+ 100)(m+7)=0

Las raicesson: *10i,-7
Por 1o que la solucion general seré:

Cy88n 10X + C,C08 10X + Cz8'




3) (D*+2D3+10D%)y = 0
La ecuacidn caracteristica es:

m4+2m3+10m2= 0

Factorizando:
m2(m2+2m+10) = 0
Resolviendo por 1a férmula general: m2+2m+10 = 0

=1\ 2% =2 .10
~b¢/BZ=A8C = -2+/T2Z-40NI0) = -24/36
28 2(1) 2\
= 22%A1 - 1234
2
Por 10 que las raices son: 0, 0, -1%3i y la solucién general.
Yy=Ci+C2x +{Czsen3x + C4cos3x) e™>

4) (D%+ 362y = 0

La ecuacidn caracteristica es:
(Mm2+36)%=0 6  (m2+36)(m2+36)=0
Resolviendo: m2= -36 ; m = *6i.
Las raices son %6i, £6i

Por 1o que la solucidn general es:

y = (C1 + C2x)sen6bx + (Cz+ Cqx)cos 6x

(D2-2D+2)3y=0

La ecuacidn caracteristica es :
(m2-2m+2)3=0
Resolviendo por férmula general: m2-2m+2=0
a=1,b=r2 022
_Tbtyp2-4ac 222 -a1X2) _ 2t4-4
2 2(1) 2"

Pero este par de raices se repite 3 veces por 1o que la solucidn
general es:

y=[{c,*cox+czx2)cosx + (Cq* CgX + CgX2) SN X ]€X

PROBLEMAS PROPUESTOS PARA RESOLVERSE POR OPERADORES

Hallar la solucidn general de las siguientes ecuaciones:

1) (D2+9D+18)y=0 14) (D&+ 6D%+ 9D2)y= 0
2) (D2-3D-10)y= g 15) (D2+16)2y=0

3) (D2+4D - 21)y= 0 16) (D2- 4D +5)2y =0

2
4) D“y=Dy 17) (D*- B8D3+ 32D2- 64D + 64)y = 0

S) (D3-7D+6)y=0 18) (D5-D*-2D3+ 2D2+D - 1)y=0

6) (D*-D3- 7D2+3D)y =0 19) (D*+ 8D3+ 24D2+ 32D + 16)y =0

7) (D3-D2-D+1)y=0 20) (D*- 6D2+ 2D + 36)y =0
B) (Dé- 8D4+ 16D?) y=0

9) (DS- 12D3+ 16D%) y=0

10) (D2- 6D + 9)3y =0

11) (D3- 402+ 5D)y =0

12} 72+ 2D+ 10}D2%- 2D + 2)y=0

13) (D4+ B8D2+ 16)y = 0



SOLUCIONES

1) u=c, 8%+ 8™ 22) y=c,e™

=i 52% + ox L -
2 y=c, 8 628 23) y=cy+cpe¥ '+ cz8

TX

3) y=cy8™* + cpe3

. L1,
24) g:cne( 3)x

4) y=cytcyex

5) Y= C18%+ Cre%%s g8 25) y = c18%+ cpe®
6) Y=cy+cr83%+ & (cze2% + cu @2%)

7) y=(c1+ cax) eX+ czé”

B) U=Cy+ Cox + (C3+ Cax) 2%+ (Cx* Cox) 62X

9) u=ci1+c2ax+(Cx*cyx) e+ cge

10) Y=(Cy+ CoX+ CgX2 + Cex3+ Cxx4+ Cgx5) 3%

11) y=cq+(cysenx +czcosx) e

12) y = (cysen 3x + c,c08 3x) €* + (Cz8en X + C4C08 X) %
13) y=(c,+ cox) sen 2x + (Cz+ C4%) cOS 2%

14) 'y =cq+C2% + (C3* C4x) s8N VI % + (Cx+ CX) COS V3 X
15) y=(cqi+ co%) 58n 4dx + (Cz+ C4%) cOs 4%

16) y=I[(c1+c2x) senx + (Cz+ C4X) COS X ] @2

17) y=I[(cs+ cox) cos 2% + (Cz+ C4%) sen 2x] e2*

18) Y= (c,+Cox +Czx2) €%+ (Cq* C X) 6%

19) Y= (Cy+ CoX + CzX2+ ¢ 4x3) 8%

20) Y =¢8>+ (c,co8 YZ x + Czsen /2 x ) e
21) y=cy8%+ c,02x

IX

DEDUCCION DE LAS CONSTANTES DE INTEGRACION SEGUN LAS
CONDICIONES INICIALES {(SOLUCION PARTICULAR).

Cuando aparte de 1a ecuacion de operadores nos dan los valores de X, y y el de
algunas derivadas, quiere decir que nos piden la solucion particular. Recordemos
que la solucidn particular es 1a misma que la solucion general solo que en lugar
de las constantes de integracidn, colocamos sus valores.

Nos darén valores de algunas derivadas las cuales encontraremos derivando 1a
solucidn general. :

Sustituyendo los valores dados en las ecuaciones, encontraremos los valores de
las constantes.

EJEMPLO:
(D2-2D+ 1)y=0 ;y=5 ;Dy=-9 Cuandox=0
SOLUCION :

a) Obtencidn de la solucién general:
Ecuacidn caracteristica: m2-2m+ 1 =0
(m=-1¥%=0 Factorizando.

ly = (C1+ C2x) | gp) uCION GENERAL

b) Obtencion de 1a solucién particular:
Como nos dan el valor de la primera derivada {Dy) 1a obtendremos de
1a solucidn general.

(1) y=(Ci+C2x)ex
(2) Dy =(C1+ C2x) ex+ C2e*
Sustituyendo primeramente en (1)
y = (C1+ C2x)e*
S = [C1+ C2(0)]e®
S =Ch

Derivando.

Sustituimos y=5,%x=0
Aplicando e® = |

Sustituyendo en (2)
Dy = (Cy+ C2x)ex+ C2e*
-0 = [Cy+ C2(0)]ex+ C2¢e°
-9=C1+C2 Sustituimos Cj
-9 =5+ L2 Despejando

[Ca= - 14| Sustituimos en 1a solucién general.

Sustituimos Dy , X
Aplicando e® = 1

SOLUCION PARTICULAR

y= (5 - 14x%)ex




PROBLEMAS PROPUESTOS PARA DETERMINAR
SU SOLUCION PARTICULAR

1)(D2+2D+1)y=0 ; Yy=1,Dy=-1 Cuando % = 0
2) D2(D-1)y =0 ;y=2,Dy=3,0%y=2 Cuendox=0
3) (D3-4D2+ 4D)y=0 ; y=1,Dy=2,D’y=8 Cuandox =0
4)(D3-D2-D+ 1)y=0; y=0,Dy=0,0%y=4 Cuando X = O

5) (D2+ 1)y=0 ;i 'y=1,Dy=-1 Cuando X = 77

=
6) (D?+ 9)y = 0 . y=2,Dy=0 Cuando x =%

dox=0
7)(D%+ 2D+ 2)y=0 ; y=0,Dy=1 Cuan

SOLUCIONES

4) g:ﬁ" + (2% - 1) e*
S) y = sen {(x) - cos (x)

6) y = 2 sen (3x)

7) y=¢&" sen(x)

ECUACION LINEAL NDO HOMOGENEA
(METODO DE LOS COEFICIENTES INDETERMINADDS)
Para resolver la ecuacidn :

(aoon+a'0n-1+_,.*ﬁn.1D*8n)l_.|=X (])

Donde las a son constantes y x es una funcién de x , escribiremos la
solucion general como : '

Ug = Uec* Up

donde Y. es la solucidn general de (1) cuando x 1o sustituimos por cero ,
Y Yp es una solucidn particular de (1)

Ye se denomina funcién complementaria y se puede hallar como estudiamos
anteriormente.

Yp se puede hallar por diversos métodos, uno de ellos es el de 1os coeficien-
tes indeterminados.

Para encontrar yp utilizaremos la siguiente tabla:

Funcidn de x Yp correspondiente

constante A

e Ae*

R Axe®*+ Be®*

X Ax +B

22 Ax%+ Bx + E

x3 Ax3+ B2+ Ex +F
sen ax , cos ax o

Asenx + Bcos X
ambos




Para encontrar la solucidn general de una ecuacidon lineal no hamogénea:
1) Resolver como si fuera homogénea para obtener y,

2) Escoger un y, adecuado segun el tipo de funcién x que tengamos

3) Sustituir en la ecuacién diferencial y por Yp Y encontrar los va-
lores desconocidos.,

4) Sumar ye + Y, para obtener la solucidn general.

PROBLEMAS RESUELTOS

Determine la solucién general de las siguientes ecuaciones:
1) (D%-4 =12
SOLUCION:
Como si esta igualada a algo en este caso 12 Y= Yo+ Up
a) Determinacidn de y,:
Con la ecuacidn caracteristica , factorizamos
(m2-4)=0 ; {(m+2)(m-2)=0 Las raices son -2 , +2 por lo que
Yo= €87+ 62
b) Obtencién del y,:

De 1a tabla yp= A, sustituyendo en lugar de y en la ecuacién original.
(D2- 4)(A) = 12 Multiplicando

D2(A) - 4A = 12 Como A = cte; D2A = 0
0-4A =12 Despejando

A=-3
Sustituyendo en
Up=A Up==-3 Y J

Obtencién de 1a solucién general;
Como yg= Yo+ UYy; Sustituyendo 10s valores

SOLUCION
GENERAL

L' =Gy e-b(* C282x‘3

2) (D?-D - 2) y = 6e
SOLUCION:
Yo =Yc *Yp
a) Obtencidn del y,: con la ecuacidn caracteristica, factorizemos
(MmM-m=-2)=z0 ; (m=-2)(m+1)=0 ylasraices son 2, 1
por 10 que Yo = C18%*+ Cp€™

b) Obtencién del yp:
De 1a tabls y,= AeX., Sustituyendo en y,
(D2- D - 2)(Aex) = bex Multiplicando
D2(Aex) - D(Aex) - 2Ae* = 6e D (AeX) = AeX
ApX- AeX-2Ae*= 6eX DZ(AeX) = Ae*
-2Ae%= 6ex Despejando
A=-3 Sustituyendo en yp

g,:Ae*




c) Obtencidn de 1s solucidn general:
Ug= Ye*+ Up Sustituyendo y,, Up

g0= Cy ez"+ Czéx - 3>

CASO ESPECIAL EN LA RESOLUCION DE UNA ECUACION
DIFERENCIAL LINEAL NO HOMOGENEA.
Una vez que determinamos el valor del u, de la tabla tenemos que checar que
no haya términos semejantes en Ye, €N caso de gque esto ocurra entonces el y,

se multiplicard por x" donde n es el menor entero que hace que los téerminos n
sean semejantes.

PROBLEMAS RESUELTOS

Determine la solucion.

1) (D2+ D)y = Bx
SOLUCION: uoz Uo * *

a) Determinacién del y, :
La ecuacion caracteristica es:

(m2+m)=0 = mim+1)=0
Boz Ci*Czeﬂ

b) Obtencién del yp:
De 1a tabla de Yy, = Ax + B donde B es una constante por lo que es semejante
con el yc ya que ahi aparece C que también es una constante por lo que el y;
10 que multiplicaremos por X .

4= (Ax +B) x = |Ax"+Bx = y | Sustituimos en y

(D2+ D) (Ax2+ Bx) = Bx Multiplicando

0
D2(Ax2) + D2#Bx) + D(AX2) + D(Bx) = 8x D (Ax?)=2Ax  D(Bx)=B
D2(Ax2) = 2A D2(Bx) = 0
Agrupando
2A% + 2A + B = Bx Igualando términos semejantes
2A=8 =
2A+B=0 Sustituimos

2(4+B=0 = Sustituimos A y Benyp

IgP: 4x2 - BXI

245 + 0 + 2A%+B = 8x

c) Obtencidn de la solucidn
Y=YctlUp
Ug= C1 + C2€°+ 4%2- Bx | SOLUCION GENERAL

2) (D%- 1) y = SeX
SOLUCION

Yo=Yc* Yp

a) Obtencion del ye:
Con la ecuacion caracteristica.
(m2-1)=0 ; (m+1)Xm-1)=0
luc = C1 7%+ C2ex|




b) Obtencion del Yp:

De la tabla yp, = AeXcomo podemos checar el Yp esté en el Yo Aex = C2expor 10
que son términos semejantes, entonces multiplicamos el yp por X.

Up = AxXex

(D? - 1){AxeX) = SeX
D2{AxeX) - AxeX= Sex
Axex+ 2AeX- Axex= SeX

2Ae%= 5e*
2A =5, por lo tanto A = 5/2

|gp = SxeX I

c) Obtencidn de la solucidn:
Yo=Y * Y

|g.3= Ciex+ C2e%+ 5_5_9_ |

Sustituyendoloen y
Multiplicando
D(AxeX) = Axex+ AeX

D2 (AxeX) = Axex+ Agx+ AgX
D2{AxeX) = Axe + 24eX

Sustituimos en Yp

PROBLEMAS PROPUESTOS DE NO HOMOGENEAS

Resolver las siguientes ecuaciones
1) (D2-D -2) y = e

2) (D2-D - 2) y = sen (2x)

3) (D3- 6D%+ 11D - 6) y = 2x&™

4) D2y=9x2+2x- 1

5) (D - 5)y=2e5

6) (D-5S)y=(x-1)sen(x)+(x+ 1)cos (x)
7) (D-5)y=3e%-2x+ 1

8) (D - 5) y = x2eXx- xe5x

8) (D - 1) y = sen (x) + cos (2x)
10) (D3- 302+ 3D - 1) y= ex+ 1

11) (D3-2D2+5D)y= 10 + 15 cos (2x)

12) (D%- 2D + 2) y = eXsen (x)




SOLUCIONES
1) y= C,e"‘+ czez" *‘-l- g3x

2) y=cy e +coe®- % sen (2x) + 'E cos (2x)

- X

3) y=crex+coe?> + cgedx- Lyegx-L¢

12 144

4) y=cq+ c2x+%x4+ —;’-x3-1?32
5) y=(cy+ 2x) e

6) y=cqed +(--‘3-3-x+31315) sen (X)-(% R+ %)cos (x)

7 y=cre>-Sex+ L x- =

B) y=cye -(-}‘-x2+-18- x+312—) ex...%.xzeSx

9) y=cqe* --'i,- sen (x) --',;;- CoS.X) +-§- sen (2:2) -'?cos (2%)

10) y=creX+czxeX+ Cz xze’“é- xe* - 1

11) y=2x+(1/34) (15 sen 2x + 60 cos 2x)

12) y = -(1/2)xe*cos(x)







