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= 2.a-

En este curso de ecuaciones diferencióles aplicaremos los conceptos 

estudiados anteriormente en cálculo di ferencial y cálculo Integral. 

En otras cosas, el curso consiste en integrar las ecuaciones diferenciales, 

por lo tanto, se les recomienda repasar todo lo referente a Integración, 

para que les sea más senci l lo al iden t i f i car el método de integración a 

u t i l i za r para resolver las inteqreales de la ecuación diferencial. 

Esta curso se puede d iv id i r en t res partes principales: 

1 - Introducción a las ecuaciones diferenciales. 

2 - Métodos para la obtención de la solución general y par t icu lar de una 

ecuación diferencial de pr imer orden y grado. 

3 - Obtención de la solución de ecuaciones diferenciales de pr imer orden o 

mayor ut i l izando el operador D. 



1 -INTRODUCCION A LAS ECUACIONES DIFERENCIALES. 
a) Obtención del orden y grado de una ecuación diferencial. 

DEFINICION DE ECUACION DIFERENCIAL.- Una ecuación diferencial es una 
ecuación que contiene diferenciales o derivadas Una ecuación diferencial 
ordinaria es aquella ecuación que contiene diferneciales totales, derivadas 
totales o ambas, pero no hay derivadas parciales. 
DEFINICION DE ORDEN DE UNA ECUACION DIFERENCIAL - El orden de una 
ecuación di ferencial es el orden de la derivada de mayor orden que 
interviene en ella. 

EJEMPLOS: 

. ) a 

SOLUCION : Es una ecuación de PRIMER ORDEN dado que tiene una primera 
derivada. 

2) ( y 2 ) = 5 s e n 3 x 

SOLUCION : Es una ecuación di ferencial de SEGUNDO ORDEN porque aparece 
una seaunda derivada. 

» 5 ( & > • ( « r • * » • > 
SOLUCION : Es una ecuación di ferencial de CUARTO ORDEN porque la cuarta 

derivada es la de mayor orden de las que aparecen en la ecuación 
diferencial. 

SOLUCION : Es una ecuación di ferencial de SEGUNDO ORDEN dada que la 
segunda derivada es la de mayor orden en la ecuación. 

Definición de grado de una ecuación d i ferenc ia l : El grado de una ecuación 
di ferencial , es el exponente al que esté elevada la derivada 
de mayor orden que hay en la ecuación diferencial 



EJEMPLOS 
Determine el orden y el grado de las siguientes ecuaciones diferenciales. 

H ¡ n 
dx 4 

= 7x2 1 

SOLUCION - Como la derivada se encuentra dentro de una raíz cuadrada, 
tendre- mos que el iminar la elevando al cuadrado ambos lados de la 
ecuación. 

4 — • = 7x2+ 1 Elevando al cuadrado, 
dx 

^ L = ^7x 2* Primer orden y pr imer grado 

2 -

Y dx* V dx 

SOLUCION - Cuando las dos derivadas tienen radical, hay que elevar a la 
mínima potencia con la cual se el iminan los radicales, si los t ipos de raíz 
son m ú l t i - píos o submúlt iplos uno de otro, entonces elevaremos ambos 
lados de la ecuación a la potencia con que se el imina el radical mayor, si 
no son múl t ip los, entonces elevaremos ambos lados al producto de los 
números que denotan la raíz (si apareciera raíz cuadrada y raíz cúbica se 
elevarían a la sexta). 

1 dy | Elevando a la sexta potencia 

dx2 + X " v dx 

( d 2 y \ s / dy \ 2 Segundo orden y Tercer grado. 
dx2 +>< ) = ^ dX ) 

SOLUCION - Eliminaremos las potencias fraccionarias (raices) elevando a 
la sexta en ambos lados. 

(2 /S - . 2 -i5''2 

< j j - y l = k J Elevando a la sexta potencia 

( " 5 ? " ) = k 6 [ 1 f ( " ^ ) ] Segundo orden y Segundo grado. 

d x2 

SOLUCION :Como los tipos de raíces son múltiplos (4 de 2) elevaremos 
ambos lados al múltiplo, es decir a la 4a. 

(£ * 4 " Elevando a la 4a 

dy ( d 2 y V 
~3x~ + 5y = I d x V Segundo Orden y Segundo Grado 

5) (y")5 + 3(y')7 = 5x2 -9 Segundo orden y Quinto grado 

SOLUCION: Como 

y d x2 y dx 

Entonces la ecuación es de segundo orden y quinto grado. 



PROBLEMAS PROPUESTOS PARA DETERMINAR EL ORDEN Y EL GRADO 

2) d2u X IT f ü L Y . j « - f u t í J / d 2 u _ _ I _. dy I 4 

3) 

S O L U C I O N E S : 

1 - Tercer orden ; pr imer grado. 6..- Tercer orden ; sexto grado. 
2 - Segundo orden ; pr imer grado. 7 - Segundo orden ; sexto grado. 
3 - Tercer orden ; quinto grado. 8.- Tercer orden ; segundo grado. 
4 - Tercer orden ; pr imer grado. 9 - Quinto orden ; segundo grado. 
5 - Segundo orden ; pr imer grado. 10 - segundo orden ; tercer grado. 

b) COMPROBACION DE LA SOLUCION DE UNA ECUACION DIFERENCIAL. 

DEFINICION: Una solución de una ecuación diferencial ordinaria de dos 
variables es una relación sin derivadas,entre las variables que 
satisface a la ecuación. En este punto estudiaremos la forma 
en que podemos comprobar cuándo una ecuación es o no es 
solución de una ecuación diferencial dada. 

METODO: 
1 - Observando la ecuación diferencial, veremos que derivada o 

derivadas aparecen en está. 
2 - Estas derivadas las encontramos al derivar le ecuación que se 

supone es la solución. 
3.- La ecuación será solución cuando al sust i tu i r el valor de las 

derivadas encontradas ( paso 2), dentro de la ecuación 
diferencial, aparezca una identidad 0=0 al reducir la ecuación 
ya sustituida. 

EJEMPLO : (En que sí es solución) 
Comprobar que y = x + x + c es una solución de la ecuación 
diferencial, _dy_ 

SOLUCION: dx " = 1 

1) Observando la ecuación diferencial vemos que aparece una primer 
derivada por lo tanto, encontramos su valor derivando la supuesta 
solución. 2 

2) Derivando: y = x + x + c 

- 2 - 2 x + l (z) 

3) Sustituyendo el valor de la derivada encontrada en la ecuación 
diferencial sustituyendo (2) 

J - = 2x • 1 
Q x reduciendo 

2x • 1 - 2x = 1 0 = 0 
Conclusión: Por lo tanto y = x + x + c sí es solución de la ecuación 
diferencial. 

- 3L - a - 1 dx " 1 



EJEMPLO: (En que no es solución) 
Comprobar que y=x2+c no es una solución de la 
ecuación di ferencial _dj¿ 2 x - l 

dx ~ 
1) Observando la ecuación di ferencial vemos que aparece una primera 
derivada 

2) Derivando: 

y=x2+c 

- Í S U 2 X ( a ) 

dx 
3) Sustituyendo en (a) en la ecuación diferencial 

dy = x 
dx 
2x * x 
2 * 1 

Como no quedó una identidad 0 = 0 
Conclusión: ^ ^ 

y = x +c No es solución de la ecuación di ferencial dx = X 

NOTAS-

1) Cuando en la ecuación di ferencial aparezca la variable o función a que 
esté igualada la supuesta solución, éste valor también lo sust i tu i remos 
al igual que el de las derivadas. 

2) Cuando se tenga que apl icar derivación Impl íc i ta para encontrar las de-
rivadas, tenemos que tomar en cuenta que ninguna derivada encontrada 
deberé estar en función de otra derivada; si así fuera, hay que sus t i tu i r 
el valor de la derivada de menor orden. 

PROBLEMAS RESUELTOS DE COMPROBACION DE LA SOLUCION DE UNA 
ECUACION DIFERENCIAL DADA 

Determinar si cada ecuación es solución o no de la ecuación di ferencial 
escr i ta en frente. 

2 
1) y= A sen(5x)+ B cos(5x); - O * - + 25u=0 

d x2 y 

SOLUCION: 
a) Observación y obtención de las derivadas: 

Como aparece la segunda derivada, la obtendremos de 

y= A sen(5x) + B cos(5x) Derivando 

du 
-¡jj- = 5Acos(5x) - 5Bsen(5x) 

= -25Asen(5x) - 25Bcos(5x) 

(1) sustituyendo en la ecuación diferencial. 

! r ? r + 2 5 y = 0 (O y y 

tenemos: 

-25Asen(5x) - 25Bcos(5x) + 25(Asen5x Bcos5x) = O reduciendo 
0=0 

b) CONCLUSION: 

y = Asen(5x)+Bcos(5x) sí es solución de la ecuación diferencial 

2) y=c(x-c)2; 

SOLUCION: 

¡ v « « - o 

( S ^ ' - M i ) * * - 0 

a) Observación, obtención de la derivadas y sustituciones: 
como aparece la primera derivada 

y = c(x-c f derivando 

íü. = 2c(x-c) sustituyendo en la ecuación 
dx diferencial 



y y ( 2 h ) ' 4 X 5 1 ( $ ) * 0 y 2 = 0 s u s m u y e n d o 

Í 2 c ( x - c ) l - 4x f c ( x - c ) 2 ] Í 2 c ( x - c ) l • 8 [ c ( x - c ) 2 ] = O resolviendo y 
L J L J L J L J factor izando 

8 c 3 ( x - c ) - QÍ?x(x-c?+ 8c^(x-c)4 =0 

8c^Cx~c)^ £c~x+(x-c) J = o 

como c - x + x - c = 0 
entonces: 0=0 

b) CONCLUSION: 

y sc tx -c ) 2 sí es solución de la ecuación di ferencia l 

( s - y - • 

3) Ln(y)=c( e* +0^ é" x ; y ^ . \ \ ^ 

SOLUCION: 
a)Observación, obtención de las derivadas y sust i tuciones: 

Como la supuesta solución no esta igualada a y , obtendremos la pr imera y 
segunda derivada por derivación impl íc i ta . 

Ln(y) =c1 e* •c^e"* derivando 

despejando =c, ex . 
y 1 c 2 e*x despejando 

c* é"x)y derivando 

- « . » • » i • 
y(c, é* +C2 e* ) sust i tuyendo 

dx 

= (c, e x - c 2 ex f y + y(c1 e x +c 2 é x ) 
*> 

sustituyendo d y . ' Ln(y) en la ecuación di ferencial 
d x2 d x 

y ( % ) " ( <TÍr)2 = y2 L n ( y ) Sustituyendo. 

y [ ( c t e x - c2e"xfy • y ( c / * c2eX) ] - [ ( c , e*- c 2 e " ) y ] 2 

s ^ í C ^ e * c 2 T ) ] Mult ipl icando. 
2 x - X 2 2 . x - X . , 2 . x - x ? 

y ( c , e - c^e ) + y ( c , e + Cje ) ] - y (c t e - c 2 e ) 

= y2(c1 ex • C2 e x ) Reduciendo. 
y 2 ( c 1 e x * c2e"*) = y2 (c? e x + c2e"x) Despejando 

0=0 

b) CONCLUSION: 

ln(y) =c ex+ c e~xsí es solución de la ecuación d i ferencia l 

4) c ( x 2 ^ y 2 - x 2 y 2 ) = 1 ; (x - y 2 x ) dx * (1 - x 2 ) y dy = O 

SOLUCION: 
a) Formando la derivada: como la ecuación d i ferencia l aparece con 

di ferencia les la pasaremos a derivada dividiendo toda la ecuación 
entre dx y queda: 

(x - y 2 x ) + (1 - x 2 ) y ) = O 

b) Obtención de lo derivada y sust i tuc ión: la supuesta solución se puede 
colocar y 2 _ x 2 y 2 para der ivar impl íc i tamente. 

2x «• 2 y ( ^ ) - 2 x 2 y ( ^ ) - 2 x ^ = O Dividiendo entre 2 y agrupando. 

« O - * > ( $ > * ! ? - * Despejando J j . 

^ y _ x y 2 - x (1) Uti l izando la ecuación d i ferencia l 
d x " « o - * > 



x -y*x • U - x 2 ) y =0 sustituyenao e n 

x - i f x + O ^ ó [ ] =0 reduciendo 

x - y2x + xy 2 - x =0 realizando las restas 

0=0 

c) CONCLUSION: 

C(X2 + V 2 - x V j r l s£es solución de la ecuación diferencial 

(x - y2x)dx + ( l - x ^ydy rO 

PROBLEMAS PROPUESTOS PARA SER RESUELTOS 

(1) y=c2+ ex1 ; y + xy' =x4 (y')2 

(2) e005* (1 - cosy) =c ; s e n y ^ ^ L ^ • senx cosy =senx 

(3) y=8x5+3x2+c ; ^ - 6 =160x3 

(4) y=c1sen3x +c 2 cos3x ; ^ 7 * - 9 y = 0 

(5) y = (x+c)e* ; % + 

(6) y = c ^ ; ^ + 300e5x 

(7) Lny = c,senx + c^osx ; y ( - ( | = y2 Lny 

C ) OBTENCION DE LA ECUACION DIFERENCIAL A PARTIR DE LA SOLUCION 
GENERAL. 
METODO: 

1 - Observar el número de constantes de integración diferentes que 
aparecen en la solución general 

2 - Derivar la solución general, tantas veces como constantes diferentes haya 

3.-Tomando en cuenta el resultado de la ú l t ima derivada se nos pueden 
presentar los siguientes casos: 

a) Si en la ú l t ima derivada ya no aparecen constantes de integración, 
esta serála ecuación diferencial de la solución general dada. 

b) Si la ú l t ima derivada contiene constantes de inteqración. habra 
Que e l iminar las, ut i l izando las derivadas encontradas así como la 
solución general dada. 

En le ecuclón di ferencial no deben aparecer constantes de integración. 

EJEMPLO DEL CASO a) . 
Encuentre la ecuación diferencial cuya solución general es: 

y=x2*c 



PROBLEMAS PROPUESTOS PARA SER RESUELTOS 

(1) y=c2+ ex1 ; y + xy' =x4 (y')2 

(2) e00** (1 - cosy) =c ; seny + s e n * c o s y = s e n x 

(3) y=8x5+3x2+c ; - 6 =160x3 

(4) y=c t sen3x + c2cos3x ; ¿ j ^ r f 9 y = 0 

(5) y = (x+c)§* ; 

(6) y = ; f ^ 

(7) Lny = c,senx • c¿cosx ; 

* ¡ í = 3 0 0 e ' 
Sx 

SOLUCION: 

a) Observación del número de constantes de integración diferentes: 
Solo aparece una constante de integración por lo tanto, derivaremos una 
vez la solución general. 

b) Derivadas: 

y = x 2 + c i ; "dx~= 2 x 

c) Conclusión: 
Como en esta derivada no aparecen constantes de integración, esto quiere 
decir que í i - = 2x es la ecuación diferencial, 

dx 
EJEMPLO DEL CASO b) 
Encuentre la ecuación diferencial cuya solución general es y = 
SOLUCION: 

a)observación del número de constantes de integración: 
Solo aparece una constante de integración por lo tanto 

y = cx2 (1) 
dj, , 2 C X (2) 
dx 

b)Obtención de la ecuación diferencial: 
Despejando c de (1) c=-4- sustituyendo en (2) 

" simplificando y multiplicando por x, 
tenemos: 

< S ) - > dx 

CONCLUSION: 
x ( ) = 2y e s 10 ecuación diferencial dado que ya no aparecen 

^ 3x~ / " a constantes de integración. 

NOTA: Existen soluciones generales en las cuales aparecen las constantes de 
integración en el ángulo de una función trigométrica, para este caso aplicare-
mos funciones trigométricas Inversas antes de empezar el ejercicio con la 
finalidad de eliminar mas fácilmente la constante de integración. 

EJEMPLO: Encuentre la ecuación diferencial cuya solución general es y= tg(x+c). 
SOLUCION: 

a)Observación:Como aparece c como ángulo entonces aplicaremos el 

concepto de la tangente inversa, es decir 

tan1 y=x • c esta será la ecuación conia que trabajaremos 



b) Obtención de ias derivadas: 

l a ñ i y = x + c (aplicando Dx(tan1 u) = 

y « despejando 
1*y2~ 

y ' = i + y 2 

CONCLUSION: 
Como no t iene constantes de integración por lo tanto y*= 1+U2 

es la ecuación di ferencial . 
PROBLEMAS RESUELTOS DE OBTENCION DE LA ECUACION DIFERENCIAL 

(A) Encontrar las ecuaciones diferenciales que tienen las siguientes solu-
ciones generales. 

1) y=c1e x+c2é x 

SOLUCION: 
a)Observación y obtención de las derivadas: 

Como aparecen dos constantes de integración diferentes c t y ^de r i va re -
mos la solución general dos veces. 

y=c,e x+c¿i x (1) 

Í S L =c1 e * - ( £ e * ( 2 ) 

dx ¿ 

¿ y _ _c1ex+c^éx 13) 
d x2 

b) Obtención de la ecuación di ferencial . 
Para e l iminar las constantes de Integración podemos sus t i tu i r la (1) en (3) 
dado que es la misma relación de (3) 

e*+c 2 ê x Sustituyendo 

d x2 y 

CONCLUSION: 

d ^ - y es la ecuación di ferencial de la solución general y r c ^ + c y ? 

2) y=^*+c1sen2x +c2cos2x 

SOLUCION: 

a) Observación y obtención de las derivadas. 
Como aparecen dos constantes por lo tanto derivaremos 2 veces 

3x 
y= e + c, sen(2x) • c2cos(2x) (j) 

ÜSi = 3e3x+ 2c, cos(2x) - 2c2sen(2x) (25 
dx 2 

cJ2 U 

—'2 = 9e x - 4c, sen(2x) - 4 ^ cos(2x) 

b) OBTENCION DE LA ECUACION DIFERENCIAL: 
Podemos multiplicar la ecuación(1)por cuatro y hacerla simultánea con 1a(3) 
para el iminarlas constantes. 3x (1) 4y = 4e + 4c,sen(2x)+4C2C0S(2x) Por suma 

2 3x 9 

(3) = 9e x- 4c, sen(2x) - 4c2cos(2x) r 0 S t a 

d x2 

2 
d U 3x 

«—22 + 4y = 13e 
d x 2 ^ 

CONCLUSION: 
2 

— 2 + 4y = 1363* es la ecuación diferencial cuya 
d x ^ solución general es 

y = e • c t sen(2x) + C2C0s(2x) 

3) y = ex + 2c 

SOLUCION: 

a) Observación y obtención de las derivadas: como es la misma c solo 
derivaremos una vez. 
y = ex + 2c (i)derivando ; J Ü . = c (2) 

dx 

b) Obtención de la ecuación diferencial. Sustituyendo la "c" de la ecuación 
(2) en la (1) 

y = ex +2c sustituyendo ( 2 ) ; y = x ( J L ) + 2 M ) Agrupando; 
y = (x + 2 ) ( Í U ) d x d x 

dx 



CONCLUSION: 
y = (x + 2)(dy/dx) es la ecuación diferencial. 

4) y = sen (8x • c) 

SOLUCION: 

a) Observación: Como aparece c en el ángulo, aplicaremos el concepto de 
seno inverso y quedaría: 

serr1 (y)=8x+c con esta ecuación trabajaremos 

b)Obtención de las derivadas. Como solo hay una constante derivaremos una 
V e Z : , Dxu 
seiv(y) = 8x • c aplicando Dx(sefPu) = 

dy 
d x = 8 despejando dy/dx 

^ = a-v/ i-u2 elevando al cuadrado ambos lados nos queda: 
dx y 

CONCLUSION: 
/duN2 es la ecuación di ferencial cuya solución gene-
\úx) = 6 4 ( 1 " » ) r a l e s y = sen(8x+c) 

NOTA: Puede ser que se nos de un enunciado para encontrar con sus datos la 
ecuación de la solución qeneral. en este caso los Darametros que tenga 
la ecuación que formaremos,serán tomados como las constantes de 
integración. 

EJEMPLO: a) Encontrar la ecuación diferencial de cada uno de los sistemas de 
curvas siguientes. 

1) Todas las rectas que pasan por el origen de coordenadas. 

SOLUCION: 
a) Obtención de la ecuación de la solución general. El dato es que son les 

rec tas que pesen por el origen P(0,0) por lo tentó podemos u t l l i ze r 
le ecueción 
y - y, = mCx-x,) sustituyendo.el punto (x,y) por P(0,0) 
y - O = m(x-O) reducl endo 
y = mx este es le ecueción de le solución generel 

b) Observación y obtención de las derivadas : De y = mx : m es el 
parámetro, es decir , la constante de integración por lo tanto derivaremos 
una vez la ecuación. 

y = mx (1) derivando Hx" = m ^ 

c) Obtención de la ecuación diferencial: 

y = mx sustituyendo m de (2) en (1) 

...cfc) 
CONCLUSION: __ .qn \ es le ecuación diferencial de todas 

y " x ^dx ^ las rdCtas que pasan por el origen. 

2) Todas las circunferencias con centro (O, 0). 
SOLUCION: a) Obtención de la ecuación del sistema solución general. El 
dato es que son las circunferencias con centro (0,0) su ecuación es : 

x 2+ y 2= r 2 

b) Obtención de la derivada r es el parámetro, por lo tanto derivaremos 
una vez x2+ r 2 derivando 

2x + 2y ( í ü - ) = o dividiendo entre 2 

CONCLUSION: x • y (ÍSL) = 0 es la ecueción diferenciel de todas las 

circunferencias con centro (0,0). 



PROBLEMAS PROPUESTOS SOBRE OBTENCION DE LA ECUACION DIFERENCIAL A 
PARTIR DE LA SOLUCION GENERAL 

Obtenga la ecuación di ferencial de las siguientes soluciones: 

1) y = 7 X 2 + 8X + C 2) y = q x 2 + C 2 3) y = Cisen8x + c^osSx 

4 ) y = tan(3x+ c) 5) y = c 1 ^ c 2 i 5 x 6 ) y = x tan(x+c) 

x2 

7)y=c t senh(x) + c2cosh(x) 8 ) j 9) y = x sen(x+c) 

10 ) ( x - c , ) 2 + y 2 = c | 11)Todos los l ineos rectas 

12) Todas las circunferencias de radio = 1 y centro en el eje x 

SOLUCIONES: 

1 ) J Ü U l 4 x * 8 ; 2) ; dX V fl y2 ' d x 

3 ) T ^ + 6 4 « = 0 ; 4 ) ^ = 3(1 • y 2 ) ; 
d v? dx 

5 ) ^ 1 « + 2 ( ^ í ) - 15y = 0 ; 6 ) x ( ^ - ) * y = x 2
+ y 2 ; 

d x 2 dx v d x ' 

9) x 2 ( y f - 2 x y g - + (1 • x 2 ) y 2 = / ; 10) y (y") • ( y ' ) 2 * ! = 0 ; 

" > i r « ° ; 12) y 2 [ 1 + ( ^ ] = 1 ; 

Como habíamos comentado anteriormente, la solución general de una ecuación 
di ferencial es el resultado de integrar los términos de una ecuación d i feren-
cial. 
Recordemos que para poder integrar debemos tener variables iguales a la va-
ble del d i ferencial , al presentársenos las ecuaciones diferenciales no siempre 
se cumple esta condición, es entonces cuando aplicaremos los " METODOS PA-
RA LA OBTENCION DE LA SOLUCION GENERAL" con los cuales transformaremos 
la ecuación de ta l forma que todos los términos contengan variables Iguales 
a la variable del di ferencial con lo cual ya podremos integrar. Antes de empe-
zar con nuestro pr imer método veremos algunas reglas o identidades que u t i -
l izaremos en la mayoría de los métodos.. 

CONCEPTOS A UTILIZARSE EN LA OBTENCION DE LA SOLUCION GENERAL 

1 - Procuraremos colocar la ecuación di ferencial igualada a cero cuando ya 
vayamos a in tegra r , en donde haremos l a j o igual a la constante de in te -
gración 

2.- Como lo constonte de integración es un valor arb i t rar io aplicaremos los 
siguientes propiedades: 

a) La constante de integración mul t ip l icada por cualquier constante (IR) 
será igual a la constante de integración. Ejemplos: 

(c)(3) = c ; (c)(-7) = c ; c (1 /2 ) = c ; c ( - 3 /4 ) = c 
b) La constonte de integración sumada o restada a cualquier constante 

(IR) será igual a le constante de integración. Ejemplos: 
c+4 = c ; c - 7 = c ; c+3/5 = c ; c - 2 / 7 = c ; c • 14/3 = c. 

c) Le constente de integración es iguel e sí misme, tembién cuendo apa-
rezco ec= c ; ln (c )=c ; c = ln(c). 

d) Se ut i l izerén les siguientes identidedes y propiededes: 

e = u ; l n ( e ) = u ; e = e e ; e = e/e. c 

ln(e) + ln(b) = ln (ab) ; ln(a) - ln(b) = l n (a /b ) ; (c)ln(u) = l n (u ) ; 
ln(e) + 1n(b) - ln(c) - ln(d) = ln(ab/cd). 

e) Ya que integramos, sí aperecen como resultado logari tmos netureles 
en le meyoríe de los términos, epliceremos sus propiededes pare des-
pués exponencier embos ledos de le solución pere s imp l i f i ce r más -
nuestra solución general. 

OBJETIVO DE LOS "METODOS PARA LA OBTENCION DE LA SOLUCION 
GENERAL" 
El objet ivo seré l leger e une ecueción di ferencial en le que todos los t é r -
minos se pueden integrer, es decir, tengen veriebles igueles e le verieble 
de su'di ferencial. 



En ocasiones se nos oarón valores para variables de la ecuación diferen-
c ia l , esto quiere decir que se nos pide la solución part icular de la ecua-
ción diferencial. 
Para encontrar la solución par t i cu la r : Esta es Igual a la solución general 
solo que en lugar que aparezca la constante de integración, sust i tu i remos 
ésta por su valor. 
El valor de la constante de integración se encuentra sustituyéndolos valo 
res de las variables en la solución general y de ahí despejamos el valor de 
la constante de integración . 

METODO DE SEPARACION DE VARIABLES 
Este método se puede aplicar cuando en los factores que forman el coef i -

ciente de cada diferencial , sólo aparece un t ipo de variable en cada factor, 
es decir, que sólo tenga x o sólo y . 

Ejemplo : ( f (x) g(y) 1 dx + l h(x) k(y) 1 dy = O 

Une vez que ident i f icamos que se pueden separar las var iab les,mul t ip l ica 
mos toda le ecuación por un factor , que será igual al inverso del producto 
de los factores que no permiten que se integren los términos. 

En nuestro ejemplo el factor es : 
g(y> h(x) 

Y tendremos: 
1 

{ [ f (x) g(y) ] dx + [ h(x) k(y) ] dy = o } 
g(y) h(x) 

i ^ d X 4 M d y = 0 
h(x) g(y) 

Y ahora sí se pueden integrar todos los términos. 
El resultado de dichas integrales seré la solución general de nuestra ecus 

ción. Procuremos que en la solución general no aparezcan fracciones,varia-
bles elevadas a potencias negativas y recordemos que si aparecen logar i t -
mos naturales aplicaremos sus propiedades para después exponenclar 

PROBLEMAS RESUELTOS POR SEPARACION DE VARIABLES 

Encuentre la solución de los siguientes ejerc ic ios : 

1) 2x (1 + y 2 ) dx - y ( 1 + 2x 2 ) dy = O 

a) Ident i f icación: Checando los factores 2x ; (1+y2) ; y y 1+2*2 

vemos que encada uno de el los sólo aparece un t ipo de variable 
por lo tanto si se puede resolver por separación de variables. 

b) Obtención del FACTOR Observando los factores del dx, vemos que el 
factor O+i?) no se puede integrar dado que tiene y , a si mismo los 
factores del dy vemos que (1+2>£) esta' en función de x por lo 
tanto no se puede integrar, entonces el FACTOR será el inverso del 
producto de esos factores. 

FACTOR= [ ( i + y 2 ) ( i + 2 x 2 ) ] 

c) Producto y obtención de la solución: Como ya tenemos el factor 
entonces lo multiplicamos por la ecuación. 

[ 2 x ( , ^ ) d x - y ( , + 2 x 2 ) d y = o ] [ ^ ^ ^ ] 

2xdx _ ydy _ 0 Como son varariables Iguales 
1+2x2 1+y2 " o del diferencial, integramos 

¡ m =J° <•> 

d) Solución de inteqraies: 

Es completa 
Lnlul+c ; u = 1+2x2; du =4xdx mult ipl icando 

; du=2ydy 

}2xdx ^ | du _ 
J 1+2x2 ~ J u 

~ p J i = L n l u l + c ; u = 1+y2 

e) Obtención de la solución general: de (1) 

- =Jo integrando 

Í L n | i + 2 x 2 l -4Ln|1*u 2 l=c mult ipl icando por 2 y aplicando 
¿ 2 Lna-Lnb=Ln(a/b) 



, l + 2 x 2 _ r Ln - — y i +y 

^ L n j ^ c e ,+y = e 
1+2x2 _ 

exponenciando 

aplicando eLnU =u ; e c =c 

T+y^ 
= c despejando 1+2X2= cO+y2) ESTA ES LA SOLUCUON 

GENERAL 

2) dr = r (ctge) dz 

SOLUCION: 

a) Identif icación: checando los factores r y c tg* vemos que solo 
tienen un t ipo de variable por lo tanto sí es de separación de 
variable. 

b) Obtención del f ac to r 

CAPTHD r 1 m & o d o que la r es la que no se 
r A L U K = P U E ( L E integrar con el da 

c) Producto y reducción: 

Idr = rtctg0)d0)[1/r] 
d r / r = ctgn dB Iguolando a cero ; d r / r - ctgB dB = O Ya podemos 

Jdr/r - Jctgn d0 = Jo. (1) 

d) Solución de integrales: 

dr/r = Jdu/u = ln(u) + c; 

ctg0 dB = Jctg u du = InlsenBl • c; 

e) Obtención de la solución general: De ( O 

Jdr /r - Jctg* dB =Jo ; ín l r l - lnlsenBl = c 

integrar. 

Aplicando: 
ln(o) - ln(b) = ln(a/b) 

. x w r / ^ i Aplicando: 
Ini r/senB I = c (exponenciondo) ; e° einu = u . ^ = c ; 

r/senB = c.(Despejando); Es lo solución general 

3 ) 4dy + ydx = x2dy 

SOLUCION: 

a) IDENTIFICACION: agrupando en base a los diferenciales 
(4 - x2)dy + y dx = O como los factores sólo tienen un t ipo de 
variable,si es de separación de variables. 

b) OBTENCION DEL FACTOR: 

_J factor = 
( 4 - x ' ) y 

c) PRODUCTO: 

[(4 - x2)dy + y dx = 0111 / ( 4 - x 2 )y l Multiplicando 
dy/y • dx/(4 - x 2 ) = O Ya podemos integrar. 

Jdy/y • Jdx/(4 - x2)=Jo <1> 

d) SOLUCION DE INTEGRALES: 

Jdy/y = Jdu/u = lnlul + c; 
jdx /(4 - x 2 ) = Jdu /a2- u2 = 1 A2o)ln(om/a-u) + c 

u2= x2 ; u=x; du=dx; a2 = 4; a = 2 

e) OBTENCION DE LA SOLUCION GENERAL: de (1) 
Jdy/y • Jdx/(4 - x 2 ) = J o 
ln ly l • [1/2(2)1 1n(2*x/2-x) = c mult ipl icando por 4 
4 ln(y) + In ( 2+x / 2 -x ) = c aplicando c ln(u) = 1n(u) ; in(a) • ln(b) 

1n [y4 (2+x) /2-x ]=c exponenciando = in(eb) 

pin[y,(2+x)/2-x]= g° aplicando e^«)=u; ec=c 

y4(2*x)=c(2-x) SOLUCION GENERAL 

4) dB/dr = 15 - 16B 
SOLUCION: 
o) Identificación: 
Pasaremos la ecuación diferencial en base a diferenciales mult ipl icando 
por el dr y quedo la ecuación. 

dB= (15-16B)dr ; vemos que sí es de separación de variables 

b) Obtención del focton 
FACTOR = [ 1 5

1 . 1 6 B ] 



c) Producto: 

[da = ( 1 5 - 160)dr] [ 7 5 ^ ] 

d0 
15 - 160 

- dr = O 

Í l 5 ^ i 6 i r - J d r = í ° 

d) Solución de integrales: 

d0 

Multiplicando e igualando a cero 

integramos 

( 1 ) 

C d0 r du . 
j 15-160 u 

= lnlul + c 
15-160 

u= 15-160 ; du= - I 6 0 completamos. Multiplicando y dividiendo por (-16) 

J dr = Jdx = x+c ; completa. 

e) Obtención de la solución general: de ( 1 ) 

1 r ( - 1 6 ) d 0 - J d r = J 0 integrando. 
16 

í — J 15- I60 

. - L lnl 15-1601 - r = c 
16 

ln(15-160) = c - 1 6 r . 

ln(15-16JÍ> 0-16r e = e 

1 5 - 160 = ^ _ 
e 

Multiplicando por ( -16) y despejando 

Exponenciando. 

ln(u) a-b P * o 

Aplicando e = u ; e = ; e = c 

Despejando c . 
16r 

(15-160) e = c SOLUCION GENERAL. 

5) 2u dx + x2du = - dx ; y =7/2 cuando x= 1/ln 2 

SOLUCION: 

a) Identif icación: como nos dan y = - | s x = j - j ^ ; nos piden solución par -

t icular. 

Agrupando en base a los diferenciales 

(2y • Ddx + x2dy = 0 
= [(2y+1) x 2 j 

b) Obtención del factor: FACTOR 

c) Producto: 

[(2y • 1)dx • x2dy = o ] [ ( 2
 1

 1 ) x ¿ ] Multiplicando y aplicando * 2 dx 

x2dx * = O Integramos ; Jx^dx + J - j ^ - p = J o (1) 

d) Solución de integrales : 

f x"2dx « fx n dx = x " 1 • C; J J n • 1 

Jdu rdu 

OuTT * J T - 1n|u| + C ; u = 2y • 1; du s 2dy; Completamos y mu l t i -
y pilcando por 2 e) Obtención de la solución general: De (1) 

í ^ j f ^ j » 

- x~1* 1 in|2y +11 • C; Multiplicando por 2 y despejando ln. 

1n(2y • 1) = c + 2 x 1 ; Exponenciando 

e 0 * 2 * 1 ; a p l i c a n d o e V ; e « = C; 

2y + 1 = ce 2 ' * ; SOLUCION GENERAL 
f ) Obtención de la solución par t i cu la r : 

Sustituyendo y = | ; x = ^ en la solución general 
j t . 

2y • 1 = ce ; Sustituyendo los valores de x y y 

2 ( •£ ) • 1 = ce 2 * 2 ; Aplicando c ln u, l nu c , e * u = u 

8 = c(4); c = 2 ; Sustituyendo c en la solución general; 

2y + 1 =2e 2 / x SOLUCION PARTICULAR 



SOLUCION: 

a) Identificación, (nos piden la solución particular). Agrupando en base a 
los diferenciales y factorizando x2(x-1)dy • y(x-2)dx = 0. Si es de separa-
ción de variable. * 
b) Obtención del factor: C A r T n D \ ! 1 FACTOR = L x 2 ( x - l ) (y) J 

c) Producto de (1) por el factor. 

[x2(x-1)dy • y(x-2)dx = o ] [ x 2 ( x - i ) ( y ) 1 

dy (x-2) dx A 

T + " i ( ^ r = 0 ; ,nte9ramos 

P f j x ^ d x f ( 1 ) 

J y J x2(x-o J 
d) Solución de Integrales: 

j dy_ s j ^ L n |u |+ C ; completa 
* y * 

í f racciones parciales 
J 

4 ¿ T ( o ) M u l t , P l i c a r P° r 1 ) 

x - 2 = Axtx-D + B íx -D + cx2 (2) Dando valores a x. 

para x=0 en (2) 
0-2= A(0) (O-1) • B (O-1) • c(O)2 

-2 = -B ; por lo tanto B = 2 
po roxs l ; en (2) 
1 - 2 =A( 1 -1 )+B( 1)(1 -1 )+C( 1 ) 2 

-1=C 
S i realizamos los productos en (2) aparecería A y C multiplicando a x2 y 

aplicando la identidad con el coeficiente de x2 del otro lado de la ecuación, 

tendríamos^ $ U S T U U Y E N D 0 C = . 1 ; A-1=0;A=1; sustituyendo A; B; C en (a) 

= Integrando en ambos lados 

< 3 ) 

e) Obtención de la solución general: de (I) 
fdy f(x-2)dx r 
J y * J x2(x-1) = j sustituyendo en (3) 

Ln(y)- 2x",+Ln(x)-Ln(x-1) =c; Aplicando Lna+Lnb-Lnc= Ln(ab/c) y 
despejando. 

L n [ i L ] =c + 2X'1 Exponenciando 

L n i - ^ l = g0+2x" í
 A p l í c o n d o e ^ u ; e * * =1 eb;ec=c 

JÜSj. = c e 2 x " 1 Despejando yx 

2/x 
yx=ce (x-1) Solución general 

f) Obtención de la solución particular. 
Sustituyendo y=e; x=2 en la solución general 

yx=ce2 /x(x-1) sustituyendo y y X 

(e)(2)=ce2/2(2-1) como e2/2= e y despejando c 

c = 2 sustituyendo este valor en la solución general 

SOLUCION PARTICULAR yx = 2e2 / x (x-1) 



PROBLEMAS PROPUESTOS PARA RESOLVER POR SEPARACION DE 
VARIABLES 

Encuentre la solución de las siguientes ecuaciones d i ferencia les 

1) 5X4dx • 20 y1 9dy = O 

2) 2sen(2x)dx + 3e3vdy=2xdx 

4) dx + dy +xdy = ydx 

5) x sen (y) dx • (x 2 + 1) eos (y) dy = O 

6) (xy • 2x • y * 2)dx • (x2+2x+3)dy = 0 

7) dy x+J_ 
dx " y 4 * ! 

6) xy4dx+ (y 2 +2)e" 3 x dy=0 

9) x sen (x)é^ dx - ydy=0 

. » a - * -

dy xy + 3 x - y - 3 
1 1 J dx"'s xy - 2x • 4y -8 

= sen x (eos 2y - cos 2 y) 

13) (x + l ) d y * ( y - 1 ) d x = 0; y = 3 cuando x=0 

14) x 5 dy + xydx =x2 dy • 2ydx; y = e cuando x = 2 

SOLUCIONES 

1 ) x V = c 2 ) e 3 y = c • x2+ cos(2x) 3) r=ce s 4 ) x * 1 = c ( 1 - y ) 

5) (>?•!} sen 2y=c 6) (x 2+2x+3)(y*2) 2=c 7) 5x ( x *2 ) = c • 2y(y4+5) 

8) y3 e**(Zx-\) = 9y 2 + 6 + c y 2 9) e y * senx=ye y + xcos(x)+c 

10) 2e 3 x *3e 2 y = c 11) ( y+3 )V= cey(x+4)5 

1 2 ) cos(x) + c tg(y) = c 13) (y-1 )(x+1) = 2 

14) xy = 2 ( x - 1 ) e ^ 

o no. 

ECUACIONES DIFERENCIALES HOMOGENEAS 

Primeramente estudiaremos la forma en que podemos iden t i f i ca r si una 
ecuación d i ferenc ia l es homogénea o no homogénea. 

Supongamos que se nos pide determinar s i la ecuación. 

(3x2-5xy+ "y" )dx+ <jy=o es homogénea 

METODO: Para saber si es homogénea vamos a hacer que en la ecuación solo 
aparezca un t ipo de var iable esto es, vamos a l lamar t a cualquier variable 
en la ecuación. 

Anal izaremos término a término toda la ecuación (los signos de • ó - son 
los que separan un término de otro). Una ecuación será homogénea cuando t o -
dos y cada uno de los términos tengan le variable t elevada a la misma p o -
tencia, si al menos un término no t iene t elevada a la misma potencia e n -
tonces la ecuación no es homogénea. Las constantes no se cambian por t . Los 
d i ferenc ia les no interv ienen pera determinar si es homogénea o no. Las cons-
tantes pueden cambiar por t . 

Checando el e jemplo tenemos como términos. 

3 x 2 ; 5xy ; ; s ^ T ; 3x2 ; 5 | f sust i tuyendo x como y por t 

t 2 ; ( t )( t )=t? ; Ü =1? • V ^ = t 2 ; t 2 ; j * . =t2 si observamos 
t ' t2 

todos los términos t ienen t 2 por lo tanto s i es homogénea. 

1) Para homogéneas solamente, si aparece A x ^ y 2 ) como término este sería 
t es deci r , se anal izaría como la raíz de cade uno. Solo se apl ica esto para - -
checar si es homogénea, ya que se checó la ecuación se t raba jaré conAx^+y2) 

V C ^ y 2 ) ^ ( t V + t V ) = = t de homogénea. 

2) En caso de que aparezcan términos de funciones como: e* / y ; sen (x /y ) , 
cos(y/x) , etc. estos no representaran ninguna t ya que var iable sobre 
var iable sería igual a 1 con lo cual quedaría el término como constante 
a la cual no le corresponde t ex /^ e t = e1= cte; sen(x/y) 



sen ( t / t ) = sen(1) = cte ; eos h (y/x) = eos hCt/t) = cte. 
Ejemplo en que no es homogénea. 

(x+3y+2) dx • (8x+3y)dy = O 

Los términos son x , 3y , 2 , 8x , 3y sustituyendo t ; t ; t ; t ° ; t ; t ; como en el 
tercer término no contiene t como los demós a la primera potencia entonces 
la ecuación no es homogénea. 

METODO PARA LLE6AR A LA SOLUCION GENERAL 

1) Checar que la ecuación sea homogénea 

2) U t i l i za r la sust i tuc ión 
y = vx ó x = vy 
dy = vdx • xdv dx = vdy • ydv 

Si el coef ic iente del dx es más senci l lo que el del dy se u t i l i za la s u s t i -
tución x = vy y si el coef ic iente del dy es mós senci l lo que el del dx 
entonces ut i l izaremos y = vx. 
Si ambos coef ic ientes son del mismo grado de d i f icu l tad, podemos ut i l izar 
cualquiera de las dos susti tuciones. 

3) Sust i tu i remos la variable y el di ferencial en la ecuación di ferencial y 
después realizaremos los productos. 

4) Resolvemos lo ecuación diferencial resultante. 

5) Volvemos o les variebles origíneles. 
PROBLEMAS RESUELTOS DE ECUACIONES DIFERENCIALES HOMOGENEAS 

1) ( 3x + 2y ) dx + 2x dy = O 
SOLUCION: 

e) Identi f iceción: 

Los términos son 3x , 2y y 2x sustituyendo x e y por t queden t , t , y t 
como los t res quedaron con t elevede e le mismo potencie por lo tentó lo 
ecueclón si es homogéneo. 

b) Determinación de le verieble y di ferencial que seldrén y sustituciones: 
como el dy t iene el coef ic iente con el menor número de términos, entonces 
le verieble que solé es le de este di ferencial es decir, seldré le verieble y 
y el dy oplicondo el segundo peso. 

y = vx ; dy = v dx + x dv 
(3x+2vx)dx • 2x(vdx+xdv) = O 
3xdx + 2vxdx + 2xvdx + 2x2dv = O 
x(3+4v)dx +2x2dv = O (a) 

sustituyendo y y dy en 1 
mult ipl icando 
agrupando y factorizando 

c) Resolviendo por separeción de verieble 

Factor= [ 1 — J 
L (3+4v)x2 J 

[ x ( 3 • 4v )dx • 2x 2 = 

dx + 2dv 
3+4v 

= O 

Multipl icando por (e) 

Reelizendo el producto 

integramos. 

(b) 
f dx + f 2dv r 

d) Solución de integrales: 

JJbL = ínlxl + c 

í_2Jly_ ~ í - S ü - = m | u | *c 
J 3+4v J u 

u = 3 + 4u; du = 4du; Completemos mult ipl icando y dividiendo por 2 

Obtención de la solución general: de (b) 

In lx l + -5- ln l3*4v l = c 

1n(x)2+ lnl3+4vl = c 

ln [x2 (3+4v) l r c 

Mult ipl icando por 2 y eplicendo (c)ln(u) = ln(u) 

Aplicando ln(o) * ln(b) = ln(eb) 

Exponenciendo. 

Inlx (3+4v)l o 
e = e 

Um> c 
Aplicondo e = u ; e = c. 



X2 (3+4V) = C De (b) y = vx , v = y_ Sus t i tuyendo v 
x 

x 2 (3 + Í H ) = c Mult ipl icando la x2 

x 
3x 2 • 4xy = c Factorizando. 

x(3x+4y) = c SOLUCION GENERAL 

2.- [x+y sen(y/x)) dx - x sen (y /x) dy = O 

SOLUCION: 
a) Identi f icación: 

Los términos son x ; y sen(y/x) y x sen(y/x) sustituyendo x e y por 
t quedan t ; t sen( t / t ) = t y t sen ( t / t ) = t como los t res términos que-
daron con t elevada a la misma potencia, entonces la ecuación sí es homo -
génea. 

b) Determinación de la variable y di ferencial que saldrán, y sust i tuciones : 
como el dy t iene el coef ic iente más senci l lo entonces saldrá la variable y 
y el dy . 

Aplicando el segundo paso del método y = vx ; dy = v dx • x dv susti tuyendo 
y y dy en (2). 

[ x • vx s e n ( ^ ) ] d x - [ x s e n ( ^ ) ] [ vdx • x dv ] = O Multipl icando 

x dx • vx sen(v) dx - xv sen (v) dx - x2 sen(v) dv = O Reduciendo, 

x dx - x2sen (v) dv = O (1) 

c) Resolviendo por separación de variables : 

FACTOR = [ 7 5 ] Mult ipl icando 1 por este fac to r 

[ x dx - xsen(v) dv = o ] [ ^ ] Realizando el producto. 

- sen (v) dv = O Integramos. x 

J Í L - J S e n ( v ) d v = J o (2) 

d) Solución de integrales: 

í — = lnlxl + c 
J x 

| sen (v) dv « J sen(u) du = - cos(u) + c ; 

e) Obtención de la solución general de (2) 

| Y - - Jsen(v) dv = j o Integrando. 

lnlxl • eos (v) = c de (b) y = vx ; v = i ; sustituyendo v. 
x 

lnlxl • cos(JL) = c SOLUCION GENERAL. 

3) xdy-ydx=/(x2+ y2)1 dx 

SOLUCION: 
a)ldent1f1cadón: 
Los términos son (para checar si es homogénea). Aplicando x ; y ; 

sustituyendo x y y por t . 

t ; t ; 7t? = t ; / t 2 =t como los tres términos quedaron con t elevada a la 
misma potencia, sí es homogénea. 

b) Determinación de la variable y diferencial, que saldrán ,y sustituyendo 
Como el dy tiene el coeficiente más sencillo entonces, saldrá la variable y 
y el dy .Aplicando el segundo paso del método. 

y=vx ; dy = vdx • xdv Sustituyendo en (3) 

x(vdx+xdv) - vxdx= /x 2 *v 2 x 2 ' dx Multiplicando 

xvdx • x ^ v - vxdx = / x 2 (1+v2)' dx Reduciendo 

x2dv = x / í + v 2 dx ( I ) 

c)Resolviendo por separación de variables: 

Factor= [ x 2 ( 7 i + v i ) ] Multiplicando i por este factor 



_dv ÖÄ. = o 
/TW2 x 

[ x 2 d v = x / 1 + v - d x i r 2 / / T " g " J Real izando e) producto e igualando L JL x w i + v acero. 

Integramos 

(II) 
Í 7 « » - Í * - J ° 

d) Solución de integróles: 

i ~ í - d ü — = lnlu + y T ñ F l + C : u 2 = v 2 = > U = 
J / r ^ 2 J / T h J 5 

I = in Ixl • c 

e) Obtención de la solución general: de ( H ) 

l / ü v 2 • 
In Iv+ZT^v7" I - In |xl=c 

, n ( V + / 1 + V 2 ) 
e ^ ^ M ) = e 

v « V l + v : 
=c 

V+ S CX 

i * / i * ( y 2 / x 2 ) = cx 

CX 

y + / x 2 +y2 r ex 2 

Integrando 

Aplicando lna - inb = 1n(a/b) 

Exponenciando 

Aplicando e™ = u; e° = c 

Despejando 

de(b) y=vx = 

Reduciendo 

Multiplicando por x 

SOLUCION GENERAL 

x=0 cuando y=1 

v=y/x; Sust i tuyendo v 

(4) yx 2 dx - (x* • y 3 )dy = O . 

SOLUCION : 

a) Ident i f icación : (nos Piden la solución part icular) , 
Los términos son yx2 ; x * y y 3 sustituyendo x e y p o r t ; ( t ) ( t )=t ; t 
y t 3 como todos los términos quedaron con t elevada el cubo,entonces la 
ecuación s í es homoqénea. 

b) Determinación de la variable y di ferencial que saldrán,sust i tuciones^ 
Como el dx t iene el coef ic iente más senci l lo entonces saldra le variable 
x y el dx. Aplicando el segundo paso del Método. 

x = vy , úx = vüy + yúv Sustituyendo en (4) 

y ( v 2 y 2 ) (vdy + ydv ) - ( v 3 y 3 +y 3 ) dy=0 

v 3 y 3 dy + y 4 v 2 dv - v 3 y 3 d y - y3dy r 0 

y 4 v 2 dv - y3dy=0 ( I ) 

c) Resolviendo por separación de variables: 

Mult ipl icando 

Reduciendo 

FACTOR 1 

•» a 

[ j J S f a v - j f d g . o ] 
y ] 

V S » » - S ä . s O 

J * v - J * =Jo 

V 3 

— - In lyl = c 

v3 - 31n lyl = c 

ln (y)3= v3 • c 
In (y)3 v » * c 

e - e 

3 U3 
y = e c 

y3= C e ^ y 3 

Mul t i p l i cando ! por este fac tor 

Realizando el producto 

Integrando 

Resolviendo 

Mult ip l icando por 3 
Aplicando clnu = 1n uc 

despejando 

Exponenciando 

Aplicando e * u = u; 
e(* + b) = e a e b ; e c = c 

de b) x = vy v = x /y ; 
sustituyendo v 

Solución general 

d) Obtención de la solución part icular. 
sustituyendo x = 0 y y=1 en la solución general 

(1)3= c e° c = 1 sustituyendo en la solución general 

yS= Solución par t icu lar 



Encuentre lo solución de las siguientes ecuaciones diferenciales. 

1) ( 6 x 2 - 7 i f )dx - 14xydy = O 

2) (2 /xy - y)dx - xdy = O 

3) [y + x ctg(x/y) ldx - xdy = O 

4) (y • V xz+ y2 )dx - xdy = O 

5) dy _ 2y4 • x4 

dx xy3 , . »2 
^ L . 2xye g 

d X " « * • tfe*** • 
7 ) 

dx x - y2 (y/x) 

8) (x 2+y 2 )dx + (x 2 -xy)dy = O 

9) y ( x 2 * xy - 2y^dx + x(3y* - xy - x*)dy = O 

10) ( x ^ • y*)dx - 2x*dy = 0 y = 3 cuando x= 2 

11) [x • ye ( v / x ) ]dx - xeCy/x)dy = O ; y = O cuando x = 1 

12) ^ d x • ( x 2 + x y + y2 )dy = O ; y= 1 cuando x=0 

SOLUCIONES 

I ) 2 X 3 = c • 7 x y 2 2 ) V X T = C * X 3 ) x eos ( y / x ) = c 

4) y • V x 2 * y 2 = c x 2
 5 ) y4 + c 

6 ) y + c [ l + e ^ 2 ] 7) x 2+ y 2 = c y Q ) ( x + y }
2

= c 

9) 2y2 in( y 3 / x 2 ) • 2xy+ x 2 = cy2 10) 5xy2= 18 ( y 2 - x 2 ) 

I I ) l n ( x ) = e C y / x ) - l 12) (x + y ) ln lyl • x = O 

Este método se aplica para ecuaciones que tengan la forma: 

1) (ax + by • c)dx ± (ax + by * f )dy = 0 1 
I Coeficientes que representan 

2) (ax • by • c)dx i (nax + mby «• j)dy = O | r e c t a s P 0 r a l e l a s 

3) (ax2+ by2+ c )xdx±(ax 2 + bu 2* f)udu = O 1 E c u a c í o n e s tendrían la 
I forma de los 2 casos ante-

. w 2 l . 2 x I r iores ol sust i tu i r . 4) (ax^+ by2+ c)xdx± (nax2+ mby2+ i)ydy=0 2 o 
J r = x ; w = y ^ dr=2xdx; dw=2ydy 

1 Ecuaciones que solo un di ferencial tenga 
5) (ax +by • c)dx i cte. dy = O I c o m o coef iciente la ecuación de una recta 

~ f y el otro di ferencial sólo tenga una cons-
6) (ax z * by 2 * c ) x d x i cte. dy = O I tante como coef ic iente. 

J r=x2,w=y2
í dr=2xdx; dw=2ydy 

Método: 
1 - Checar que lo ecuación tenqa la formo, esto es que los coef ic ientes 

de los di ferencióles representen ecuaciones de rectos paralelos o 
bien que solo un di ferencial tengo como coef ic iente lo ecuación de 
una recto mientras que el otro di ferencial solo que tengo una constante 
como coeficiente. 

2.- Haremos z igual a la relación ax • by y diferenciando esta ecuación 
encontraremos el valor de dz . 

3.- Despejaremos de la ecuación de dz (paso 2) el d i ferencial que en la 
ecuación d i ferenc ia l tenga el coef ic iente con el menor número de 
términos. Si los 2 coef ic ientes tienen el mismo número de términos 
se despejaré de lo ecuación de dz cualquiera de los 2 diferencióles. 

4.- Sust i tu i remos z y el diferencio! que despejamos, en lo ecuación 
di ferencial . 

5 - La ecuación resultante se resuelve por el método de separación de 
variables. 



ó.- Una ve: encontrada la solución, susti tuiremos el valor de z por el que le 
astgn&mos en el paso 2. Esta será nuestra Solución General. 

Nota 
En las ecuaciones de la forma 3, 4 y 6 primero se harán las sustituciones 
de r=x 2 , dr=2xdx; w=y 2 ; dw=2ydy y después ya seguiremos con todos los 
pasos. 

(La relación será ar + bw). 

PROBLEMAS RESUELTOS POR EL METODO DE SIMPLE SUSTITUCION 

Encuentre la solución general de las siguientes ecuaciones diferenciales. 

1) (3x • 2y - 3)dx • (6x • 4y)dy = O 

SOLUCION : 
a) Identif icación: 

Checaremos si son rectas paralelas o no. 
Del coeficiente de dx ; A=3 ; B=2 ; m=-A/B=-3/2=m 
Del coeficiente de dy ; A=6 ; B=4 ; m=-A/B=-6/4=-3/2=m 
Como las pendientes (m) son iguales entonces la ecuación diferencial si 
tiene la forma (rectas paralelas). 

b) Obtención de las ecuaciones de sust i tución : 
Haremos z igual a la relación que sea el submúltiplo, en este caso: 

z=3x • 2y = > dz=3dx • 2dy 

Como el dy tiene el coeficiente más sencil lo en la ecuación diferencial 
entonces será el que despejemos. 

friijH? - 3 d x 

c) Sustituciones de z y dy 
(3x • 2y - 3)dx + (6x • 4y)dy = O 

(z-3)dx * 2 z ( d z - 5 d x ) = O 
2 

zdx - 3dx • zdz - 3zdx = O 

(z)dz - (2z • 3)dx r O ( I ) 

Sustituyendo z y dy 
Multiplicando 

Agrupando 

d) Aplicando el método de separación de variables: 

Factor = [ 2 2 + 3 ] 

jzdz - (2z + 3)dx = oj ^ " j j V y J 

zäz. 
2z + 3 - dx = O 

Multiplicando I por el factor 

Multiplicando 

Integramos 

Í I ^ - M ' < n > 

Í
olución 
dx = x • 

e) Solución de integrales: 
c 

función impropia por lo tonto hay que dividir . 

1/2 
2z • 3 [ 

- 3 /2 
- 3 / 2 

+ - 3 /2 Integrando 
2z + 3 2 2z + 3 ambos lodos 

(III) 

f ) Obtención de lo solución general: De I I 

féír-M» 

2 | d z - T ( t ) í S ^ " l d x = I o 1 n t e 9 r a n d 0 

J _ (z) - i 1n|2z + 3| - x 
2 4 

2z - ln (2z + 3) - 4x = C 

- c mult ipl icando por 4 , 
aplicando c l n u r i n u 0 

de b), z r 3x+ 2y; sustituyendo 



2(3x+2y) - ln(2(3x+2y) + 3 f - 4x = c 

2x + 4y = c • ln (6x + 4y + 3)3; 

desarrollando y reduciendo 

2(x+2y) = c+ln(6x+4y+3)3 

SOLUCION GENERAL. 

2) 2(x-y)dx • dy = O 

SOLUCION: 

a) Ident i f icación: 
Como el dx tiene como coef ic iente la ecuación de una recta x-y y el dy 
t iene 1 como coef ic iente, sí es de s imple sus t i tuc ión del caso 5. 

b) Obtención de las ecuaciones de sust i tuc ión: 
Haremos z igual a la re lación de var iables, es decir 

z = x-y diferenciando 
dz = dx-dy despejando dy dado que t iene el coef ic iente mas simple 
dy = dx - dz 

c) Sust i tuciones: 
2(x-y)dx • dy = O (sust i tuyendo z y dy ) 
2z dx • dx-dz = O (agrupando) 
(2z +1)dx - dz = O (1) 

d) Aplicando el método de separación de variables. 

FACTOR = f — ! — 1 mul t ip l icando ( O por el f ac to r 
L 2z+1 J 

[ ( 2 z + 1 ) d x - d z = o ] [ _ i _ ] 

integramos 

completamos la segunda in tegra l 

integrando 

mul t ip l icando por 2 y 
sust i tuyendo z = x -y 

y despejando x 

2x = c • Ln |2(x-y) • 1| SOLUCION GENERAL 

2z+1 

m ^ W » 

í - i í « - Í ° 

x . J - ln I2z+1I = c 
* 2 

3) (2x2 + y2 + 6)x dx + (2x2+ y 2 )y dy = O 

SOLUCION: 

a) Transformación: 
Como t iene la forma (3) haremos: 

r = X2; dr r 2x dx; d r / 2 = x dx ; w = y 2 ; dw = 2y dy ; d w / 2 = y dy. 

Sustituyendo estas relaciones: 

(2r+w+6)^jp + ( 2 r + w ) 4 £ = 0 mul t ip l icando por 2 
¿ 2 

(1) (2r+w+6)dr + (2r+w)dw = 0 la cual t iene le forma 

de dr A = 2 ; B = 1 ; m = - 2 / 1 = - 2 

de dw A = 2 ; B = 1 ; m = - 2 / 1 = - 2 

b) Ecuaciones de sust i tuc ión: 

Haremos z igual a la re lación de variables, 
z = 2 r + w diferenciando ; dz = 2dr • dw despejando dw ; 

dw= dz-2dr. . 

c) Sust i tuciones: de (1) 

(2r+w+6)dr • (2r+w)dw = O susti tuyendo z y dw 
(z+6)dr + z(dz-2dr) = O mul t ip l icando y agrupando 
(6-z )dr + z dz = O (2) 

d) Resolviendo por separación de variables: 

Factor = [ _ J _ 1 mul t ip l icando 2 por fac to r 
L 6 - z J 

[ ( 6 - z )d r • z dz = o ] [ 6
1 _ z ] mul t ipUc 

tír + z dz _ o integremos 
6 -z 



e) Solución de integrales: 

Jdr = r + c ; 
- 1 

| ; como es una fracción Impropia , - z + 6 
dividiremos: 6 

• 6 

_ z _ = - 1 • — § — Integrando en ambos lados 
6 - 2 6 - 2 

Í " 6 ^ = " í d 2 + 6 Í T ^ V ( 3 ) 

f ) Obtención de la solución general: de (4) 

| d r + J - J J f e - x J o Sustituyendo ( 3 ) ; J d r - Jdz • 6 ( - 1 ) J í | J ^ = J o 

r - z - 61n (6-z) = c : Sustituyendo z= ( 2 r + w ) ; 

r - (2r+w) - ln (6 - 2 r - w ) 6 = c Reduciendo y mult ipl icando por - 1 

r • w • ln (6 - 2r - w ) 6 = c Sustituyendo r^x 2 ; w r y 2 

x 2 • ^ 1n(6 - 2X2 - y 2 f =c Solución general 

Encuentre la solución de las siguientes ecuaciones diferenciales. 

( I ) (x+2y+3)dx + (2x+4y-1)dy=0 
(3) (2x-3y+2)dx + 3(4x-6y-1)dy=0 
(5) (x -2y+5)dx- [2(x-2y)+9]dy=0 
(7) (x+y)dx + (x+y-2)=0 

(9) (2x+3y-1)dx = (5-2x-3y)dy 

( I I ) (12X 2 -18y* -3 )ydy * (2x 2 -3y 2 +2)xdx 

SOLUCIONES 

( I ) x**4xy +4y2+6x=c+2y 

(3) x+6y*ln(2x-3y)=c 

(5) (x-2y)2+ 10(x-2y)+2y=c 

(7) (x+y? =4y+c 

(9) x+y+c=41n(2x+3y+7) 

( I I ) x2 + 6y2 + ln(2x2-3i f)=c 

(2) (x+y-3)dx + (x+y+4)dy=0 

(4) (2x+y)dx - (4x+2y-1 )dy=0 

(6) 2dx + (2x+3y)dy=0 

(8) (3x-y+4)dx + dy=0 

(10) (x2+y2+4)ydy+ (x2^y2-3)xdx=0 

(2) x ^ 2 x y +IJ2 +8y=c+6x 

(4) 5x-10y+ln( 10x+5y-2)=c 

(6) (2x*3y-3)e y =c 

(8) 3x+7=y+cex 

(10) + 8y2=c+6x2 



e) Solución de integrales: 

Jdr = r + c ; 
- 1 

| ; como es una fracción Impropia , - z + 6 
dividiremos: 6 

• 6 

_ z _ = - 1 • — § — Integrando en ambos lados 
6 - 2 6 - z 

Í " 6 ^ = " í d 2 + 6 Í T ^ V ( 3 ) 

f ) Obtención de la solución general: de (4) 

| d r + J - J J f e - x J o Sustituyendo ( 3 ) ; J d r - Jdz • 6 ( - 1 ) J í | J ^ = J o 

r - z - 61n (6-z) = c : Sustituyendo z= ( 2 r + w ) ; 

r - (2r+w) - ln (6 - 2 r - w ) 6 = c Reduciendo y mult ipl icando por - 1 

r • w • ln (6 - 2r - w ) 6 = c Sustituyendo r=x2 ; w r y 2 

x 2 • ^ 1n(6 - 2X2 - y 2 t =c Solución general 

Encuentre la solución de las siguientes ecuaciones diferenciales. 

( I ) (x+2y+3)dx + (2x+4y-1)dy=0 
(3) (2x-3y+2)dx + 3(4x-6y-1)dy=0 
(5) (x -2y+5)dx- [2(x-2y)+9]dy=0 
(7) (x+y)dx + (x+y-2)=0 

(9) (2x+3y-1)dx = (5-2x-3y)dy 

( I I ) (12x2-18y*-3)ydy * (2x2-3y2+2)xdx 

SOLUCIONES 

( I ) x**4xy +4y2+6x=c+2y 

(3) x+6y*ln(2x-3y)=c 

(5) (x-2y)2+ 10(x-2y)+2y=c 

(7) (x+y? =4y+c 

(9) x+y+c=41n(2x+3y+7) 

( I I ) x2 + 6y2 + ln(2x2-3i f)=c 

(2) (x+y-3)dx + (x+y+4)dy=0 

(4) (2x+y)dx - (4x+2y-1 )dy=0 

(6) 2dx + (2x+3y)dy=0 

(8) (3x-y+4)dx + dy=0 

(10) (x2+y2+4)ydy+ (x2^y2-3)xdx=0 

(2) x ^ 2 x y +IJ2 +8y=c+6x 

(4) 5x-10y+ln( 10x+5y-2)=c 

(6) (2x*3y-3)e y =c 

(8) 3x+7=y+cex 

(10) + 8y2=c+6x2 



ECUACIONES DE LA FORMA 

(ax+by c)dx+(fx+gy+h )dy=0 ó (ax2+by2 +c)xdx+(fx2+gy2 + h)ydy=0 

EN LA QUE LOS COEFICIENTES REPRESENTAN RECTAS NO PARALELAS 

METODO PARA LA OBTENCION DE LA SOLUCION GENERAL: 

1 - Identi f icaremos que la ecuación es de esté método y no el anter ior cuando 
las pendientes sean di ferentes . 

2 - Sust i tu i remos x=x'+h ; y=y'+k ; dx=dx' ; dy=dy' 

3 - Tomaremos los términos de h ; k y la constante que aparezcan en el 
coef ic iente de cada di ferencial y los Igualaremos a cero, con lo cual 
tendremos 2 ecuaciones que contengan h y k . A par t i r de estas 
ecuaciones encontraremos los valores de h y k . 

4 - Sut i tu i remos los volores de h y k en la ecuación del paso 2 con lo 
cual solo nos deben quedor los variables primas en cada coef ic iente 
de codo di ferencia l . 

5 - Esta ecuación (paso 4) se resolveré por homogéneos. 
6 - Obtenida la solución sust i tu i remos primero v la cual la ut i l izamos en 

lo homogéneo y después sust i tu i remos x Y y despejándolas de las 
ecuaciones con que Iniciemos el método,es decir,de x=x'+h despejando 
x', tenemos x'=x-h ; qe y = y*+k despejondo y, tenemos y'=y-k . 

PROBLEMAS RESUELTOS 

I ) Determine la solución general de las siguientes ecuaciones . 

1) (2x+3y-1 )dx-4(x+1)dy=0 

SOLUCION: 

o) Identi f icación: 
Del coef ic iente de dx A=2; B=3; m=-2 /3 
Del coef ic iente de dy A=1; B=0; m=-1 /0 (Indefinido) 
Como los pendientes son di ferentes entonces lo ecuación di ferencial 
sí t iene lo formo. 

b) Sustituciones: 
x= x'+h ; y= y'+k 
dx=dx* ; dy=dy' sustituyendo 
(2x+3y-1 )dx - 4(x+1 )dy = O sustituyendo x , y , dx, dy 
(2x'+2h+3y'+3k-1 )dx' - 4tx'+h+1)dya = O tomando h, k y la constante. 
Del dx 2h+3k-1 = O (1) 
Del dy h + 1 = 0 ; h = - 1 sustituyendo h en (1) 
2 ( -1 )+3k -1 = 0; k=1. sustituyendo h y k en (1) 
[2x> 2( -1 )+3y'+3( 1)-1 ]dx' - 4(x - 1 • 1 )dy* = O reduciendo 
(2x'+3y ,)dx'-4x ,dy' = O <T) 

c) Resolviendo por homogéneas: 
Como el dy tiene el coef ic iente más senci l lo entonces sust i tu i remos la y. 
y" = v x ' ; dy' = vdx* + x'dv sustituyendo y y dy en (T) 
(2x'+3vx')dx' - 4x'(vdx*+x*dv) = O mult ipl icando 
2x ,dx ,+3vx'dx'-4x'vdx'-4x , 2dv = O agrupando 

(2 -v )x 'dx-4x , 2 dv = 0 0 

d) Resolviendo por separación de variables: 

FACTOR = [ 1 1 mult ipl icando G ) por este factor 
L (2-v) x ' 2 J ^ 

[ (2 -v )x 'dx ' -4x ' 2 dv = o ] [ x . 2 ] 

tif—ter-i' 

J f " « - » ¡ ^ - í ° 

lnlx'l •41n|2-v| = C 

J n [ x t 2 - Y ) 4 l _ O 
t — V 

Integramos 

mult ipl icando y dividiendo por - 1 
completemos lo segunda integral 

integrando 

exponenciondo 

aplicando u ; e° = C 



x'(2-v)* = C sustituyendo v = yVx' 
x ,(2-y , /x')4 = C simplificando 

= c mult ipl icando por x ' 3 

(2x'-u*)4 - ex'3 sustituyendo x* = x-h ; x'= x+1 y ' y'= y - k ; y'= y-1 

(2x+2-y+1J4 = C(x+1J3 reduciendo 

» (2x-y+3)4=C(x+1)3 ISOLUCION GENERAL 

2) (x 2 -2y 2 +4)x dx + (2x2 -y2+2)y dy = O ; y=0 cuando x=2 

SOLUCION: nos piden solución part icular 

a) Transformación: 

Como tiene la segunda forma; 

r = x 2 ; dr = 2x dx; w = y 2 ; dw = 2y dy; d w / 2 = y dy ; d r /2 = x dx. 

Sustituyendo estas relaciones en 2) 
( r - 2 w * 4 ) d r / 2 + (2 r -w+2)dw/2 = O mult ipl icando por 2 

(7) ( r - 2w*4 )d r • (2 r -w*2)dw = O checando la forma: 
De dr A=1; B=-2; m = - 1 / - 2 = 1/2 
De dw A=2; B = - 1 ; m = - 2 / - 1 = 2 

Como las pendientes son diferentes entonces si es ecuación de la forma. 

b) Sustituciones: como no son x y y se pueden poner h y k en cualquier 
sust i tución 

r = r*+h; w = w'+k 
dr = dr* ; dw = dw*. sustituyendo en (¿ ) 

( 2 ) (r ,+h-2w*-2k+4)dr* + (2r , +2h-w-k^2)dw' = 0. Tomando h, k y lo constante 
¿> h-2k+4 = O Multiplicando a) por ( -2 ) 1 0 sust i tución 
b ) 2h- k+2 = O sumando b) y c) 
c ) -9h+4k-B = o 

3k-6 = O ; k=2 sustituyendo en a) h-(2)2+4 = O ; h=9 

Sustituyendo h y k en (5) 

l r+0-2w' -2(2)+4 ldr* + [2r>2(0) -W-2+2ldw' = O 
( r* -2w')dr * (2r , -w , )dW = O © 

c) Resolviendo por homogéneas: 
Como los dos diferenciales están igual de complicados , o sea , los 
dos tienen dos términos, podemos sus t i tu i r cualquier variable 
arbitrariamente: 

w ' = v r ' ; dw' = vdr'+ r'dv. sustituyendo w ' y dw' en 
<r'- 2vr ')dr '+ (2 r ' - v r 'Xvdr ' * r'dv) = O mult ipl icando. 
r ' d r '=2v r £ d f>2vn3r ' f2 r ' • - v2 r ' d r ' - v r ' 2 dv = O agrupando 
(1 -v 2 ) r 'd r '+ (2 -v ) r ' 2 dv = O @ 

d) Resolviendo por separación de variables. 

FACTOR - £ ( i - v ) r ' 2 ] Multiplicando 0 por este 
factor 

[ ( 1 - v 2 ) r ' d r ' + ( 2 - v ) r ' 2 d v = O J J 

" r " + ^ "y2d V = 0 separando la segunda integral 

_flt'+ 2dv y dv _ n r ' ~ - J T ^ T 0 integramos 

J f ' - 2 J A J - í S - J o © 

e) Solución de integrales: 

J - f ? » I n l r ' U c 

J A " J A " i ( n r ) * c • , 2 = u 2 ' »="• í v = 
du 

í ^ - * \Ú1L = ln lu l + c u=1- v 2 ; du= - 2vdv completamos muí 
J 1 " v 2 J u t ipl icando y dividiendo por ( -2 ) 

f ) Obtención de la solución general: de ( f ) 

J M A - ¿ J ' A ^ J » 



in I r'l +2(1/2) ln ( ^ A + 1/2 In (1- v2 ) = C Multiplicado por 2 y 
1 1 V " V aplicando C In u = In uc 

ln ( r ' ) 2 • In • In (1- v 2 ) = C Aplicando In a • In b • In c = In(abc) 

In 

In 
e 

r r" ( 1 + v ) 2 ( 1 - v 2 ) I = c E x p o n e n c i o n d o 

L ( i - v ) 2 J 

r r , 2 (Kv) 2 ( i -v 2 ) 1 = e c Ap l i candoe* u = u ; e °=c y ( i - v 2 ) = ( i - v ) ( i * v) 
L o-*r J 

r ' 2 ( 1 ^ v ) 2 ( M ) ( M ) Reduciendo 

O 

r*2 (1 ̂ v)5 =c( 1 - v ) Sustituyendo v = w 7 r 

r ' 2 ( i f w 7 r ) 3 s c ( l - w V r ) Reduciendo 

Mult ip l icando por r ' 

( r ' +w ' ) 3 =c( r ' -w ' ) Sustituyendo r '= r -h r = r ; W = w - k w ' = w - 2 

debido que h=0;k=2; ( r+w-2} 5 = c ( r -w+2) Sustituyendo r=x 2 ; :w=y 2 

(x2 + y 2 -2 ) 3 =c(x 2 - y2+2 ) SOLUCION GENERAL 

g) obtención de la solución por t lcu lor : 
Sust i tuyendo y=0; x=2 en lo solución generol por lo tonto 

(2* 0 -2 ) 3 =c(2 - 0+2) reduciendo; 

8=c(6) c=8 /6 c=4 /3 Sustituyendo c en solución general 

( x 2 ^y 2 -2 ) 3 = (4 /3) (x 2 -y 2 +2) mul t ip l icando por 3 

3 (x^y 2 -2 ) 3 = 4(x2 -y2 +2) SOLUCION PARTICULAR 

PROLEMAS PROPUESTOS PARA RESOLVERSE POR ECUACIONES DE LA 
FORMA 

Encuentre la solución de las siguientes ecuaciones d i ferencia les 

1) (x-2y+4)dx+(2x-y+2)dy=0 

2) (2x+3y)dx+(y+2)dy=0 

3) (4x+3y-7)dx+(3x-7y+4)dy=0 

4 ) (2x-2y)dx+(y-1)dy=0 

5) (2x-3y-30)dx-(2y+3x)dy=0 

6) (x-2y+1)dx+(4x-3y-6)dy=0 

7) (5x+4y+4)dx+(4x+3y+1)dy=0 

8) (x -2y)dx+(2x-y-3)dy=0 

y=-1 cuando x = - i 

SOLUCIONES 

1) ( x + y - 2 ? = c ( x - y + 2 ) 

3) 4x 2 +6xy -7y 2 - 14x+8y=c 

5) x 2 - 3 x y - y 2 - 1 3 x = c 

7) (2x+y-5)2=(3x+2y-2)2+c 

2) (y+2x-4) 2 =c(x+y-1) 

4) Ln[(y-x)2 +(x-1J2 ]+2 orc tg p ^ j ] = c 

6) (x+3y-9) 5=c(y-x+1) 

8) ( x + y - 3 f =125 (x -y -1 ) 



ECUACIONES DIFERENCALES EXACTAS 

Antes de empezar con este método, estudiaremos qué es una ecuación 
di ferencial exacta para después, aprender el método para su solución. 
La di ferencial to ta l de una función f(x,y) es: 

A la parte de le derecha de la ecuación se le l lame di ferenciel execte y 
cuendo se iguele éste e cero, se le Heme ECUACION DIFERENCIAL EXACTA, 
es decir: 

I L d x + -áldy = O Ecueción Diferenciel Execte 
dx dy 

Ejemplo: 

Determine le di ferenciel to te l de le función f(x,y) = 3 x 2 * 2 x 3 y - 7y3 . 

SOLUCION: 

Como velemos anteriormente, le di ferenciel to te l de le función es: 

d [ f ( x , y ) ] = | I d x + | ^ d y Sustituyendo f(x,y) 

d [ f (x ,y ) ] = (6x*6x2y)dx • (2x 3 -21y 2 )dy 

Como veíemos enteriormente le ecueción di ferenciel execte serie: 

(6x+6x2y)dx + (2x 3 -21y 2 )dy = O 

Lo impórtente pere nosotros es cómo saber que le ecuación di ferencial 
que se nos da es ecuación di ferencial exacta, pare esto, podemos 
epl icer el siguiente método. 

METODO PARA IDENTIFICAR UNA ECUACION DIFERENCIAL EXACTA 

1) Llamaremos M al coef ic iente del dx y N al coef ic iente del dy , como 
ecuación quedaría: 

Mdx + Ndy = O 
2 ) Una ecuación di ferencial seré ecueción di ferenciel execte,cuendo seen 

igueles les derivedes percieles de los coeficientes de ceda diferencial 
con respecto a la varieble del otro diferenciemos decir, el coeficiente 
del dx (M) se den vere'perci el mente con respecto e y y el coeficiente 
del dy (N) se derívere' parcial mente con respecto a x , como ecuación; 
una ecueción diferenciel es execte si ^ - dN 

5y ~ d i 
Del e jerc ic io enter ior tenemos: 

(6x+6x2y)dx + (2x 3 -21y 2 )dy = O 

vemos e comprober que es ecueción di ferencial execte. 

SOLUCION: 

e) Obtención de M , N y les derivedes percieles: 
M = 6x+6x2y ; N = 2 x 3 - 2 1 y 2 . Obteniendo les derivedes percieles 

dM = d(6x+6x2y) _ 6 x 2 

dN = ^ ( 2 x 3 - 21y 2 ) = 6 x 2 
dx dx 

Conclusión: 

Como dM . dN L q e c u 0 c i ó n d i ferenciel SI es execte. 
dy dx 

NOTAS: 

1) Es Importante resal ter que le forma de la ecuación di ferencial que nos 
den, debe estar como; Mdx+Ndy= O es decir, como una suma si no es así, 
tendremos que darle a la ecuación esa forma pare poder checar si es 
exacta. 



2) Cuando las variables NO sean x y y , se denominarán ti y N 
arbitrariamente, recordemos que la ecuación 
cuando las derivadas parciales de los c o e f i c i e n t e s d e c a d a d i í e r e n a 
con respecto a la var iable del otro d i ferenc ia l , SEAN IGUALES. 

EJEMPLO: , . 
Determine si la ecuación: [sen(e)*b]de • [e-2cos(b)]db = 0. es exacta. 
SOLUCION: 

Como NO son x y y las var iables, entonces tomaremos M y N 
arb i t ra r iamente ,por e jemplo que lo ecuación sea de la forma; 

Mda • Ndb = O es deci r , 
M = sen(a)+b ; N=e-2cos(b) 

poro saber si es exacta tendremos que obtener JM_ y dN_ dado que 
db da 

M está con da y N está con db en lo ecuación or ig inal . 
Obteniendo los der ivodas: dM _ a[sen(o)*bl _ 1 W ~ ~ db 

¡ ^ _ ala - 2cos(b)l _ i 
da ~ da 

Como dM = M entonces lo ecuación d i ferenc ia l si es exacta, 
db d Q 

Ahora bien, ya sabemos cuándo una ecuación es exacta, el método para 
obtener lo solución general t iene uno var iante con respecto o los 
demos métodos debido o que la ecuación d i ferenc ia l exacta proviene de 

derivodos porcioles. 
Existen vohos métodos pora encontrar la solución general de una 
ecuación d i ferenc ia l exacta, aquí estudiaremos uno de el los. 

METODO PARA LA OBTENCION DE LA SOLUCION GENERAL 

1) Ya que checamos que la ecuación sí es exacta pasaremos a in tegrar por 
separado cada parte de la ecuación, esto e s , J M C se resolverá por un 

M í ; este método, al i n tegra r , las v a r l a b l e s q u e n o s ^ 
iquales a la var iable del d i ferenc ia l se tomarán como constantes enjMdx 
las y serán constontes ,en jNdy los x serán constantes. 

2) Al rea l izar cada integra l se debería sumar a cada resultado la constante 
to ta l de integración C ^ólo que en nuestras integrales también son 
tomadas como constantes algún t i n n de variable por lo tanto, la constante 
de inte - a c i ó n se representará p o r f l v a r l , donde colocaremos la variable 
que se tomó como constante en dicha integral . 

3) Encontraremos el valor de los$ |va r l , los cuales estarán formados por los 
términos que aparezcan en la solución de 1« otro Integral pero que no 
aparezcan en la s o l i r A n donde tenemos e l ^ I v a r l que estamos buscando. 
Por ejemp1o,$(y) es«.<irá formado por los térmir s de la solución deÍNdy 
nue no sean términos de la solución de ÍMdx (que es donde tendríamos el 

<MyJ). J 

NOTAS: 

a) (x) solo podré estar formado por R y vor lobles x , el $ (y ) solo podrá 
estor formodo por R y var iables y , de no ser osí tenemos algún error. 

b) S1 en lo solución de alguna de les integrales, aparecen logar i tmos, 
opl lcemos sus propledorips pero obtener reelmente los términos que 
eperecerán o no en cede ̂  [veri. 

c) L f t s$ [ve r l no se tomen como términos fe l ten tes es dec1r,$(x) no contendrá 
o$ (y ) o viceverso. 

4) Con el paso onter ior los dos soluciones deben ser iguales y por lo tanto la 
solución generol será cuelqulere de les soluciones en donde ésto solución 
se iguelorá e C (constante de integración) pero que ye seo le solución 
generol. 

155424 



Determine si los siguientes ecuaciones di ferencíeles son exectes o no y en 
caso de serlo encuentre su solución general. 

1) (3X2 +3xy2)dx • ( 3xV3y* *2y )dy=0 
SOLUCION: 

e) Ident l f lceción: M=3x2+3xy2 ; N=3x 2 y -3y 2 ^2y 

dM . d (3x 2 »3xy 2 ) _ 6 x y 

dy " dy 
dN . d(3x2 u -3y 2 +2y) _ 6 x y 

dx " dx 

como ¿ ü = ¿ ü ie ecuación d l ferencle l sí es EXACTA, 
dy dx 

b) Solución de les integrales: 

JYldx = J (3x 2 +3xy 2 )dx = 3 j x 2 d x • = x3 • ^ í i • d y ] 

y = cte. 

jNdy = J ( 3 x 2 y - 3 y 2 + 2 y ) d y = 3 x 2 j y d y - 3 j y 2 d y • 2 j ydy 

X = Cte. Tv2i»2 

c) Obtención d e * (x) y * ( y ) : Para de te rm ina r * (y) checamos la solución 
de fNdy es decir , la solución en que no e s t é * (y). Este será iguel e todos 
los términos de in solución de JNdy y que no estén en le solución donde 
esté + ( y ) . P o r a * (x) es el contrar io. 

é (u) « - y 3 + y 2 ; • (x) = * 3 Sus t i tu i r los + en las 
T * integrales. 

í M dx - X** 3 x 2 t f 2 - u 3 * y 2 Como podemos ver les dos soluciones son 
J 2 iguel es,por lo tentó le solución general es 

2 2 cualquiera de éstas Igualéndole e c . 
J N d y = ¿ ^ - y 3 + U 2 + x 3 

d) Obtención de la solución general: Tomando arbr i ter iemente J M dx 

x 3 + ! i £ i 2 - y 3 + y 2 = c 
SOLUCION GENERAL 

2) (x-1 )1 ydx + [Ln(2x-2)+ - j j ] dy=0 

SOLUCION: 

a) Ident i f icación: M=(x-1 N= Ln(2x-2)+ "¡7 
Jüsm- i r ! H i , ( x . i r i 
dy dy 

_dN_d[Ln(2x-2)+1/yl 2 i r < como m j I L 
dx dx 2x^2 ^ EXACTA 

b) Solución de las Integrales: 

ÍMdx = J ( x - 1 )1ydx= y í í > L = yLn(x-1)+0(y) En este ceso y=cte. 
y=cte. x -1 

JNdy =f [Ln(2x-2)+1/yldy =Ln(2x-2) ídy +JÜSU yLn(2x-2)+Lny+0(x) 
"x=cte. J y 

En este ceso x=cte. 

como t iene' iogerr tmos epnceremos 

Ln(2x-2) = Ln[2(x-1)] « Ln(ab) = Lna «• Lnb 

Ndy = yLn(2) • yLn (x - l ) • Lny +0(x ) 

c) Obtención de los * [ver] 

* ( y ) = yLn(2) • Lny Sustituyendo los valores de s e n las 
, v integrales 

0<x) = o 

jMdx = yLn(x-1) • yLn(2) • Lny JNdy r yLn(2) + yLn(x-1) * Lny 

d) Obtención de le solución genera l : de jNdy 

yLn(2) • yLn(x-1) • Lny = c Aplicando cLna • cLnb = cLn(ab) 

SOLUCION GENERAL yLn(2x-2) + Lny = c 



3) - (x+3)~1cos(y) dx - [sen(y) Ln(5x+15) - 1/y ] dy = O 
SOLUCION 
a) Identif icación: Como aparece la resta (Mdx- Ndy) hay que colocarla 

como la suma (Mdx + Ndy) lo que se hace es colocar el posit ivo y 
m I t ip l i ca r por menos 1 los términos que está afectando. 

(x+3)"1 cos(y)dx • [-sen(y) Ln(5x+15)+1/yldy=0 

con lo cual ya podemos determinar M y N. 

M=(x+3)"1cos(y) ; N = -i- - sen(y) Ln(5x+15) 

dM = al(x+3)"1cosyl = - ( x * 3 )" 1
 Sen(y) 

ay ay 

g f - d i i n y n ( 5 x 4 i 5 ) l • - h s * i • - s e n ( u ) fefe i 

ÜÜ r - sen y (x+3) 1 Como 4 Ü - = ^ Lo ecuación si es 
d * w ^ e x a c t a 

b) Solución de los integrales: 

Jf1dx=J(x+3r cosydx= c o s y j ^ = cosy Ln(x+3)+$(y) 
y=cte 

jNdy= J [ - L - s e n y Ln(5x+15)J dy=J^- -Ln(5x+15) Jseny dy= 

x= cte 
ÍNdy= Ln(y)*Ln(5x+15)cosy+*(x) Aplicondo Ln(5x+15)=Ln|5(x+3)l 

J Ln(ab)=Lna+Lnb 
jNdy=Lny+Ln(5)cosy+Ln(x+3)cosy+4<x) 

c)Obtención de l o s $ Ivorl 
0(y)=Lny+Ln(5)cosy 

0(X)=O 
d)Sustituyendo los t Ivorl 

Jridx= cosy Ln (x*3)+ Lny + Ln (5) cosy 

jNdyr Lny + Ln (5) cosy • Ln(x*3) cosy 

e)Obtención de lo solución generol:de jNdy 
Lny+Ln(5)cosy+Ln(x+3)cosy=C Aplicondo cLna+cLnb=cLn(ab) 

Lny+cos(y)Ln(5x+15)=C | SOLUCION GENERAL 

PROBLEMAS PROPUESTOS PARA RESOLVERSE POR EXACTAS 

Encuentre la solución general de las siguientes ecuaciones diferenciales 

1) (~xcosy+3x2y)dx+(x3-x2seny-y)dy =0 
2) (x+seny)dx+(xcosy-2y)dy =0 

3x dy , 2+ye(xg) 

d x " 2 y - x e ( x y ) 

4) Í 1 L -
dx 

5) 2xydx+(1+x2)dy=0 

6) (ysenx+xycosx)dx+(xsenx+1)dy =0 

7) le2v-ycos(xy)+2y)dx •» [2xe2y-xcos(xy)+2y*2x]dy=0 

8) y* sen(2x)dx-3 i fcos 2xdy =0 

1 0 1 • ( r ^ k p W - o 

SOLUCIONES 

1) 
2 * 2 

x cosy+x°y - y / 2 =C 7 ) xe2^- sen(xy) + y 2 * 2yx = C 

2 ) - j j - x 2 * xsen(y) - y 2 : C 8 ) y5(1+cos2x) = C 

3 ) 2x • e í x g - y2= C 9 ) x 2 y 2 ( x 2 - y 2 ) = C 

4 ) 10) x + </x2 + y2 =C 

5 ) (x2+1)y = C 
11) y 2 L n j ^ J - 3 c o s y = c 

6 ) xy sen (x) + y = C 
11) y 2 L n j ^ J - 3 c o s y = c 



FACTORES INTEGRANTES 

Una ecuación di ferencial 
M(x,y)dx • N(x,y)dy R O 

puede transformarse en una ecuación di ferencial exacta, mul t ip l icándola 
por una expresión apropiada.Esta expresión se denomine fac tor integrante 
o fec to r de integración. 

Un método pera encontrar le solución general, es mu l t i p l i ca r tode le -
ecueción di ferencie! por un fec to r integrante, el cual se obtiene de acuerdo 
a lascarec te r is t l ces de los términos que eperecen en le ecueción di ferencie! 

Ut i l izeremos le siguiente tabla: 

RELACION FACTOR INTEGRANTE DIFERENCIAL EXACTA 
xdy • ydx 1 d(xy) 
x d y - y d x 1/x2 d(y/x) 
x d y - y d x 1/y2 d(- x /y ) 
x d y - y d x 1/xy d(ln y /x ) 
x d y - y d x 1 / (x2+y2) dítanr1 y /x ) 

xdy • ydx 1/(xy>> d [ i J - 1 
y a 0 [ ( n - l X x u r 1 J S 1 n * 1 . 

xdy + ydx 1 / ( x y * d Un (xy ) 1 Si n = 1 

xdy • ydx 1/<x*+ y2 f d [ 2(n . T ^ ¡JTyH']81 n 
* 1 

xdy * ydx 1/(x*+ d [ j l r r f * * « 2 ) ] si n . 1 

pydx • qxdy x
r l y*"1 d ( x p y q ) 

Nota: Cuando en la ecuación di ferencia l aparezca la relación pydx + qxdy 
donde p y q sean di ferenciales de uno o menos uno y al mu l t i p l i ca r la e _ 
cuartón por x*"1 y9"1 ,01 otro término de 1a ecuación NO se pueda 1nU -
grar, mul t ip l icaremos toda la ecuación por — 1

 é donde a.es la po-
<x y ) 

tencia que hace que se el imine la variable que no permite que se integre 
el o t ro término de la ecuación. 

PROBLEMAS RESUELTOS 

Ejemplo: dado la ecuación 
xdy + ydx = 7x6dx - 4y7dy + sen(2x)dx 
determine su solución general. 

SOLUCION 

e) Identi f iceción: 
Como aparecen los términos xdy • ydx, es de FACTORES INTEGRANTES, 

sust i tu i remos xdy + ydx = d(xy) en la ecuación di ferencial . 

b) Susti tución: 

xdy • ydx = 7x6dx - 4y?dy • sen(2x)dx 
d(xy) = 7xedx - 4y7dy • sen (2x)dx como los demás términos ye se 

pueden integrar igueleremos e 0. 

d(xy) - 7x*dx + 4y7dy - sen (2x) dx = O 

Jd(xy) - 7 j x 6 d x * 4 j y?dy - Jsen (2x) dx = O 

Jd(xy) - 7Jx 6 dx + 4Jy 7 dy - 1/2 J (2) sen (2x) dx = O Integrando 

xy - x 7 + yS/2 • 1/2 cos(2x) = c Mult lpl lcendo por dos. 

2xy - 2X 7 + y 8 + eos (2x) = c 

y(2x + y 7 ) + eos (2x) = c + 2x7 SOLUCION GENERAL 

Cuendo los demás términos no se puedan integrar porque no nos lo per-
mi te elgune veríeble, entonces mul t ip l icaremos tode le ecueción por — 
1/(xy)* , donde e seré le potencie de le variable oue no nos permite -
que se Integren los otros términos. 
EJEMPLO: 
Dede le ecueción xdy + ydx = 5x 3 y 5 dy . Encontrar le solución general 
SOLUCION 
a) Ident i f icación: 

Como eperece en le releción xdy + ydx le sust i tu í eremos por d (xy ) . 
C o m o M se puede Integrar (porque eperece x 3 ) , mul t ip l icaremos -

toda la ecueción p o r { i / ( x y ) 3 } 



b) Sustituciones: 
xdy • ydx - 5x 3 y 3 dy Sustituyendo xdy + ydx= d(xy) 

d(xy) = 5x3y5dy Multiplicando por { 1/(xy)3} 

d(xy) _ 5 2 . Igualando a cero. 
( x y ) 3 ~ y y 

(xy>~3d(xy) - 5y2dy=0 Integrando 

J(xy)~3d(xy) - 5 j y 2 dy=0 

- = c Multiplicando por ( - 6 x 2 y 2 ) 
2 3 

3 • 10 y 5 x 2 = ctx2 y 2 ) SOLUCION GENERAL 

EJEMPLO: 

Dada la ecuación xdy - ydx = ?x8dx • 4x2dx , encontrar la 
solución general. 

SOLUCION: 
a) Identif icación: 

Como aparece la relación xdy - ydx 

Uti l izaremos el foc tor ^ 

b) Productos y sustituciones: 

xdy - ydx = 7x8dx + 4x2dx 

Multiplicando por [ 1 

x d y - y d x + 

x2 

Aplicondo xdy - ydx = d / x J e iguolondo o cero. 
x2 y 

d " 7x6dx - 4dx = O Integremos 

J d ( 4 ) - 7 J x ^ - 4 j d x = j 0 

Multiplicando por x y agrupando Y - x7 - 4x = c 

y=x(c+x7+4x) Solución General 

EJEMPLO: 
Dada la ecueción. xdy - ydx = 9 y ^ dx • Sy2 x4dx. 
Encuentre le solución genere!: 

SOLUCION: 
a) Identif icación: 

Como operece lo reloción xdy-ydx # mult lpl iceremos entonces 
toda la ecuación por el fector - L 

y2 

b) Productos y Sustituciones: 

xdy - ydx = 9 y V d x + 5 y V d x 
x d " ; ¥ d x = 9x2dx * 5X*dx 

y2 

d ( - ^ - ) - 9 x ^ d x - 5 x 4 d x = o 

| d ( - ^ ) - 9 j x 2 d x - s j ^ d x = O 

- j j - - 3 i e » - A c 
x + 3x3y + >?y = cy 

x + x \ ( 3 + x 2 ) = cy 

Multiplicemos por (~¡jp) 

Integremos 

Aplicomos Jd(-x/y) = - x/y + c 

Multipl icemos por ( -y) 

Agrupando 

Solución General, 

EJEMPLO: Dede le ecueción. 

xdy - ydx = 8xy3dy ; Encuentre les solución generel 
SOLUCION: 
e) Identif icación: 

Como operece le releción xdy-ydx; mult ipl iceremos todo le ecueción 
por el foctor - i 

b) Productos y Sustituciones: 
xdy - ydx = exy^dy Multipl icemos por ( - j g ) 



Igualando a cero 

Integrando 

Mult ipl icando por 3 y aplicando 
c ì n u = In u c , in a - In b = ln (a/b) 

Exponenciando 

Aplicando e * u = u ; e445 r e*eb; ec =c 

Mult ipl icamos por x3 

Solución General. 

Cuando en los demás términos aparezca (ax2+ bxy+cy2) donde a,b,c=* R , 
real izaremos los siguientes pasos. 

1.- Mult ip l icaremos todo la ecuación por (1/ax2+bxy+cy2) . 

2 - Al rea l izar el producto anter ior , nos quedará xdy-i)dx ó y d x - xd t j 
ax2+bxy+cy2 ax^bxy+cy2 

En uno de los lados de la ecuación, mul t ip l icaremos el numerador y el 
denominador por [ l /Cvar.)2) que será la pr imer variable de nuestra relación 
es decir, si tenemos xdy - ydx mul t ip l icarer os por ( 1 / x 2 ) porque 
primero aparece x ; si tenemos ydx - xdy mult ip l icaremos por (1 /y ). 

3 - Sust i tu i remos por la derivada del cociente que le corresponde al numerador 
y se real izarán las operaciones en el denominador. 

4 - Llamaremos m a la relación de la derivada, para observar más fác i lmente 
el t ipo de integral e integramos. 

f - f . « u f a 

f - f - 8 ^ 9 = 0 

in lyl - i n Ixl - - S f = c 
i? 

e l n C g 3 / x S ) . eO+Sy3 

j • ce fo8 

| y s = c x 3 e 8 y í 

EJEMPLO: Dodo lo ecuación. 

xdy -ydx^+óyx+Qx 2 ) e xdx : Encuentre su solución general. 

SOLUCION: 

a) Identi f icación: 

Como aparece la relación xdy-ydx mult ip l icaremos toda la ecuación 

por l / íy^óxy+Qx 2 ) . 
Hnnoe- ^ b) Productos y Sustituciones: 

xdy-ydx = (y^ôyx-^x 2 ) e*dx 

xdy-ydx 
y^ôyx+Çx2 

xdy - ydx 

x 2 

( 4 > 2 + 6 ( 4 > + 9 

« 4 > 

dm 

m 2 • 6m • 9 

J ( m + 3 ; 2 d m - J 

e x d x 

= e xdx 

- e xdx = O 

- e x dx = O 

exdx = O 

- (m+3) - e x = c 

1 + (m+3) e x = c (m+3) 

1 + +3) e x= c(-$j-+3) 

1 e x= c i i Ç l x ) 

|x • (y+3x) e x = c(y+3x) 

Mult ipl icamos por — 
y * ô x y - ^ x 2 

Mult ipl icamos numerador y denominador 
P o r ¿ 

sustituyendo Ü Í L L S Í i = d( # ) 
x2 

Sustituyendo m por para 
v isual izar más fác i l la primera 
cantidad. 

Integramos, aplicando: 
m 2 * 6m+ 9 = ( m + 3 f 

Aplicando ^ (m+3) 2 dm « J u" du 

Multipl icando por [ - ( m + 3 ) ] 

Sustituyendo m 

Simpli f icando 

Multipl icando por x 

SOLUCION GENERAL 



EJEMPLO: Dada la ecuación 
ydx - xdy = (9x 2+ 2 5 y 2 ) 3 ( 9 x dx • 25y dy) 

determine su solución general. 

SOLUCION: 
a) Ident i f icación: 

Como aparece la re lac ión ydx - xdy mul t ip l i camos toda 

la ecuación por — — ! 
9X2+ 25y 2 

b) Productos y Sust i tuciones: 
I 

ydx - xdy = ( 9 x 2 * 2 5 y 2 ) * (9x dx + 25y dy) Mult ipl icando por 2 5 y 2 ^ 

ydx - xdy = (9x 2 + 25y 2 )^ (9x dx • 25y dy) Mult ipl icando por [ J _ ] 

9X2+ 25y 2 y 2 

el numerador y el denominador 
de la Izquierda 

ydx - xdy 

i — — 1 = (9X2+ 25y 2 ) 2 (9x dx • 25y dy)=o Apl icamos d ( £ ) = y d x ~ x d y 

9X2+ 25y 2 y Y2 

d ( 4 ) 
^ — = ( 9 x 2 • 25y 2 ) 2 (9x dx • 25y dy) =0 Sustituyendo m= x / y 

9 ("y")2+ 25 

d m = (9X2+ 25y 2 ) 2 (9x dx • 25y dy)=0 Integramos 
9 m ^ 25 

f - ^ J B f (9x 2 • 25y 2 ) 2 (9x dx • 25y dy)=Jo ( 1 > 

C) SOLUCION DE INTEGRALES 2 
u — 9 m 2 ; a - 25 Completamos 

f d m „ f d u , = I t g " 1 ( -£) • C; u * 3m; a = 5 Mul t ip l icamos 
J 9 m * 2 5 J u 2 * o 2 o o y d iv id imos por 3 

du = 3dm 

J W 2 + 2 5 y 2 ) 2 (9x dx • 25y dy) * judu = u = 9 x 2 * 2 5 y 2 

n+1 du= 18x dx • 50 dy 

Completemos, mu l t ip l i camos y d iv id imos entre 2. 

OBTENCION DE LA SOLUCION GENERAL 

JL 
3 J £ £ £ - ± J ( 9 x ^ 2 5 y 2 ) ( 1 8 x d x * 5 0 y d y ) = J o 

© G K f l p ) - C 1 ) < r i u 

Solución General. 

Cuando lo ecuación tenga la formo xdy - ydx 
ó j * = o x d x + bydy ; 

ydx - xdy 
a,b es IR. 
Apl lcoremos el hecho de que oxdx • bydy es la derivada de 

d í - j X 2 ^ £ y 2 ) y lo que horemos seré mu l t i p l i co r todo la ecuación por 

( - p r - p ) 

EJEMPLO: Dada la ecuación 

xdy- ydx=8xdx-200ydy Encontrar su solución generol 

SOLUCION: 
o) Iden t i f i cac ión : 

como t iene lo formo xdy - ydx = oxdx • bydy entonces 

8xdx - 200ydy = d(4x2-10Oy2) 
r i i 

es deci r , mul t ip l i coremos todo lo ecuación por 4x2_ j ooy2 j 

b) Productos y Susti tuciones: M r i 1 
xdy-ydx = 8xdx-200ydy Mul t ip l icamos por [ ^ ¡0Qy2J 

[ - a 
Mult ip l icamos por 

xdy-ydx 8xdx-200ydy 
4x2-10Oy2 = 4x2-10Oy2 E 1 n u m e r a d o r y e l denominador de la 

Izquierda. 



xdy - ydx 

u 2 - 8 X d ; - 2 0 0 y d
2

y • O Aplicando « « / * > . J ^ ^ 
4 - 100( - f f 4x2 - 100y2 x2 

d ( - j f ) 8 x d x "200ydy = q sust i tu imos m = 

4 - 1 0 0 ( J ¿ ) 2 4x2 - lOOy 
X 

í d r " . í 8xdx - 200ydy f , n t e gramos 
J 4 - lOOm2 J 4 x 2 . 1 0 0 y 2 J v 

c) Solución de Integrales: 

r dm „ r du _ _ L l n o j u + c u
2= 100m 2 ; o 2 = 4 

J 4 - 10Om2 J o 2 - u 2 " 2o a - u u = lOm ; o = 2 
du = 10dm 

Completamos mult ip l icando y dividiendo por 10 

r 6x dx - 200y dy x f du. = l n y + c u = 4X2- 100y2 

J 4X2 - 100y2 ~ J u du = 8x dx - 200y dy 

d) - Obtención de la solución general: 

J_ f (10) dm _ f 8x dx - 200y dy _ f 0 

10 J a - l oom 2 J As/2- inni i2 " J 4 - 10Om2 J 4x2 -10Oy 

Multipl icando por 40 
( i v i ) l n ( ¿ n s m . ) - ln (4x 2 -100y 2 ) = c 

1 0 4 ^ 2 - 1 0 * 1 ' y susti tuyendo m = i 

(o + 10g \ - 10y 2x»10y 
l l Z L J - 40 1 n ( 4 x 2 - 1 0 0 y 2 ) 2 + — = — 
2 " ^ Aplicando 2 ioy = 2x - ioy 

ln 2x +-10y 

2x -10y 
- 1n(4x2- 100y2)4°=C 

ln 2x • 10y l L ( 2 x - 10yX4x2- lOOy2*40 j c 
" V 

2x + lOy 

(2x - lOy) ( 4 x 2 - lOOy2)40 
= C 

Aplicando l n ( 4 ) - ln c = l n ( - M 
t» be 7 

Exponenciando 

Aplicando e ^ = u ; e c = c 

Despejando. 

2x • lOy = C ( 2x - 10y)(4x2 - lOOy2 )4 0 Aplicando 
4X2 -1OOy 2=(2x-10y)(2x+10y) 

2x • lOy = C (2x-10y)(2x+10y)40v2x-10y)40 Dividiendo (2x+10y) 
1 r C(2x-10y)4 1 (2x+10y)39 Simplif icando. 

1 = C(4x - lOOy ) 3 9 ( 2 x - lOy)2 
SOLUCION GENERAL 

Cuando en la ecuación di ferencial aparezca la relación py dx + qx dy, 
aplicaremos (py dx * qx dy) ( x ^ y * " 1 ) = d(xpy< i ) , 
es decir mul t ip l icaremos toda la ecuación por el factor x ^ 1 y*"1 

y ol hocer el producto, sust i tu i remos (py dx • qx dy) ( x ^ 1 y*"1 ) por la 
den vada que representa d(xp y q ) . 

Cuando los demás términos se pueden integrar (después de haber m u l t i -
plicado por x ^ 1 y*" 1 ) integraremos y encontraremos lo solución general 
EJEMPLO: Dada la ecuación 

5ydx - 3xdy = y 4 x 7 dx Encontrar su solución general. 
SOLUCION: 

a) Identi f icación: 
Como aparece la relación py dx + qx dy donde p = 5 ; q = 
el foc to r = x^g 4 

b) Productos y Sustituciones: 

- 3 , 

5ydx - 3xdy = y 4 x 7 dx Mult ipl lcomos por x4y" 



(5ydx - 3xdy) (x4y4) = 'dx Sust i tu imos d(xpyq ) 

d(>?y3) -x 1 1 dx = 0 Como xdx se puede integrerjntegremos 

[d(xPy3> - Jx u dx = J o 

3 
xV3_ J¿ 2 = c Mul t ip l icamos por 12 y 

12 
1 2 > ^ - x , 2 i ? = c y 3 Agrupando 

1 2 ^ = ( c ^ V | S o l u c i ó n G e n e r a l 

Si después de mu l t i p l i ca r por V " ! el o t ro término no se puede in tegrar , 
mu l t ip l i caremos toda la ecuación por 1 donde esta realación puede 

(xiT) 
quedarcon la var iable a la potencio con 1a cual e l imine a la que TÍO 
permi te que se Integre el otro término 

EJEMPLOidada la ecuación 
7xdy • 3ydx = x 4 y 9 d y Encontrar su solución general 

SOLUCION: 

a) Ident i f icac ión: 
Como aparece la re lación 3ydx • 7xdy , p = 3 ; q = 7 ; Factor = x 2 y 6 

b) Productos y Sust i tuciones: 
7xdy + 3ydx = x 4 y 9 d y Mul t ip l icamos por x 2 y 6 

(7xdy • 3ydx) ( x 2 y 6 ) = x 6 y 1 5 dy Apl icamos d ( x p y q ) 
, c ^ Como x*no permi te que se integre el 2o 

d ( X V ) - x y dy = O t & r m i n o m u U 1 p l i C 0 m 0 s \ í . 1 
2 7 6 >- (x 3 y 7 ) 2 J 

— „ » o 

( x S y V d í x V ) - ydy = o Integramos 

| W 2 d ( x V ) - Jydy = Apl icamos J(x3y7) '2d(xV) * 

- ( A j 7 ) " - y 2 /2 Mul t ip l icamos por £ -2 ( xV ) ] 

2 + y9x3= c ( A j 7 ) Solución General. 

NOTA: 

No siempre van a aparecer nuestros términos pydx + qxdy despejados, 
cuando esté la ecuación toda revuel ta tendremos que darle la forma,es 
decir , colocar nuestros términos pydx • qxdy de un lado y los demás 
del otro. 

EJEMPLO: Resolver (y - xy^dx • (x • x ^ d y r O 
SOLUCION: 
a) Ident i f icación: 

Como podemos ver este ecuación no t iene le forme de ningún método de 
losenter lo res pere checer si es de FACTORES INTEGRANTES reel lzeremos 
los productos y checeremos s i podemos encontrar le releción pydx • qxdy. 

Pera este e jerc ic io : 

ydx - xy*dx • xdy • A f d y = o 

ydx +xdy = x y ^ x - x ^ y 

d(xy) - x i fdx • >&pdy = o 

Acomodándole. 

Como aparece xdy +ydx; la sus t i tu imos 
Checando los otros términos vemos que 
uno no se pyede in tegrar por la y 2 y el 
otro por x 2 

[d(xy)-x ipdx • x ^ fdy r o ] [ ( " ^ 2 ] Mul t ip l icaremos por [ - j j ^ j p ] 

.2 
(xy)* d ( x y ) - J & - • úy = o 

o 

JCxuf^Kxu) - J - & - • Jdy =Jo 

-(xy)"1- ln Ixl + y = c 

1 • xy ln Ixl -xy2= cxy 

1 • xy ln Ixl = xy ( c * y ) 

Integramos 

Aplicando J(xy)"2d(xy) * ju n du 

Mult ipl icando por [-xyl 

Despetamos 

Solución General. 



PROBLEMAS PROPUESTOS PARA RESOLVERSE POR FACTORES 
INTEGRANTES 

Encuentre lo solución de los siguientes ecuaciones diferencióles 

1) xdy • ydx = x 4 y 8 dy 

2) 3ydx = xy3dy - 5xdy 

3) xdy - ydx = xy5dy 

4) dL)= 3yx2 
dx x 3+ 2y 4 

5) (y - xy2 )dx • (x • x 2 y 2 )dy = O 

6) * U * i £ l J L 
dx x 

7) ( x 3 y 2 • x)dy • ( x 2 y 3 - y)dx = O 

8) 4ydx + xdy = xy2dx 

9) ( y 2 - y)dx • xdy = O 

10) ydx - xdy = (x2+ y 2 f (xdx+ydx) 

11) xdy - ydx = (x2+ xy - 2y2)dx 

12) xdx + ydy = (x2+ y 2 ) 3 (xdy-ydx) 

13) xdy - ydx = 32ydy «• 98xdx 

SOLUCIONES 

1) 5 = (c - 3 y 5 ) ( x V ) 8) 

2) l n ( x 3 y 5 ) 3 = y s + C 9) 

3) ys= cx 'e» 5 10) 

4) 3x 3 = (2y3*C)y 11) 

5) y 2 x = xy( ln x + C) +1 
12) 6) 1 + xy ln(x) = Cxy 12) 

7) l n ( y / x ) 2 + (xy)2=C 13) 

2\2 

x - a 
.2x3 

2B 
13) ore tg(4y /7x) = ln(49x2+1 óy2 ) • C 

ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES 

Se dice que una ecuación di ferencial de cualquier orden es lineal,cuando 
es de pr imer grado respecto de la variable dependiente y sus derivadas. 
En otras palabras, una ecuación di ferencial es l ineal cuando le variable 
del di ferencial del numerador (de la derivada) aparece solo elevada 
a la primera potencia dentro de la ecuación diferencioí.Tomando por 
ejemplo, lo variable y como dependiente, su ecuación general para una 
ecuación diferencial l ineal en y es: 

í i • Py = Q ; donde P y Q Son funciones de x solomente 
dx 

Pora resolver este t ipo de ecuociones mult ip l icaremos todo lo ecuación 
di ferencial por el foctor integrante: 
FACTOR = e í f M x dx ; donde P = coef ic iente de lo venable l ineal (con todo y 
el signo), los diferencióles son los de lo parte del denominodor de lo 
derivada. Si la ecuación fup u l ineal en x, tendrá la formo: 

+ Px = Q ; donde P y Q s j n funciones de y solomente y el foc to r= e ' ^ d y 

Para este método oplicoremos el concepto: 

( £ r + p y ) e ' p d x d x r d f y e ' ™ * ) 

De esto, vemos que mult ip l icondo lo porte l ineal por el FACTOR e ' ^ d x 
este producto será siempre iguol a la derivada de un producto cuyos foctores 
serán siempre lo vorioble l ineal mul t ip l icada por el FACTOR e '™* es lo clove 
del método. 

PASOS PARA LA OBTENCION DE LA SOLUCION 6ENERAL 

1 - Colocor lo ecuación en la formo l ineal. 
2 - Determinar el coeficiente de lo variable l ineal (con todo y signo) P. 
3.- Encontrar el FACTOR e d ( v a r ) 
4.- Mul t ip l lcor todo lo ecuoclón por el FACTOR. 
5 - A p l i c o r lo identidod dy + P y ( e ' ^ d x ) = d ( y e l ™ * ) 

6 - Integrar, y lo solución será lo solución general. 

NOTA: Puede ser que lo ecuación di ferencial no se nos de en forma de 
derivadas sino de di ferencióles por lo tonto, pora pesor de 
diferencíeles e derivados dividiremos toda le ecuoclón entre lo 
di ferenciel que aparezco en un moyor número de términos por 
ejemplo: 



x2dy-sen (2x) dx + 3xydx = O 

Dividiremos entre el dx dado que aparecen más términos con este 
diferencial. Dividiendo 

x
2 ( ^ ü ) - s e n (2x) • 3xy = O Como el coef iciente de la derivada 

x debe ser 1 (uno) entonces d iv id i -
remos entre x2 dandole la forma 

dy sen(2x) o 
d i " x2 x " 

dy + 3y _ sen(2x) Donde vemos que es ecuación diferencial 
dx x " 52 l ineal en y 

PROBLEMAS RESUELTOS DE ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES 

Encuentre la solución general de las siguientes ecuaciones 

1) dy (1+2x ctg y ) = dx 

Solución: 

a) Identif icación: 
Dividiremos entre dy para darle la forma a la ecuación y esta 
Quedaría como 

1 • 2x ctg y = Colocándola en la formo l ineal 

- 2x ctg y = 1 Donde vemos que es l ineal en x 

b) Obtención del fac tor : P = 2ctg (y) 

FACTOR = e ' * * dy = e 2 ' 0 * « * dy = e 2 dy 

Aplicando cLnu = Lnuc 

-2 -2 1 
FACTOR = e ^ * * ™ d y = (seny ) dy Aplicamos s ^ T y - c s c y 

FACTOR = ese2 y dy 

c) Producto de la l ineal por el FACTOR: 

^ - 2x ctg(y) = l j £ c s c 2 y d y j Multiplicando 

( j j g - 2x c t g ( y j ) £ s c 2 y d y j = csc2ydy 

Aplicamos • PxJ ^ d¿J s d ^ e * * ) 

d (xcsc 2y j - esc2 ydy = o Integramos 

}d (xcsc 2 y ) - Jcsc2ydy =Jo 

d) Solución de integrales: 

Jd (xcsc 2 y) * du = u+c ; u = xcsc 2y 

Jcsc2ydy» csc2udu = -c tg(u) • C ; completa 

e) Obtención de la solución general: 

Jd(xcsc2y) - esc2 ydy = J o Integrando 

|xcsc2y » ctg(y) = c[ SOLUCION GENERAL 

2) x ( ^ ) - 2 y = x 2 * x 

SOLUCION . -
a) Identif icación: 

Para darle la forma dividiremos entre x 1a ecuación y esta quedará como 

^ - ^ = x • 1; es l ineal en y 
b) Obtención del FACTOR: 

Primeramente encontramos P y e s P = —§• ís 
ÍPdx -2Ln x L n ? Lnu 

FACTOR = e dx = e * * dx = e dx = e dx =t> Aplicamos e = u 

FAi rOR = x2dx 



c) Producto e identidad: 

-1 . - 2 

1 dx 

[Jg. . [x*2dx] = x"'dx * X-2 dx 

d(yx"2 ) - ^ - x"2 dx = O 

yx~ 2 - Lnlx l • x_1= C 

y - x 2 Lnlx l • x = Cx2 

y • x = x2(C • L n l x l ) 

Multipl icando 

Aplicando paso 5 

Integramos 

* 

Multiplicando por x' 

Despejondo 

SOLUCION GENERAL 

3) t ds = (3 t • 1 )sdt • t 3 e3t dt 

SOLUCION: 
o) Ident i f icación: 
Poro checor si es l ineal hay que pasarla a derivadas por lo tonto 
div idiremos entre dt dodo que t iene el coef ic iente con moyor 
número de términos, y quedorío: 

t ( f e - ) = (3t + i ) s + t 5 e 3 t dividiendo entre t u dondole lo forma 
\ d t / a 1a onmrlAn tenemos 

2 -3t 
ut 1 

o lo ecuoclón tenemos 
vemos que es l ineal en s 

b) Obtención del "FACTOR" 

Primero encontremos P ; P s - 3 - j -

Foctor = e l * * dt= e ' « " 1 = e-3jdt-jdt/t d t 

= e"3"™ dt Aplicando e " * * = e'^e"* 

Factor = e"3 t e ' w d t = e ' 3 t e w ~ 1 dt = e'® ( r ^ d t 

Foctor = e - 3 t ( t H ) d t 

c)Producto e Identidad: 

[ m " ( 3 + T ) s = t 2 e 3 t ] [ e - 3 t ( r i ) d l ] Multiplicando 

t m ~(3+ ^ )sj [e " 3 t ( t " 1 )d t ] = td t Aplicando paso 5 

d[se-3* ( i - i ) ] - td t=o Integrando 

J d [ s e - 3 t ( t - i ) ] . J t d l = J o 

s e " 3 t ( t " 1 ) - t 2 / 2 = C Multiplicando por (2 te 3 t ) 

2 s - t 3 e 3 t = cte3* Despejando 

, 2s = te3* (c+t2) . SOLUCION GENERAL 

NOTA: 
Cuando los dos diferenciales tienen coeficientes con iguol número de 
términos, entonces chocaremos cuol vor lble pudiere ser la l ineal ( la 
que eporezce elevode solo o le prlmere potencie) pere derle le forme 
l ineel en este verioble. 

EJEMPLO: 
A) (1+xy)dx=(1+x2)dy 

SOLUCION: 

e) Identif icación: 
Pare derle le forme, vemos que los dos diferencióles tienen el mismo 
número de términos en su coef ic iente, por lo tonto, pore sober entre 
entre qué diferenciol dividiremos observaremos qué verioble operece 
elevode o le primero potencio. 
Vemos que y solo operece o lo primere potencio por lo tonto, colocare-
mos lo ecuación l ineal en y. 



(1 - xy)dx = (1 • x2)dy 

(1 • xy) = (1 • x 2 ) 5U. 
dx 

(1 + xy) = dy 
1 • x 2 dx 

1 • x y - dy 
1 + x 2 1 • x2 dx 

1 i n . = . 
dx 1 • x2 1 + X2 

Dividiendo entre dx 

Dividiendo entre (1 • x 2 ) 

Aplicando = | + £ 

Dándole la forma 

Vemos que si es l ineal en y 

b) Obtención del FACTOR 

Primeramente P= -
1+X' 

JPdx 
FACTOR =e dx s L i n i 

(2)xdx 

x 5 " dX 
-¿.WI+M) 

=e 2 ÖX 
- J -

I FACTOR =(1+x2) 2 dx| 

c) Producto e identidad: 
f ^ . j < s L = n r o ^ d x i 
L d x 1+X2 L «I 

Ldx i + x 2 ] L _ J ] (1+x2)2 

v 

dx _ 0 

W1+X2¡ 2 
= 6 dx 

Multiplicando 

Aplicando paso 5 

Integramos 

d) Solución de integrales: 

H 
y ( 1 + x2) 2 I = | d u = u + c 

Sust i tución 
Tr igonometr ica 

Ídx = f s e c 2 e ge - f s e c 2 e de _ f s e ^ e de 

( 1 + X 2 j l J <1 • t # é > f J ( s e c ? e ) f " J s e c 3 e 

-y = tge; dx = secede 1 + tg e= sec^ 

í - m « J sece J 
de 

sece = lcosede
 = sene + c de / r r a 

sene=°P = 
hip / 1 + x 2 

(—ta- = _ > < _ • c 

e) Obtención de la soluciór general: 

tt^'ñ to - 1 0 

J_ 

y ( i +x2")2 - - X - = c 
/ T ^ x 5 

y - x = c 

y = c / T + x 2 + x 

Integramos 

i 
Mult ipl icamos por ( l * x 2 ) ^ 

Despejando 

Solución General. 



rf 

5 ) Jjjí + ^ i j x = 2y ; y= 1 cuando x=2 

SOLUCION: 
a) Ident i f icación : 

Vemos que la ecuación es l ineal en x . 
b) Obtención del FACTOR: 

P=3/y 

CAr-rno Jp<* 3 Í1? **y * 

FACTOR= e dy = e dy = e dy = e dy =|y3dy = FACTOR | 

c) Producto e identidad: 

fe + ( í ) * = 2 ü ] [ y 3 ( J y ] Multiplicando 

fe + ( y ) X] [ u 3 * « ] = 2 y 4 d y Aplicando el paso 5. 
V 

d (xy 3 ) - 2y4 dy = O Integramos 

j d (xy 3 ) - 2 j y 4 d y = J o Aplicando Jd ( xy 3 ) « J d u = u • c 

xy 
3 - c Mult ipl icamos por 5 y factorizondo. 

ly3(5x - 2y ) = d Solución General. 

d) Obtención de la solución port lculor. 
Sustituyendo x = 2 y y = 1 en lo solución genero!. 

(1)3 [5(2) - 2(1 )21 = c ; le = a Sustituyendo C en lo solución 
generol. 

| y 3 ( 5 x - 2 y 2 ) = 8| Solución Port iculor 

P R O B L E M A S P R O P U E S T O S P A R A R E S O L V E R POR 
E C U A C I O N E S D I F E R E N C I A L E S L I N E A L E S 

Encuentre lo solución de las siguientes ecuaciones diferenciales 

0 S " " = 6 2) + y = sen x 3) y' - 2xy = x 

4) y ' - 7y = sen (2x) 5) x ( ^ ) - 4 y = x 6 e x 6> ( x 2 + 9 ) ^ + *y = 0 

7) eos (x) + y sen x = 1 8) cos2^ senx dy + (ycos^ - 1) dx = 0 

9) P - • y = 1 " ¿2X 10) ^ f • y tg x = cos2(x); y= - 1 Cuando x = O 
OX ^ * - x eN- e 

11) (x • 1) jjjj- • y s ln (x) ; y = 10 Cuando x = 1 

SOLUCIONES: 

1) y +2 = ce3* 

2) 2y * eos x = ce"x+ sen x 

3) 2y +1 r c e * 2 

4) 53y • 2 eos (2x) + 7 sen (2x) = ce7x 

5) y + x 4 e x = x 4 (xe x + c) 

6 ) y / ^ 7 g = c 

7) y = sen (x) + [eos (x) 1 c 

8) y sen x = tg (x) + c 

9) ye x= ln (ex+ e"x) • c 

10) y = sen (x) eos (x) - eos (x) 

11 ) (x + 1) y = x ln (x) - x • 21 



E C U A C I O N E S D I F E R E N C I A L E S REDUCIBLES A L I N E A L E S . 

Una ecuación diferencial reducible a l ineal es aquella que t iene la forma 
(para y). 

(1) ^ U P y = Qyft donde p , q ^ > f(x) 

Es decir parece l ineal pero la variable aparece a la primera potencia (como 
en l ineal) , pero también aparece elevada a otra potencia en otro término. 
También puede ser que la variable este dentro de una función, con lo cual 
seré reducible a la l ineal. La ecuación (1) se denomina ecuación de Bernoull l. 

Como vimos en l ineales e ' P d x dx d ( y e , P d X ) entonces, es 
reducible a l ineal , lo que haremos seré sus t i t u i r la relación ye/™* 
por la nueva variable v. 

v = y e ^ despejando y ; y = v e",Pdx 

METODO: 
Tomando como base la ecuación -^ j - • Py = Q yn 

1 - Sust i tu i remos la variable l ineal (y) por el producto de la nueva variable 
v mul t ip l icada por el factor de l ineales pero con la potencio de signo 
con t ra r io , o seo y = ve'f™* 

2 - Diferenciando lo ecuación anter ior encontraremos el valor del d i ferencial 
el cual, también seré sust i tuido. 

3 - Los sust i tuciones de lo variable y su di ferencial se harén en la ecuación 
pero puesto en diferenciales, no en derivadas. Para pasar de derivadas a 
d i ferencia les, mul t ip l icaremos por el di ferencial del denominador. 

4 - Lo ecuación resultante se resolveré por separación de variables. 

5.- Ya encontrado la solución sust i tu i remos v = ye'P d xes decir, se despejo v 
de la ecuación del paso 1. 

PROBLEMAS RESUELTOS 

Encuentre la solución general de las siguientes ecuaciones. 

SOLUCION: 

a) Identif icación: 
Como la variable del di ferencial del numerador aparece elevada a la 
primera potencia pero también aparece elevada a la un medio (la raíz 
cuadrada) entonces es reducible a l ineal. 

b) Sustituciones: 
Primeramente determinaremos P igual que en lineales. P = - J - j como y 

es la supuesta l ineal entonces será la que sust i tu i remos. 

y = v e - ^ ve"1 = v e ' * * ' 2 ^ v e * * " 2 ^ 

y = v(x-2)~1 diferenciando 

dy = -v(x-2)~2dx • (x-2)'1dv 

Como la ecuación nos lo dan en derivadas, hay que pasarla a diferenciales 
mult ip l icando por dx y quedo: 

dy • ) y dx = 5(x -2) /y "dx Sustituyendo y y dy 
X-2 

- v £ * ^ ^ * ( x - 2 ) ~ 1 d v + = 5 ( x - 2 ) / v ( x - 2 ) - ' d x S l m p W I -
^ cando 

(x-2)dv = 5 (x -2 ) 1 / 2 / üdx ( I ) 

c) Resolviendo por separación de variables: 

FACTOR = r ] ] Multipl icando la ecuación ( i ) por el fac tor 
K } igualado o cero 



[ (x-2)"1dv - 5 ( x - 2 ) 1 / V 7 d x = o ] [ 7 - ^ T 7 = r ] 

-1/2 3/2 
v dv - 5 (x-2) dx = O 

(•-1/2 t 3 /2 
Jv dv - 5J (x -2) dx = O 

\ /2 3/2 
2v - 2(x-2) = C 

v 1 / 2 - (x-2) 5 / 2= C 

[ Y ( x - 2 ) ] 1 / 2 - ( X - 2 ) 5 / 2 = C 

( x - 2 ) 1 / 2 [ / y - ( x - 2 ) 2 ] = C 

(x-2)*1 A T 

Integramos 

Mult ipl icando 

.n+1 

.1/2 
(x -2) ( / y " - x2 • 4x - 4) = C 

Aplicando íu du = u • C 

n + 1 

Dividiendo entre 2 

de b) v = y(x-2) Sustituyendo 
factorlzando 

desarrollando (x-2) 2 

SQUUCIQN 6ENERAU 

2 ) dy - ysen(x) dx = yin (ye0 0 5 x) dx 

o) Identlficoción: 
Posóndolo o derivodos dividiremos entre dx 

^ - y sen(x) = y ln ( y e 0 0 5 * ) como y lo supuesto lineal, aparece a la 

primera potencio pero tombién dentro de uno función, en este coso un 
logaritmo natural, entonces es reducible o lineol. 

b) Sustituciones: 
P = - sen x Como y es lo vorioble lineol 

y = v é ^ = ve***0 xdx= 

dy = ve"®05 x sen x dx • é°°s x 

y - v è00* x DI f erenci ondo 

dv 

-eos x> dy - y sen x dx = y ln (y é005 X)dx 
Sustituyendo y y dy 
En lo ecuación diferencial 

v é ^ í s e r T x í x • è 0 0 5 ^ v - v dx = v é c o s x ln [ v e c o s x e o o s x l 

ecos xdv = v écos x l n (v) dx Dividiendo entre e c ° * * e igualando a cero 

dv - v ln (v) dx = o 

c) Resolviendo por separación de variables : 

FACTOR = 
[ v l n ( v ) ] 

[ 
v ln (v) 

dv - v ln (v) dx = O 

Multiplicamos la ecuación por este 
factor 

] [ v l n ( v ) ] 

dv 
v ln (v) - d x = O 

J ^ w - f i 

d) Solución de integrales 

f j f i L _ l n J v ln (v)
 W J u - l n lui + c ; u = In Ivi ; du = — dv 

v ; 

e) Obtención de la solución General: 

J v - Ä T H ' 

ln [ ln (v)] - x = c 

ln [ ln ív)] = c • x 

ln[ln(v)J o+x 
e r e 

ln(v) r cex 

Integrando 

Despejando 

Exponenciando 

Aolicondo e*u= u ; 6 * * = e e b ; ec = c 

de b ) y = v é 0*** eos X v = y e Sustituimos 

OOí X 
ln (y e ) = c e' Solución General 



3 " 4 ¿ u * c * xctg (y) = * , s e n " C 0 £ H 
ay x2sen^u*1 

SOLUCION: 

o) Identif icación: 
Es reducible o lineol en x porque aparece elevada o lo primera potencia 

y también elevada a otra potencia. 

b) Sustituciones: 

P = ctg (y) Como x es la supuesta l ineal 

x = v e"ÍPdy = v éici9 r vé10 y ) = ve10 ̂  ^ 

x = v ese y Se aplicó (sen y)1 = ese y 

dx = - v ese y ctg y dy • ese y dv Pasando la ecuación a diferenciales 
(mult ip l icamos por dy ) 

dx • x ctg (y) dy = * 8 e n i C ° * H Sustituimos x y dx 
x 2 sen2y +\ 

* ese y dv 

v ese u s 
v 2 csc 2 y 

- v CSC u sen H cos H dH R e d u c 1 e n d 0 
(TU sen2u +1 

c s c y d v = v ese y sen y eos y dy Aplicando sen y csc y = t 
v 2 csc 2 y sen2y 

c s c u ¿y - v c o s y dy Igualando a cero 
y ~ v 2 * 1 

v cos y dy 

c) Resolviendo por separación de variables: 

T UU« U UU 
CSC y dv- x—^—= o ( 1 ) 

= í ^ - 1 L V csc y J FACTOR = I — — I Multipl icamos la ecuación ( i ) 
por el foctor 

[csc , av - J ^ l f l l . o ] [ £ • _ ] Multiplicando 

( y 2 * 1 ) d v - CQS U dH = o Aplicando — ! — = sen y ; = f • 1 
V csc Y csc y 3 C c c 

v dv • - cos y sen y dy = O Integramos 

J v dv - Jcos y sen y dy = J o 

d) Solución de integrales: 

fcos(y) sen(y) dy * f u du = 1 • C ; u = sen(y); du = cos(y) dy. 
n + 1 

e) Obtención de la solución general: 

Jv dv + ¡ É l - Jcos(y) sen(y) dy = j o 

2 2 
4 lnlvl - s e n W - c Multiplicando por 2 

2 2 

v 2 + 21n|v| = C • sen2(y) de b) x = v csc(y); v = x 

csc(y) 
Aplicando 1/csc(y) = sen(y) 
por lo tonto v = x sen(y) 

|x 2sen 2 (y) + m(x sen y ^ = C • sen2(y)| SOLUCION GENERAL 

4 ) (x • 1) dy = y[y(x + 1) ln(x+1) - 1]dx 
SOLUCION: 

o) Identif icación: 
Primero veremos si es reducible o l ineal, dividiremos entre dx 

(x+1) ) = y2(x+1) ln(x+1) - y dividiendo entre (x+1) 
U n 

ÍM = u2ln(x+1) - Ü— colocándolo en la forma 
dx x+1 
d y • y = y2 ln(x+1) vemos que es reducible a l ineal 
dx x +1 porque aparece y 2 



ítf 

b) Sust i tuciones: 

P = L_ 
x + 1 

y = ve -JPdx _ -ln(x+1) lnCx+1) — ve — 

como y es la supuesta l ineal 

-1 
= ve = ve 

y = v(x+1 ) 1 . 

-2 , -1 
dy = -v(x+1) dx • (x+1) dv diferenciando la ecuación 

(x+1 )dy = y 2 (x+1 ) ln(x+1 ) dx - y dx Sust i tu imos y y dy 

(x+1) [ -v (x+1) 2 dx • (x* 1 ) 1 dv] = v 2 ( x + l ) 2 ( x + l ) ln (x+1) dx - v f e + l f ' d x 

- y j U M T 1 ^ . dv = v2 (x+1 ) 1 ln(x+1 )dx - M * * r f f i T Reduciendo e 
igualando o cero. 

v21n(x+1) dx _ 0 
d V " (x+1) Dividiendo entre w 

h » - Í T ^ p - í 
c) Solución de integrales: 

ln (x*1) dx 

Integramos 

í (x+1) 

d) Obtención de lo solución general: 

- 2 . f i n (x+1) dx 
w d w - \ - W T ) - J ° 

u n du = — t ~ t " u = ln (x • 1); du = 
n • 1 x • 

í 

- v 1 -
1nV»1) 

2 
.2, 

= c 

Integrando 

Mult ipl icando por - 2 v 

- i 
2 • v ln (x • ! ) = c v 

T 2 • y (x +1) ln (x + 1) = cy ( x + 1 ) 

De b) y = v ( x+1 ) 

Solución General. 

v = y (x • 1) 

¡ P W m J E M a PBBPODlSír iSS P&12& BUeiDlLWIlB P E E 

l E f f l û E D E Z E g SffiE m mDEBHBa EHEKDÊDB & Hf t F Û D G I L O C S á l L 

RESOLVER LAS SIGUIENTES ECUACIONES DIFERENCIALES : 

n d y 2 

-g>r * x y = x y 

2) dx • ^ ) d y = 2x2y2dy 

3) dx - 2x y dy = 6 x3y2e_2y2dy 
4) (12 e* y2 - y ) dx = dy ; y = 1 Cuando x = O 

5 ) 3 y 2 ( l x ) * - 8 (x - * -1 ) = 0 ; y = O Cuondo x = O 

6) x dy r x 4 dx + dx -f 2 y dx 

D y [ c e ^ l 1] = 

2) 1 • 2y 3 x = cxy 2 

3) ¿ * \ (c - 4 y 3 ) x 2 

4) y1 ê x = 1 3 - 12 ex 

5 ) y3 (x • 1) = - | [ ( x * l f - i ] 

6) 6y x 2 - ln (3yx"2+ 2)4 = 3X 2 * c 



ítf 

b) Sustituciones: 

P= L_ 
x + 1 

y = ve 
-JPdx _ -ln(x+1) lnCx+1) — ve 

como y es la supuesta l ineal 

-1 
= ve = ve 

y = v(x+1 ) 1 . 

-2 , -1 
dy = -v(x+1) dx • (x+1) dv diferenciando la ecuación 

(x+1 )dy = y2(x+1 ) ln(x+1 ) dx - y dx Sust i tuimos y y dy 

(x+1) [ -v(x+1)2dx • (x* 1 ) 1 dv] = v2 (x+1)2 (x+1) ln (x+1) dx - v f e + l f ' d x 

- y j U M T 1 ^ . dv = v2 (x+1 ) 1 ln(x+1 )dx - M * * r f f i T Reduciendo e 
igualando o cero. 

v21n(x+1) dx _ 0 
d V " <xH) Dividiendo entre w 

h » - Í T ^ p - í 
c) Solución de integrales: 

ln (x*1) dx 

Integramos 

í (x+1) 

d) Obtención de lo solución general: 

w dw - \ - W T ) - J ° 

undu = — t ~ t " u = ln (x • 1); du = n • 1 x • 

í 

- v 1 -
1nV»1) 

2 
.2, 

= c 

Integrando 

Multipl icondo por -2v 

- i 
2 • v ln (x • ! ) = c v 

T 2 • y (x +1) ln ( x + 1) = cy ( x+1) 

De b) y = v (x+1) 

Solución General. 

v = y (x • 1) 

P IMDQJI iaaS PBBPODlSíriSS P&12& BUeiDlLWIlB P E E 

l E f f l û E D E Z E g SffiE m mDEBHBa EHEKDÊDB & Hf t F Û D G I L O C S á l L 

RESOLVER LAS SIGUIENTES ECUACIONES DIFERENCIALES : 

n dy 2 + x y = x y 

2) dx • ^ J d y = 2 x V d y 

3) dx - 2x y dy = 6 x3y2e_2y2dy 

4) (12 e* y2 - y ) dx = dy ; y = 1 Cuando x = O 

5 ) 3 y 2 ( l x ) * - 8 (x - * -1) = 0 ; y = O Cuando x = O 

6) x dy r x4dx + dx -f 2 y dx 

D y [ c e ^ l 1] = 

2) 1 • 2y 3 x = cxy2 

3) ¿ * \ (c - 4y 3 ) x 2 

4) y1 e*= 1 3 - 12 ex 

5 ) y 3 ( x • 1) = - | [ ( x • i f - i ] 

6 ) 6y x 2 - l n (3yx"2+ 2 ) 4 = 3 X 2 * c 



ECUACIONES DIFERENCIALES CON COEFICIENTES CONSTANTES 

OPERADORES: 
Un operador es un símbolo que indica una operación que se debe de efectuar. 
El operador D s ign i f i ca tomar la derivada con respecto e x de ... 
En general: 

D u , ^ 

D 2 U = 4 
dx2 

.k 
dxk 

donde u es una función de x. 
'Los operadores elementales o D k , donde a es constante , siguen las leyes 

fundamentóles del àlgebra. 

( a D m + b D n ) u = ( b Dn + a D m ) u , 

( a [ T ) . ( b D n ) u = ( b D P ) . ( o D n ) u 

[ a Dm+ (b D n+ c D r ) u = [ ( a Dm+ b D n ) • c D r ] u 
Como los operadores a Dk, donde a es constante, siguen los leyes fundamen-
ta les del algebro, se pueden obtener de los operadores algebraicos dados 
otros operadores algebraicos dodos otros operadores iguales mu l t i p l i can — 
do, elevando o potencies, introduciendo o quitando paréntesis, exactamente 
como si los operadores fuesen expresiones algebraicos. Es ind i ferente el 
orden de términos en uno sumo o de fac tores en un producto. 

Ejemplos: 

a2 D2+ 2aD - 3 = ( a D + 3 ) ( a D - 1) 

(2D 2 + 5D • 6) x 3 = 12 x + 15 x 2 + 6x 3 

(D - a) (D - b) y = [ D 2 - ( a + b ) D + a b ] y 

ECUACION DIFEAENCIAL LINEAL 

Una ecuación di ferencia l l ineal contiene la variable dependiente y todas 
sus derivadas solo en el p r imer grado. 

Su forma general es: 

' Dn+ a t D ^ 1 • . . . + an_1 D + an) y = x 

donde las a y x son funciones de x 

Sí x = O se dice que la ecuación es homogénea. 

ECUACION DIFEAENCIAL LINEAL HOMOGENEA CON 
COEFICIENTES CONSTANTES 

Hallaremos un método para resolver los ecuociones del t ipo 

(o0Dn + o1Dn"1 • . . . • o n . 1 D + an) y = O (1) 

donde los o son constontes. 

Un coso especial e s D y + o y = 0 y su solución es y = ce**, lo que 
sugiere que uno función de lo formo. 

y ^ c e ™ 

Puede ser uno solución de lo ecuación (1). 

Susti tuyendo y= ce™ , ^ L = mee™.. 

^ - c m k e m x 

dxk 

en lo ecuación (1) obtenemos: 

c á ^ t o 0 m n + Oj m0"1 + . . . + = 0 

Esto ecuación seré sat isfecha s i m es une raíz de lo ecuación: 

o 0 m n • o 1 m n ~ 1 + . . . o n . i m + On = O 

Esta ecuación se l lama ecuación caracter ís t ica ó ecuación auxi l iar . 

La ecuación carac ter ís t ica es de grodo n. Los raíces de esto ecuación 

serén . m , , m 2 , . . . , m n . 



S i e s t a s ra ices son todas reales y d i ferentes, entonces las n so lu-
ciones 

m«x m*x m_ x y, = e 1 , y 2 = 6 » . . . y n = e n 

son l inealmente independientes, y la solución general de la ecuación (1) 
puede e s c r i b i r s e como : 

y = c 1 e m , x * c 2 e m * x * . . . • cnemn* 

en donde c , , c 2 c n son constontes orb i t rar las . 

Ejemplos: 

Determine lo solución general de las siguientes ecuaciones: 

1 ) ÍD*+2D 2 -3D) U = O 
La ecuación caracter ís t ica es: 
m 3 + 2 m 2 - 3m = O 
Factorizando tenemos 
m(m 2+ 2m - 3) = O 
m(m-1)(m+3) = O 
Por lo tanto, las raíces de ésta ecuación son: 
0,1,-3. 
y la solución general de la ecuación es: y = Ci • C2 e x + C3e ,-3x 

2) (D 2* 5D • 4)y = O 
La ecuación caracter ís t ica es: 
m 2 + 5m • 4 = O 
Factor izando: 
(m «• 4)(m + 1 ) = 0 
Resolviendo,las raíces son: - 4 , - 1 . 
Por lo que la solución general es: 

3) (D2 • 6D • 5KD2 - 9D • 18) y = 0 
Lo ecuoclón carac ter ís t ica es: 
(m2«- 6m * 5 ) ( m 2 - 9m +18) = O 
Factorizando tenemos: 
(m • 5)(m • 1)(m - 6)(m - 3) = O 
Resolviendo los raíces son: - 5 , -1 ,6 ,3 
y la solución general será: 

y = Ci e"4x+ c 2 e k-x 

y = C í e 5 * * C2e"x + c*e?x+ CA e 6x 

4) ( D 3 - 2 1 D + 20)y = 0 
La ecuación caracter ís t ica es: 
m 3 - 21m + 20 = O 
Para encontrar las raíces de ésta ecuación u t i l i zamos la d iv is ión s in té t ica. 

1 + 0 - 2 1 +20 
• 1 +1 - 2 0 

- 2 0 bûT 

L L 

1 «• 1 

Con esto la ecuación se reduce a una cuadrát ica que será: 
m2 • m - 20 = O 
Factorizomos: (m+5)(m-4) = O 
Por lo que los raices de lo ecuación carac ter ís t i ca son: 1,4,-5. 
y su solución genero! es : 

y = c ,e * * c 2 e 4 * * c3e-sx 



5) ( D 3 - 5 D - 2) y = O 

La ecuación caracter íst ica es 

m3 - 5m - 2 = O 

Para encontrar las raíces de esta ecuación ut i l izamos la div is ión 
s intét ica. 

1 + 0 - 5 - 2 [ z l 
- 2 + 4 +2 

1 - 2 - 1 LtO 

Se reduce la ecuación a una cuadrática 

m 2 - 2m - 1 = O 
Uti l izando la fórmula general 

-b±Vb 2 - 4ac 
2a 

donde a = 1 , b = - 2 , c =1 

Sustituyendo en la fórmula general, tendremos. 

2 Í V ( 2 ) 2 - 4 ( 1 ) ( - 1 ) . 2 Í V 4 T 4 " . 2 *VeT 
2(1) 2 " 2 

2 

Las raíces de la ecuación son: 

- 2 , 1 i V 2 

V la solución general es: 

y r c t i ^ • c 2 e < 1 + ^ ) x • c 3 e ( l V 5 ) x 

ó 

y = c té 2 * + e* ( c 2 e ^ x + c 3 e ~ ^ * ) 

ECUACION CARACTERISTICA CON RAICES MULTIPLES 

La parte de una solución correspondiente a una raíz a , múl t ip le de 
orden p , de la ecuación caracter ís t ica es 

( c ,+ c 2 x + C 3 X 2 + . . ¿ex * " 1 ) e*x 

Ejemplos : 

1) ( D - 2 ) 3 (D + 3)2 (D - 4 ) y =0 

La ecuación caracter ís t ica es : 

(m - 2)3 (m + 3 ) 2 (m - 4) = O 
Las raíces de esta ecuación son : 

2 , 2 , 2 , - 3 , - 3 , 4 ; 

y su solución general es : 

|y = (ci + c 2 x + c 3 x 2 ) e ^ + (c4+ c 5 x ) e"^ + c 6 e 4 x | 

2) ( D 5 - 2D4+ D 3 ) y = O 

Lo ecuación caracter ís t ico es: 

m 5 - 2m 4+ m 3 = O 

Factorlzando 

m 3 ( m 2 - 2m + 1) = O 

m 3 ( m - 1)2= O 
Los roíces son : O , O , O , 1 , 1 y lo solución general. 

y = C1+ c 2 x • C 3 X 2 + ( C 4 + c 5 x ) e x 

3 ) ( D2+ 70 * 12 ) ( 0 2 + 80 + 16 ) y = O 

Le ecuaci^* caracter íst ica es: 

(m2+ 7... • 12) ( m 2 + 8 m + 16) = o 
Factorízondo : 

(m • 4) (m • 3) (m • 4) (m +4) = O 
Por lo que las raíces son : 

- 3 , - 4 , - 4 , - 4 

y la solución generol 

y = (ci + c 2 x + c 3 x 2 ) S*x • c 4 á 3 x 



La ecuación caracter íst ica es: 
[ m 4 - 13 m 2 + 36]2= O 

Fectorizando: 
( m 2 - 9 ) 2 ( m 2 - 4 ) 2 = 0 
Como ambos factores son diferencias de cuadrados 
[(m + 3)(m - 3 ) ] 2 [ (m + 2)<m - 2 ) ] 2 = o 

Entonces las raíces son: 
-3 , -3 ,3 ,3 , -2 , -2 ,2 ,2 . 
Y le solución general 

y = ( C t + C 2 x ) e - * * + (Cs+ C4x)e- 2 x + (Cs+ C s x ) ^ (C?+ Cexte* * 

5) (D3+ 5D2+ 8D + 4) y = O 
La ecuación caracter ís t ica es: 
m*+ 5m 2+ 8m + 4 = O 
Para encontrar las raíces ut i l izamos la división s intét ica. 

1 + 5 + 8 + 4 1 - 1 
- 1 - 4 - 4 

1 + 4 + 4 KOI 

Reducimos lo ecuación a una cuadrática 
m 2 + 4m + 4 = O 
Cuya solución es: (m + 2)*= O 
Por lo que las raíces de la ecuación caracter íst ica son: - 1 , - 2 , - 2 y la 
solución general: 

y = ( C i + C 2 x ) e 2 * + C3e"x 

E C U A C I O N C A R A C T E R I S T I C A CON R A I C E S I M A G I N A R I A S 

La parte de la solución correspondiente al par de raíces complejas conjugadas 
a±b i de la ecuación caracter ís t ica, se puede escr ib i r en la forma: 

ea x (Cisen bx + C2 eos bx) 

En el caso de un par doble de raíces complejas, los términos correspondientes 
de la solución general son: 

e** [ (C i + C2x)sen bx + ( C3+ C4X ) eos bx] 

Ejemplos: 

1) (D2+ 2D + 2) (D2+ 14D + 49) y = O 
La ecuación caracter íst ica es: 

(m2+ 2m + 2) (m2+ 14m + 49) = O 
Resolvemos por fórmula general. 

m 2 + 2m + 2 = 0 

- b í V b 2 - 4ac 8 = 1 # b = 2 , c = 2 
2a 

- 2 ± V ( 2 ) 2 - 4 ( 1 ) ( 2 ) _ - 2 i V r T - 2 Í 2 1 _ 

2(1) ' 2 " 2 

Factorizando m 2 + 14m + 49 = O 

(m + 7) 2= O 

Entonces tenemos las raíces - 7 , - 7 , - 1 i i 
y la solución general es : 

y = (c i sen x + C2C0S x ) é x + (c s+ C4X ) é7x 

2) (D2+ 100) (D + 7) y = O 
La ecuación característ ica es: 

(m2+ 100) (m + 7) = O 

Las raíces son: í 10 i , - 7 

Por lo que la solución general será: 

c i sen 10x + c2cos lOx + c 3 é 7 x 



3) (D4+2D3 + 10D2)y = O 
La ecuación caracter íst ica es: 

m4+2m3 + 10m2= O 
Factori2ando: 

m2(m2+2m+10) = O 
Resolviendo por la fórmula general: m2+2m+10 = O 
a = 1 , b = 2 , c = l p 
- b ± / p z - 4ac = - 2 ± / ( 2 P - 4 ( l ) ( 1 0 ) = - 2 1 / ^ 3 5 " 

2 8 2(1) 2 
= -2 *61 = -1131 2 

Por lo que las raíces son: 0 , 0 , - 1 ± 3 i y la solución general. 
y = Ci + C2x • (C3sen3x + C4Cos3x) e"x | 

4) (D 2* 36) 2 y = O 
La ecuación caracter ís t ica es: 
(m2+ 3 6 ) 2

= O ó (m2+ 36)(m2+ 36) = O 
Resolviendo: m 2 = - 3 6 ; m = ±6i. 
Los raíces son ±6i, ±61 
Por lo que la solución qenerol es: 
y = (Ci • C2x)sen6x * (C3+ Ü4X)cos 6x 

5) (O 2 - 2D • 2 ) 5 y = O 

Lo ecuación caracter ís t ica es : 
(m 2 - 2m + 2)3= O 

Resolviendo por fórmula general: m 2 - 2m • 2 = O 
a = 1 , b = - 2 , c = 2 

- b ± y b2~ 4ac 2 ± V ( - 2 ) 2 - 4 ( 0 ( 2 ) _ 
2a " 2(1) " 2 

2 
Pero este par de raíces se repi te 3 veces por lo que la solución 
general es: 

y = [ ( c t • c 2 x * c 3 x 2 ) eos x + ( c 4 + c 5 x + c 6 x 2 ) sen x le x 

PROBLEMAS PROPUESTOS PARA RESOLVERSE POR OPERADORES 

Hallar la solución general de las siguientes ecuaciones: 

1) (D2+ 9D • 18) y = 0 14) (D6+ 6D4+ 9D 2 ) y= 0 

2) (D 2 - 3D - 10) y = o 15) (D2* 16)2 y = 0 

3) (D2+ 4D - 21) y = o 16) (D 2 - 4D • 5) 2y = 0 

4) D2y = Dy 17) (D 4 - 8D3+ 32D 2 - 64D • 64)y = 0 

5) (D3 - 7D • 6) y = 0 18) (D 5 - D4 - 2D3+ 2D2+ D - 1)y = 0 

6) (D 4 - D 3 - 7D2+ 3D) y = 0 19) (D4+ 8D3+ 24D2+ 32D • 16)y = 0 

7) ( D 3 - D 2 - D + 1)y = 0 20) (D 3 - 6D2+ 2D + 36)y = 0 

8) (D 6 - 8D 4 * 16D2) y = 0 21) 
d 2 y 

9) (D5- 12D3+ 16D2) y = 0 22) 

10) (D 2 - 6D + 9) 3y = 0 23) 

11) (D 3 - 4D2+ 5D)y = 0 
24) 

12) 2D + 10)(D2- 2D + 2)y= 0 

13) (D4+ 8D2+ 16)y = 0 
25) 

d 2y oy 
• - 2 . - 6 u = 0 

dx^ dx y 



SOLUCIONES 

1) y s c ^ + c a é 8 * 2 2 ) y = 0 ,6™ 

2) y = c t é 2* • c 2 e 5 x
 2 3 ) y = C l . ^ c 3 é 3 x 

3) y = c , é 7 x + c 2 e 3 x / n \ x 

4) y = Ci • c 2 e x 2 4 ) 

5) y = C ie x + c 2 e 2 x + c 3 é 3 x 2 5 ) « = C 1 * * * c 2 e 2 * 

6) y = c 1 * c 2 e 3 x * é * ( c 3 e < ' 5 , x * c 4 é / 5 " x ) 

7) y = <ci • c 2 x ) e x + c 3 é x 

8) y = ct • c 2 x • ( c 3 * c 4 x ) e 2 * * (c 5 + c 6 x ) e ^ 

9) y r c i * c 2 x * ( c 2 * c 4 x ) e 2 * * c^e 

10) y = (c i • c 2 x * c 3 x 2 • c 4 x 3 * CSX4* C6X5 ) e 3 x 

11) y = c i • (c 2sen x • c 3 cos x ) e 2 * 

12) y = (c i sen 3x • c 2 cos 3x) e* * (c 3sen x • c 4 cos x) e x 

13) y = (c , • c 2 x ) sen 2x * (c 3 + c 4 x ) eos 2x 

14) y = d * c 2 x * ( c 3 * c 4 x ) sen V 7 x * ( c 5 * c 6 x ) eos / 3 x 

15) y = (ct * c 2 x ) sen 4x + (c 3 + c 4 x ) eos 4x 

16) y = [ (c i • c 2 x ) sen x + (c 3 + c 4 x ) eos x 1 e2* 

17) y = [Cei • c 2 x ) eos 2x • (c 3 + c 4 x ) sen 2x] e 2 " 

10) y = (c t • c 2 x • c 3 x 2 ) e x * ( c 4 * c x) S* 

19) y = ( c i • c 2 x • C3X2+ c 4 x 3 ) é2* 

20) y = d é 2 * * (c 2 cos v T x • c 3 s e n / 2 x ) e4 x 

21) y = C jé 2 * * c2e2x 

DEDUCCION DE LAS CONSTANTES DE INTEGRACION SEGUN LAS 
CONDICIONES INICIALES (SOLUCION PARTICULAR). 

Cuando aparte de la ecuación de operadores nos dan los valores de x, y y el de 
algunas derivadas, quiere deci r que nos piden la solución par t icu lar . Recordemos 
que la solución par t icu lar es la misma que la solución general solo que en lugar 
de las constantes de integración, colocamos sus valores. 
Nos darán valores de algunas derivadas las cuales encontraremos derivando la 
solución general. 
Susti tuyendo los valores dados en las ecuaciones, encontraremos los valores de 
las constantes. 

EJEMPLO: 
(D2 - 2D + 1 )y = O ; y = 5 ; Dy = - 9 Cuando x = O 

SOLUCION : 
a) Obtención de la solución general: 

Ecuación caracter ís t ica: m 2 - 2m + 1 = 0 
(m - 1 ^ = 0 Factorizando. 
jy = ( C i * C2X) e x | SOLUCION GENERAL 

b) Obtención de la solución p a r t i c u l a r 
Como nos dan el valor de la pr imera derivada (Dy) la obtendremos de 
la solución general. 

(1) y = ( C i + C 2 x ) e x Derivando. 
(2) Dy = ( C i * C 2 x ) e x + C 2 e x 

Susti tuyendo pr imeramente en (1) 
y = (Ci • C2x)ex 

5 = [ C i * C2<0)le° 
E S I 

Sustituyendo en (2) 
Dy = (Ci+ C2x)ex+ C2ex 

- 9 = [ C i * C2(0))ex+ C2e° 
- 9 = C i * C2 

- 9 = 5 + C2 
C2= - 1 4 

y = (5 - 14x)ex 

Sust i tu imos y = 5 , x = O 
Aplicando e° = 1 

Sust i tu imos D y , x 
Aplicando e° = 1 
Sust i tu imos Ci 
Despejando 

Sust i tu imos en la solución general 

SOLUCION PARTICULAR 



PROBLEMAS PROPUESTOS PARA DETERMINAR 
SU SOLUCION PARTICULAR 

0 ( D 2 + 2D • I ) y = 0 ; y = 1, Dy = - 1 Cuando x = 0 

2) D2 (D- 1)y = 0 ; y = 2 ,Dy = 3 , D 2 y = 2 Cuando x = 0 

3) (D 3 -4D 2 + 4D)y = 0 ; y = 1,Dy = 2 , D 2 y = 8 Cuando x = 0 

4) ( D 3 - D 2 - D * 1)y = 0 i y = 0, Dy = 0, D 2y = 4 Cuando x = 0 

5) (D2 • 1 )y = 0 ' y = 1 , Dy = - 1 Cuando x = TÍ 

6 ) (D 2 * 9)y = 0 ; y = 2 , Dy = 0 Cuando x = & 

7) (D 2* 2D • 2)y = 0 ' y = 0 , Dy = 1 
Cuando x = 0 

S O L U C I O N E S 

1) y = e x 4) y = i x • (2x - 1 )e x 

2) y = x • 2e x 5) y = sen (x) - eos (x) 

3) y = 1 + 2xe 2 x 6) y = 2 sen (3x) 

7) y = i x sen (x) 

E C U A C I O N L I N E A L NO HOMOGENEA 

(METODO DE LQS COEFICIENTES INDETERMINADOS) 

Para resolver la ecuación : 

( a 0 D n * 0 l D ^ U . . . + an_1 D + a n ) y = x (1) 

Donde las a son constantes y x es una función de x , escr ib i remos la 
solución general como: 

ye = y c
+ yP 

donde yc es la solución general de (1) cuando x lo sust i tu imos por cero , 
y yP es una solución par t icu lar de (1) 

yc se denomina función complementaría y se puede hal lar como estudiamos 
anteriormente. 

y p se puede hal lar por diversos métodos, uno de el los es el de los coeficien-
tes indeterminados. 

Poro encontror y p u t l l i zoremos lo siguiente tab la : 

Función de x y p correspondiente 

constante A 

e ~ Ae~ 

xeax Axe~+ B e " 

x Ax + B 

x 2 A x 2 * Bx + E 

x 3 A x 3 + BX2+ E x + F 

sen ax , eos ox ó A sen x • Bcos x 
ombos 



Para encontrar la solución general de una ecuación lineal no homogénea: 

1) Resolver como si fuera homogénea para obtener yc 

2) Escoger un yp adecuado según el t ipo de función x que tengamos 

3) Sust i tu i r en la ecuación diferencial y por yp y encontrar los va-
lores desconocidos. 

4) Sumar y c • yp para obtener la solución general. 

PROBLEMAS RESUELTOS 

Determine le solución general de las siguientes ecuaciones: 
1) ( D 2 - 4 ; j = 1 2 

SOLUCION: 
Como si esta igualada a algo en este caso 12 y = y 0

+ yp 

a) Determinación de y 0 : 

Con la ecuación característ ica , factorizamos 
( m 2 - 4) = O ; (m + 2) (m - 2) = O Las raíces son - 2 , +2 por lo que 

y c = c^é 2 * * c2e~2x 

b) Obtención del yp ; 
De la tabla yp = A , sustituyendo en lugar de y en la ecuación original. 
( D 2 - 4 ) ( A ) = 12 Multiplicando 

D2(A) - 4A = 12 Como A = cte; D2A = O 
O - 4A = 12 Despejando 

yp = A yp - - 3 S u s t , t u y e n d o 8 n y 
c) Obtención de la solución general; 

Como y0= y 0 * y^,; sustituyendo los valores 

SOLUCION y = c1 é2** 
GENERAL 

2) (D 2 - D - 2) y = 6e* 
SOLUCION: 

yo = yc • yP 

a) Obtención del y c : con lo ecuación característ ica, factorizamos 

(m2- m - 2) = O ; (m - 2) (m • 1) = O y las raíces son 2, 1 
por lo que y0 = c i e ^ * c 2 é x 

b) Obtención del y p : 
De lo tabla Ae x . , Sustituyendo en i t 
(D 2 - D - 2)(Ae x ) = 6ex Multiplicando 
D 2 (Ae x ) - D(Aex) - 2Aex = 6ex D (Ae>0 = Ae x 

A e x _ Ae x -2Ae x = 6ex D2(Ae^ = Aex 

-2Ae x = 6ex Despejando 
A r - 3 Sustituyendo en yp 

yp= Aex y P = - 3 e x 



c) Obtención de la solución general: 

y G = y c + y p Sustituyendo y 0 , yp 

yG= c t e 2 x + c 2 é x - 3ex 

CASO ESPECIAL EN LA RESOLUCION DE UNA ECUACION 
DIFERENCIAL LINEAL NO HOMOGENEA. 

Una vez que determinemos el valor del yp de la tabla tenemos que checar que 
no haya términos semejantes en y c , en caso de que esto ocurro entonces el yp 
se mu l t i p l i ca ré por xn donde n es el menor entero que hoce que los términos nc 
sean semejantes. 

PROBLEMAS RESUELTOS 

Determine la solución. 

1) (D2+ D)y = 8x 

SOLUCION: y 0 = y c + y p 

a) Determinación del & : 
La ecuación carac ter ís t i ca es: 

(m 2 + m) = O => m(m+1) = O 

l y c = C i + C 2e-* | 

b) Obtención del y p : 
De la tabla de yp = Ax • B donde B es uno constonte por lo que es semejante 

con el y c ya que ahi aparece C que también es una constante por lo que el yF 

lo que mul t ip l i caremos por x . 

yp = ( A x + B ) x = | A X 2 + B X r y Sust i tu imos en y 

(D 2 + D) ( A x 2 * BX) = 8x 
o 

Mult ipl icando 

D 2 ( A x 2 ) + D ^ i x ) + D(Ax2) + D(Bx) = 8x 

2A + O + 2AX+B r 8x 

2Ax + 2A • B = 8x 

| a T 4 

D (Ax 2 ) = 2Ax D(Bx) = B 
D 2 ( A X 2 ) = 2A D2(BX) = O 
Agrupando 
Igualando términos semejantes 

2A = 8 

2A + B = O Sust i tu imos 

2 (4) + B = O => [B = - 8 

| y p = 4 x 2 - 8x| 

c) Obtención de la solución 

y = yc+yp 
yG= Ci + c 2 é x + 4 x 2 - 8x 

2) ( D 2 - 1) y = 5ex 

SOLUCION 

Sust i tu imos A y B en y P 

SOLUCION GENERAL 

yc=yc + yP 

a) Obtención del y c : 
Con la ecuación caracter ís t ica. 
( m 2 - 1 ) = O ; (m+1)(m-1) = O 
[y c= Ct e"x-» C2ex'| 



b) Obtención del y p : 
De la tabla y p = Ae xcomo podemos checar el ypestá en el yc Aex » C2e*por lo 
que son términos semejantes, entonces mul t ip l i camos el yp por x. 
yp = Axex 

(D2 - 1 ) (Axe x ) = 5ex 

D 2 (Axe x ) - Axe x= 5e* 

Axex + 2 A e x - Axe x= 5e x 

2Ae x= 5e x 

2A = 5, por lo tanto A = 5 / 2 

Susti tuyéndolo en y 
Mult ipl icando 
D(Axex) = Axe* + Ae* 

D 2 (Axe x ) = Axe x+ Ae x+ Aex 

D 2 (Axe x ) = Axe + 2Ae x 

Sust i tu imos en yp 

y p = 5xe x 

c) Obtención de la solución: 
yc=yc + yp 

jyc = C i e - X * C2ex+ Sxg. 

PROBLEMAS PROPUESTOS DE NO HOMOGENEAS 

Resolver las siguientes ecuaciones 

1) (D 2 - D - 2 ) y = e 3 x 

2) ( D 2 - D - 2) y = sen (2x) 

3) (D 3 - 6D2+ 11D - 6) y = 2xe x 

4) D 2 y = 9x 2 + 2x - 1 

5) (D - 5) y = 2e 5 x 

6) (D - 5) y = (x - 1) sen (x) + (x • 1) eos (x) 

7) (D - 5) y = 3 e x - 2x + 1 

8) (D - 5) y = x 2 e x - xe 5 x 

9) (D - 1) y = sen (x) * eos (2x) 

10) ( D 3 - 3D 2 * 3D - 1 ) y = e * * 1 

11) ( D 3 - 2D2+ 5D) y = 10 + 15 eos (2x) 

12) (D 2 - 2D • 2) y = e x sen (x) 



SOLUCIONES 

1) y = c,e~x+ c 2 e 2 x + - j e 3 x 

2) y = C! ê x + c2e2x - ^ sen (2x) • ^ cos (2x) 

3) y = c i e x ^ c 2 e 2 x T j x ê * - £ e"x 

4) y = c i + c 2 x + 

5) y = ( c f 2 x ) e 2 x 

6) y = c , e * * ( - ^ x ^ ) s e n ( x ) - ( ï V K * M ) c o s ( x ) 

7) y = Cj e 5 " - - f - e x • x - -Jg-

8) y = c i e - ( { x 2 + { x + e x - ^ - x 2 e 5 x 

9) y = c i e x - y sen (x) - - j cos .x) •-§- sen (2 ;) —5-cos (2x) 

10) y = c i e x * C2xe*+ c 3 x 2©* 4*^ x e x - 1 

11) y = 2x • ( 1 / 3 4 ) (15 sen 2x • 60 cos 2x) 

12) y = - (1 /2)xe x cos(x) 




