b) Sustituciones:

P= __1 : como y es la supuesta lineal
W +

. =§8x —In(+1 !
9=wlm=vem = ve ”).-.veh(”).

y= V(K"' 1 )-‘.

(x+1)dy = y2(x+1) In(x+1) dx - y dx Sustituimos y ydy

(x+1) [ -v(xﬂ)-zdx + (x+1)'dv] = vz(xﬂiz(xﬂ) In({x+1)dx - v (x+1i'dx

; . -1
gl 0% + dv = VP (x+1] In(x+1)dx -winetydx Reduciendoe

igualando a cero.
_ V2n(x+1)dx_ _ g
;- (x+1) F Dividiendo entre v2.

-2 In (x+1) dx
A B in Integramos

24, _fIn(x+1)dx _
Iv dv I 1) -Io

c) Solucién de integrales:

In {x+1) dx o Tad aag d B VA
I Gewlh sIu du = e *C. u.ln(;“])_.;lu_W

d) Obtencidn de 1a solucidn general:

2, _[In(xel)dx _
Iv dv I TS 0 Integrando

<1 lnz(xﬂ) Multiplicando por -2v
=y - ——2—— =

2+viné(x+1)=cv

2+ylx+1) InZ (x+ 1) = cy (x +1) Solucién General.

PROBLEMAS PROPUESTES PARA RESOLYER POR
ECUACIBRES PUEDER REPUCIR A LA FORMA LIDEAL

De b)g:w(x*lil1 v=y(x+1)

RESOLVER LAS SIGUIENTES ECUACIONES DIFERENCIALES :

dy
I)Tﬁc_ +xy=xy?

2) dx + (-Zg&)dg = 2x22dy
3 dx- 2xydy=6 x3g2€2"2dg

2x
4) (12e f-g)dx:dg;g:ltuandox:O
s) 32y, _y°
| 33% +x+1-—a(x+l)=0; y=0 Cuendo x=0

6) xdg:x‘dx+%ﬁ50x+2gdx

1) g[ce(%z)-» 1]: 1 =13-12¢"

2) 1+ 2y3x = cxy? ) 93(**1)=%[(x+1)3-1]

2
3) &=(c-aydx? 6) 6y ¥2- In (3yx2+ 2)* = 32+ ¢




ECURCIONES DIFERENCIALES CON COEFICIENTES CONSTANTES

OPERADORES:

Un operador es un simbolo que indica una operacidn que se debe de efectuar.

E) operador D significa tomar 1a derivada con respecto a x de ...
En general:

Du =

X

Dz g-}l

donde u es una funcidn de x.

“Los operadores elementales a Dk, donde a es constante , siguen las leyes
fundamentales del algebra.

(aD™+bD")u=(bD"+aD™)u,
(aD™.MD")u=(bD")(aD")u

[aD™ (bD"+cDDu=[(aD™bD")+cD"]u

Como los operadores a DX donde a es constante, siguen las leyes fundamen-
tales del algebra, se pueden obtener de los operadores algebraicos dados
otros operadores algebraicos dados otros operadores iguales multiplican --
do, elevando & potencias, introduciendo o quitando paréntesis, exactamente
como si 10s operadores fuesen expresiones algebraicas. Es indiferente el
orden de términos en una suma o de factores en un producto.

Ejemplos:

a2D2+ 2aD-3=(aD+3)(aD- 1)
(2D%+ 5D + 6) x3 = 12 % + 15 x%+ 6x3

(D-a)(D-b)y=[D%-(a+b)D+ably

ECURCION DIFERENCIAL LINEAL

Una ecuacion diferencial lineal contiene 1a variable dependiente y todas
sus derivadas solo en el primer grado.

Su forma general es:
0"+8D""'+. . .+@8,y D+an)y=x
donde las & y x son funciones de X

St X = 0 se dice que la ecuacién es homogénes.

ECUACION DIFERENCIAL LINEAL HOMOGENER CON
COEFICIENTES CONSTANTES

Hallaremos un método para resolver 1as ecuaciones del tipo

(%D"+a,D"-'+...+u,,_,D+an)g=0 (1)
donde las a son constantes.

Un caso especialesDy+ay=0 ysusolucidnes y= cé"‘, 1o que
sugiere que una funcién de la forma.

y=ce

Puede ser una solucidn de 1a ecuacidn (1).
Sustituyendo y= ce™ %%. = mce™ .

95y | cmke™
dxk
en 1a ecuacion (1) obtenemaos:

€™ (aom™ +a,m™! +... 8,y M+8a)=0

Esta ecuacidn seré satisfecha si m es una raiz de 1a ecuacion:

aom" +a,m™’ +... 8, m+op=0

Esta ecuacion se 1lama ecuacidon caracteristica 6 ecuacidn auxiliar.

La ecuacion caracteristice es de grado n. Las raices de esta ecuacidn
serén . my, Mz, ..., Mn




Si estas raices son todas reales y diferentes, entonces 1as n solu-
ciones _

nx

My X m
yy=€', y,=e'2, ...y, =¢e

son linealmente independientes, y 1a solucién general de 1a ecuacion (1)
puede escribirse como :

y=cie 1+ ce™s | +cpe™”

en donde ¢, ,C,,...,C, SON constantes arbitrarias.

Ejemplos:
Determine 1a solucidn general de las siguientes ecuaciones:

13(D%+202-3D)y =0
La ecuacion caracteristica es:
m3+ 2m2-3m =0
Factorizando tenemos
m(m2+2m-3)=0
mim-1)m+3) =0
Por 1o tanto, las raices de ésta ecuacion son:
0,] -3
Y 1a solucién generel de 1a ecuacidn es: | y = Cy + C2 €% + Cz€~3x

2){(D?+5D+4)y=0
La ecuacidn caracteristica es:
mé+5Sm+4=0
Factorizando :
im+4)m+1)=0
Resolviendo,las raices son: -4,-1.
Por 1o que 1a solucidn general es:

3)(D2+ 6D + S)D?-9D + 18) y = O
La ecuacidn ceracteristica es:
(m2+ 6m + S)}(m2-9m +18) = 0
Factorizando tenemos:
m+SYm+ 1)m-6)m-3)=0
Resolviendo 1as raices son: -5,-1,6,3
y la solucidn general sera: ys= C1€7% C2€7™ + C3€5% 40

4) (D*- 21D +20)y =0
Ls ecuacidn caracteristica es:
m3-2Im+20=0
Para encontrar las raices de ésta ecuacidn utilizamos 1a divisidn sintética.

1+0 -21220- 1=
+1  +1-20

1+1 -20 [+0
Con esto 1a ecuacion se reduce a una cuadratice que sera:
mi+m-20=0
Factorizamos: (m+5)(m-4) = 0
Por 1o que las reices de 1a ecuacién caracteristica son: 1,4,-5.

y su solucidn general es :

Yy = C1€* + Co €% Cge-Sx




5) (D3-5D-2)y=0
La ecuacion caracteristica es
m3- Sm-2=0

Para encontrar las raices de esta ecuacion utilizamos 1a division

sintética.
1+0 -5 -2 |2
-2 +4 +2
1 =2 =1 1=0

Se reduce la ecuacidn a una cuadréatica
m-2m-1=0
Utilizando la férmula general

-b t+/b2- 4ac

2a

dondea=1 , b=-2 c=1

Sustituyendo en la formula general, tendremos.

2:(2)2-4(1) (1) _ 2¢4a+a _ 2t

2(1) 2 2

=2_§22__ NE il

Las raices de la ecuacidn son:

-2,1f2

Y 1a solucién general es:

y =& o cze("’a)“ " cseu.,rz)x

g:c,ézx *ex(qeﬂ" + cge-YZx)

ECUACION CARACTERISTICA CON RAICES MULTIPLES
La parte de una solucidn correspondiente a una raiz a , multiple de

orden p, de la ecuacidn caracteristica es
(Cy+ Cox + Cgx2+ . . acxPl)

Ejemplos :

1) (D-22(+3)?(D-4)y=0

La ecuacidn caracteristica es :

Mm-22m+3)2m-4-=0
Las raices de esta ecuacitn son -

252 525 o3
y su solucién general es :

b = (C1+ C2% + C5x2) g%+ (cqt CsR) ™+ ce o™

2) (D°-20%+D3)y-=0
La ecuacion caracteristica es:
mS- 2m4+ m3=0
Factorizando
m3(m2- 2m+ 1)=0

m3(m - 1)%= 0

Las raicesson:0,0,0, 1, 1 yla solucidn general.

Y=Cqy+ C2X + Czx2+ (Cq+ CsX) X

3) (D2+7D+12){(D%+8D+16)y=0

Le ecuaci®» caracteristica es:
(m2+ 7i..+ 12) (m?+Bm + 16) =0
Factorizando :

m+4)(m+3)im+4)(m+4)=0
Por 10 que 1as raices son:

-3,-4,-4,-4

y 1a solucion general

g:(c:+c2x+c3x2)§4"+c463"—




4) (D*- 130%+ 36)%y = 0
La ecuacion carazcteristica es:
[m%- 12 m2+ 36])°: 0
Factorizando:

2_ 20tV 2.
(m2-9)%(m2- 4)2z 0 En el caso de un par doble de raices complejas, 10s términos correspondientes
Como ambos factores son diferencies de cuadrados ' de 1a solucidn general son:

[(m+3)Xm-3)]2[(m+2)m-2)]%=0
et g o eax[(C1+ C2x)sen bx + ( Cz+ Cax ) cos bx]

“3,-9,9,9,22-222
Y 18 solucion general

ECUACION CARACTERISTICA CON RAICES IMAGINARIAS

La parte de 1a solucién correspondiente al par de raices complejas conjugadas
a+Dbi de 1a ecuacidn caracteristica, se puede escribir en la forma:

e¥ (Cisenbx + Czcos bx)

Ejemplos: .
1) (D?+2D+2)(D?+ 14D+ 49)y=0
y=(Ci+ Cax)e3*+ (Cz+ Cax)eZ+(Cs+ Cex)e2+ (C7+ Cax)edx La ecuacion caracteristica es:
(m2+ 2m + 2) (m?+ 14m + 49) = 0
Resolvemos por férmula general.
2 B
5) (D3+5D2+8D+4)y=0 L
La ecuacion caracteristica es: T
m3+ 5m2+ 8m+ 4= 0 ~ D = Gop e=cts b
Para encontrar las raices utilizamos 1a division sintética. e
-2+ 7 s = -
P B Vi 2:¥(2)2- 4(1)(2) _-2:4-4 _
g 2(1) 2
1+4 +4 PROJ Factorizando mZ+ 14m+49=0

Reducimos 1a ecuacidn a una cuadrética (m+7)*=0

m2+dm+4=0 Entonces tenemos las raices -7 ,-7 ,-1% i
Cuya solucidn es: (m + 2)%= 0 y la solucidn general es :

Por 1o que las raices de 1a ecuacidn caracteristica son: -1,-2,-2y la
solucién general:

y=(cisenx +c2c08 X ) 8%+ (Cz+ CqX ) g |

2 o
y = (C1+ C2x)e 2+ Cze™ (D%+ 100) (D + ) y = 0
La ecuacion caracteristica es:
(m%+ 100)(m+7)=0
Las raicesson: *10i,-7
Por 1o que la solucion general sera:

Cysen 10K + C,C08 10X + Cz8'™




3) (D*+2D3+10D%)y = 0
La ecuacidn caracteristica es:

m4+2m3+10m2= Q

Factorizando:

mZ2(m2+2m+10) = 0

Resolviendo por 1a férmula general: m2+2m+10 = 0
a=¥,b=2,c=210

—DSJ%:Q—C = -2:/1212-3(T)(10) = -2*/-36
a
=226) = 1234

2(1) R

2

Por 1o que las raices son: 0, 0, -1%3i y la solucidn general.

y=Ci+C2x + {Czsen3x + C4cos3x) e™>

4) (D%+ 362y =0
La ecuacibn caracteristica es:
(m2+36)2=0 6  (m2+ 36)m2+36)=0
Resolviendo: m2= -36; m = *6i.
Las raices son %6i, *6i
Por 1o que la solucidn general es:

y = (C1 + C2x)sen6x + (Cz+ C4x)cos 6x

(D2-2D+2)3y=0

La ecuacidn caracteristica es :

(m2-2m+ 2)3=0

Resolviendo por férmula general: m2-2m+2=0
8=1,b=-2.¢c=2

- -— 9224

_Tbyb2-dac 2202 -401)X2) _ 2:-4
2

28 - 2(1)

=1ti

2

Pero este par de raices se repite 3 veces por 1o que la solucidn
general es:

y=[(cy+cox+cgx2)cosx + (Cq+ CsX + CgX2) sen x Jex

PROBLEMAS PROPUESTOS PARA RESOLVERSE POR OPERADORES

Hallar 1& solucidn general de las siguientes ecuaciones:

1) (D2+9D+18)y=0 14) (D6+ 6D4+ 9D2)y=0
2) (D2-3D-10)y= g 15) (D2 16)2y=0

3) (D2+ 4D - 21)y= 0 16) (D2-4D +5)2y=0

4) D?y=Dy 17) (D*- BD3+ 32D2- 64D + 64)y = 0

S) (D3-7D+6)y=0 18) (D5-D*-2D3+ 2D2+D - 1)y=0

6) (D*-D*- 702+ 3D)y=0 19) (D*+ 8D3+ 24D2+ 32D + 16)y =0

7) (03-D2-D+1)y=0 20) (D3-6D2+2D + 36)y=0
8) (Dé- 8D4+ 16D%) y =0

9) (DS- 12D3+ 16D%) y=0

10) (D2-6D + 93y =0

11) (D3- 402+ 5D}y =0

12} 2+ 2D + 10){D?- 2D + 2)y=0

13) (D4+ 8D2+ 16)y = 0



