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Conceptos fundamentales
de dinamica estructural

5.1 GRADOS DE LIBERTAD

Desde el punto de vista dindmico, los grados de libertad que intere-
san son aquellos en los que se consideran fuerzas generalizadas de
inercia; es decir, fuerzas iguales a masa por aceleraciéon y momentos
iguales al momento de inercia de masa por aceleracién angular. Por
ejemplo, en la figura 5.1 se muestra un marco que, de acuerdo con la
definicion de grados de libertad dada en la seccién 1.2.1 de este ma-
nual, tiene 10 grados de libertad si se ignoran las deformaciones

a) Estéticos b) Dinédmicos .

Figura 5.1 Grados de libertad
estdticos y dindmicos.

52 Sistema simple con amortigua-
riscoso,
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axiales en las vigas; sin embargo, si las fuerzas de inercia importantes
son solamente las que generan las masas m, y m, al moverse lateral-
mente, entonces en dinamica se habla de un sistema de dos grados de
libertad, que son precisamente los desplazamientos laterales 1 y 2.
Esto no implica que en los restantes grados de libertad los giros y
desplazamientos correspondientes se anulen; ademas, la matriz de ri-
gideces de la estructura, que seria de 10 x 10, se pueden transformar
aunade2 X 2 (expresada en funcién de los grados de libertad 1 y 2),
denominada matriz de rigideces lateral, mediante el proceso de con-
densacioén estatica descrito también en la seccion 1.2.1, véase la
expresion 1.19.

En lo que sigue de este capitulo al hablar de cierto nimero de gra-
dos de libertad, se alude s6lo a aquellos en que existen fuerzas genera-
lizadas de inercia.

Como el titulo del capitulo lo sefiala, aqui se tratan sélo las ideas
fundamentales. Existen presentaciones mucho méas completas de la

dindmica estructural, por ejemplo, las hechas en las referencias 35
a 39,

5.2 SISTEMAS DE UN GRADO DE LIBERTAD
5.2.1 Descripcion y ecuacién de equilibrio dindmico

Considérese el sistema mostrado en la figura 5.2, el cual est4 consti-
tuido por una masa concentrada que puede tener un desplazamiento
horizontal u, ligada a la base (que puede tener un movimiento horizon-
tal, sp) mediante un elemento elastico y un amortiguador. El sistema
tiene, por tanto, un solo grado de libertad.

En cierto instante en que la masa y su base estin moviéndose, en la
ecuacién de equilibrio dinAmico intervienen la fuerza de inercia, igual
a la masa por su aceleracién absoluta x, la fuerza de rigidez y la fuer-
za de amortiguamiento. El caso mas sencillo es aquel en el cual las

Elemento eléstico

Amortiguador
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fuerzas de rigidez y de amortiguamiento son, respectivamente, pro-
porcionales al desplazamiento y a la velocidad & de la masa con
respecto a su base. Sean k y ¢ las correspondientes constantes de pro-
porcionalidad, que se supone que no cambian con el tiempo. Este
conjunto constituye un sistema lineal de un grado de libertad, con
amortiguamiento viscoso o lineal.

En estas circunstancias, usando el principio de D’Alambert, la
ecuacién de equilibrio dinamico es

mx+ci+ku=0

Considerando que x = S + u, la ecuacién anterior se puede
escribir

mz}'+c&+ku=—m$‘;, (5.1

El punto sobre una cantidad significa derivacién con respecto al
tiempo; dividiendo la ecuacién 5.1 entre m y definiendo

w=+k/m,c, = 2/kmy¢ = c/cer se llega a:

U+ 28wl + Pu=— s (5.2)

@ se denomina frecuencia circular natural del sistema; c,, se conoce

- como amortiguamiento critico y £ es la fraccion que c representa del
amortiguamiento critico y se llama coeficiente o relaciéon de amorti-
guamiento. El periodo de vibracién natural del sistema se calcula co-
mo 27/w.

5.2.2 Vibraciones libres

El sistema descrito en la seccion precedente tiene vibraciones li-
bres cuando la masa m se mueve pero la base permanece inmévil y
no actian fuerzas exteriores. En este caso el segundo miembro de
la ecuacién 5.2 se anula Yy su solucién se puede describir (referen-
cia 2).

L Uu=u()=Ae* cosw, (t — 1) (5.3)

we = w(l - 8), (5.4)

wg s la frecuencia natural amortiguada del sistema.

Cuando el amortiguamiento es igual al critico, es decir cuando
§ = 1,setienew, = 0y, por tanto, u = A4 e"*, lo cual indica que la
masa se mueve sin oscilar y vuelve a su posicién de equilibrio estatico
después de un tiempo infinito. Para amortiguamientos menores que

¢l critico, la ecuacion $.3 describe un movimiento periédico de la ma@

§.3 Vibraciones libres de un sistema
fde la figura 5.2,
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sa /m, con frecuencia w, y con amplitud decreciente 4 e**', como se
ilustra en la figura §.3. ;

Para estructuras usuales, el valor del amortiguamiento no excede
de 10 por ciento del critico (£ = 0.1), en cuyo caso w, = 0.995w. Esto
muestra que en casos practicos la influencia del amortiguamiento en &%
la frecuencia de vibracion es pequefia. El efecto mas importante del
amortiguamiento es disminuir la amplitud de dicha vibracién confor-
me avanza el tiempo, segin lo expresa el término e-%* de la ecuaciéon
5.3 y se aprecia en la figura 5.3.

Los valores que asumen A y w en la ecuacion 5.3 se determinan a
partir de las condiciones iniciales de desplazamiento y velocidad del
sistema. Si parat = Osetiene u = u,y 4 = i, se puede demostrar
que dicha ecuacion se convierte en:

ifo"‘ Ewuo
Wy

senwgt + Uy COS wyt (5.5).88

u =e'5“'l

5.2.3 Respuesta a movimientos de la base (tembiores)

Cuando la base del sistema est4 en movimiento, es necesario resol-
ver la ecuacién 5.2, considerando no nulo el segundo término. b
La solucion esta dada por la siguiente expresién, que proporciona T
el valor de u en un instante ¢ (referencia 37). B

t

u(t) = ;5 saﬁo(r)exp[ —tw(t—-1isenw,(t - 1)dr

La velocidad y la aceleracion de la masa se pueden calcular deris<

vando sucesivamente la expresion anterior con respecto al tiempo. é
TG
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Para fines de disefio interesarian los valor

es méaximos absolutos de
dichas respuestas.

De las ecuaciones 5.6 y 5.4 se desprende que para un temblor cono-
cido (o sea para valores conocidos de 5o en el tiempo) los valores ma-
ximos de u y de sus derivadas dependen solamente de la frecuencia
natural w y del amortiguamiento £ del sistema.

Para unas aceleraciones dadas o

guamiento e ir calculando alguna respuesta maxima para distintos va-
lores de w (0 lo que es lo mismo, para distintos valores del periodo

T = 2 n/w). Si estas respuestas maximas se grafican teniendo como
abscisa el valor del periodo, se obtiene el espectro de la respuesta en
cuestion.

1
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80.0 B840
¥

1
80.0 840

1
76.0
72.0 76.0

es usual mantener fijo el amorti-

720 76.0

T
72.0

1
560 60.0 640 680

En la figura 5.4 se muestra la historia de aceleraciones (es decir la
variacion de s,

con el tiempo) del temblor del 29 de noviembre de
1978, registrado en el edificio Hidalgo, Nonoalco, Distrito Federal en
terreno compresible (referencia 73). Se incluyen las historias de velo-
cidades

y desplazamientos que se obtuvieron integrando sucesiva-
mente s.
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En la figura 5.5 se presentan los espectros de la aceleracién absolu-
ta (S, + u) y de la velocidad relativa # del temblor mencionado.

Es frecuente obtener el espectro de desplazamiento D y en lugar de
las velocidades y aceleraciones dibujar las cantidades V = o D y
A = o? D, que se denominan espectros de seudovelocidades y de
seudoaceleraciones, respectivamente. De acuerdo con su definicion

T
52.0
52.0
T

T
48.0
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44.0
T
440

es posible trazar estos tres Gltimos espectros (D, V'y A) en una sola
grafica, con rayado logaritmico en Cuatro direcciones, segin se hace
en la figura 5.5. Este tipo de grafica se debe a Newmann y ha sido

empleado en muchas publicaciones (referencias 40, 41 y 42). Es in-

teresante notar que la fuerza maxima en el elemento elastico k es
igual a
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Cualquiera de los espectros de un temblor proporciona los datos
necesarios para el disefio de estructuras con un grado de libertad, con
s6lo conocer el periodo natural y el amortiguamiento de la misma.
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5.3 SISTEMAS DE VARIOS GRADOS DE
LIBERTAD
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Sistemas de varios grados de libertad
estructurales con masas concentradas cuyos apoyos tienen todos el

mismo movimiento.
5.3.2 Ecuaciones de equilibrio dindmico -

Considérese el sistema de tres grados de libertad mostrado en la fi-
gura 5.6, cuyos apoyos tienen un movimiento sy, y cuyas masas m, m, 3
y m, tienen desplazamientos u,, 4, ¥ i, a partir de la base, respectiva- g

i
F

mente, . 5
Las fuerzas de inercia en este caso son my (4y + Sp), Mz (U + S) Y

320.0
CM/SEG)

80.0

my (ly + 3). :
Las fuerzas en los elementos elésticos se pueden expresar como el

prcducto de la matriz de rigidez lateral X por los desplazamientos la-

terales, es decir

(5.7
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De analoga manera las fuerzas de amortiguamiento viscoso se
pueden expresar como el producto de una matriz de amortiguamiento
por las velocidades, o sea como

F=C (5.11)

donde el punto denota derivacién con respecto al tiempo. Se vera
mas adelante que en general no es necesario calcular C y que el efec-
to del amortiguamiento se toma en cuenta en los espectros de di-
seflo.

Para cada masa la suma de todas las fuerzas debe ser cero. Asi
se llega a que las ecuaciones de equilibrio dinamico se pueden es-
cribir.

Mu + Ci + Ku = Mis, (5.12)

M se denomina matriz de masas y, para la estructura de la figura 5.6,
es igual a:

m,
_M = 0 msy 0

0 my

En la expresién 5.12 se ha definido también;

1§ =

5.3.3 Vibraciones libres no amortiguadas

En lugar de resolver la ecuacion 5.12, se considera primero el caso
més simple en el que no existen amortiguadores (sus efectos se inclu-
yen después en forma aproximada) ¥ no existe movimiento del terre-
no, con lo cual la expresiodn 5.12 se convierte en

Mi + Ku = 0 (5.13)

Ahora bien, toda estructura eléstica como la que aqui se trata
puede vibrar libremente en forma tal que el desplazamiento de cada
una de sus masas con respecto a su posicion de equilibrio estético es
igual al producto de una funcién de la posicion de la masa considera-
da por una funcién del tiempo, que s la misma para todas las masas.
En otras palabras los desplazamientos se pueden expresar como

ue) = Z 6 (5.14)
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donde para el caso de la figura 5.6
uy (1)

u( = u, (7) v Z= | z
uz (1) 23

haciendo notar que las z no dependen de ¢. A esta forma de vibrar se
le llama modos naturales. Al conjunto de valores z; se denomina for-
ma del modo, y al periodo de 6(¢), en caso de que exista, se llama pe-
riodo natural.

Derivando la ecuacién 5.14 se obtiene

U = 26 (0 (5.15)
y sustituyendo 5.14 y 5.15 en 5.13 se llega a:
MZ6+KZ8=0

por sencillez se han omitido los ().
Para la masa i, el desarrollo de la expresién 5.16 da

m;z; 0 + (?kijzf)a =0

&

B ?kiizf (5.17)

? m;Zi

El primer miembro de esta ecuacion es funcién de ¢, mientras que
el segundo no; por tanto ambos deben ser constantes para que la
igualdad subsista. Si este valor constante se llama — «?, se obtiene

6+ 20 =0
cuya solucion es

0 =asenw(t — 7) (5.18)

De acuerdo con lo anterior existen modos de vibracién que satisfg-
cen las condiciones de la expresion 5.15. Estos son tales. que el movi-
miento de cada masa es armoénico simple con periodo natural
T = 2n/w; w se llama frecuencia natural circular.

Derivando dos veces la ecuacién 5.18 se tiene

0= —wtasen w(t— 1= —u? 0




