a08 PRINCIPES GENERAUX ET CONSEQUENCES.

inclinés qui passent par la perpendiculaire en A au plan de la figure,
et qui ont pour lignes de pente les cordes AB, AB’, AB"..., ces points
matériels partant en méme temps du point A parcourent ces plans
de maniére a parvenir au méme moment aux points B, B’, B"..., et le
temps est précisément celui qu'il faudrait & un corps en chute libre
pour parcourir AD. Enfin les vitesses 4 l'instant considéré sont les
mémes que dans la chute libre lorsque le point passe par les posi-
tions G, ¢/, C".

CHAPITRE II

DU TRAVAIL MECANIQUE

g L. — TRAVAIL D'UNE FORCE CONSTANTE.

‘ravail d'une foree constanie doni Ie point d'appli-
cation se déplace dans la direction de Ia force.
Supposons d’abord un poinl matériel parcourantla droiteXY (fig.215)
sous l'action d’une foree constante dirigée suivant XY et dans le
sens du déplacement du peint.

: = A

Fig. 213.

On appelle travain DE Ly FORCE, pour amener le point matérie
de A en B, le produtt de AD en métres par Uintensite de la force en
kilogrammes.

Ainsi, en supposant que la force ait une inlensité de 20 kilogr. et
que la longueur AB soit 30 métres, le (ravail de la force sera :

80 >< 20 =600.

Dans le cas trés particulier que nous venons de supposer, la force
agit dans le sens du déplacement du point, elle contribue & aug-
menter le chemin parcouru. On dit quelle est yorvaxte.

Considérons, au contraire, le cas ou la force constante agil en
sens inverse du déplacement rectiligne du point matériel : quand
le point se déplace de A en B (fig. 215), 1a force agit dans le sens BA,
ce qu'on exprime en disant que la force est risistante; alors le tra-
vail de la force est une quantité négative qui a pour valeur absolue
le produit de AB par l'infensité de la force; dans I'hypothése des
données numériques faites plus haut, ce lravail sera :

— 600.
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429, — Travail d'une force constanie dont le point d’appli-
eation a un déplacement rectiligne gui n’est pas dans la direc-
tion de Ia foree.

Lorsque le point matériel qui se déplace suivant XY (fig. 214), est
sollicité par une foree constante ¥ dont la direction ne coincide pas
avec XY, on appelle travai, pE LA vorcE relatif au déplacement AB,
le produit de AB par Uinlensité de la force et par le cosinus de
Pangle « que font les directions AB dans le sens du deplacement et AG
dans le sens d'action de la force.

X

Ainsi, par définition, on a:
T —=AB >< F >< cos a.

11 résulte de cetfe définition que le travail de la force est posilif
ou négatif suivant que l'angle « est aigu ou obtus : la définition
donnée dans le cas simple que nous avons considéré en premier
lieu, rentre visiblement dans celte définition plus générale; ainsi,
lorsque nous considérions (428) le cas de la force résistante,
Pangle « élait de 180° et le signe résultait de la valeur (— 1) de
€08 a. :

Réciproquement d'ailleurs, on peut considérer la définition du
travail dans ce cas plus général comme une sorte de conséquence
de la premiére idée du travail; en effet, la force F (fig. 214) peut
étre décomposée en deux, 'une AE perpendiculaire & AB, I'autre AD
suivant AB : il est visible que la composante AE n'a aucune part
dans le déplacement suivant AB, et que la seule partie de la force
qui a une action sur le mouvement est la composante AD ou F cos « :
on peut donc dire ainsi que le travail de la force se réduit au (ra-
vail de sa projection sur XY.
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420. — “Travail d'une force constante dont le point d’appli-
eation a un déplacement curviligne.

Soit XY la direction constante de la force, et soit AB (fig. 215) le-
chemin curviligne parcouru par le point d’application ; nous nous
proposons de définir le travail de
la foree d'intensité constante F,
lorsque le point d’application se
déplace de A en B.

Nous partageons l'arc AB en n
ares AA;, A Ay ..., qui tendent
tous vers zéro quand n croit
sans limite, et nous substituons
au mouvement cprviligne du
point matériel des mouvements
rectilignes suivant les cordes
AA,, AA,, .... Le mouvement
ainsi modifié coincidera avec le
mouvement véritable lorsque
nous ferons croitre n sans limite.

Nous appellerons alors travam
fLEMENTAIRE de la force le travail
relatif & l'un quelconque de ces
déplacements rectilignes en attribuant & » une valeur variable erois-
sant sans limite,

Le travail de la foree est, par définition, la limite de la somme des
travauzx elémenlaires.

Or, en projetant les points A, A A,.... B sur la direction con-
stante XY de la force, les travaux élémentaires ont pour somme :

X

Tig. 215.

B

Fo><AA + Fo< AN + ... + F<Al

1
F><A'B.
La limite de cette somme, quand n croit sans limite, est done le
produit :
F>< AR,
par suite, le travail est le produit de Uintensité de la force par la

prajection de Uare AD sur la divection de la force.

431. — Rewanque . — Le fravail, dans ce cas, ne dépend donc
pas‘de la ligne AB, mais uniquement de sa projection sur XY : ainsi
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le (ravail efit &t¢ le méme si le point matériel avait parcouru la
droite ADB.

432. — Revarore 1. — Le théoréme ne suppose pas la trajectoire
plane : la démonslralion est indépendante de cette hypothése.

433. — "Fravail de Ia pesanteur dans l¢ mouvement d'un
point matériel pesamt.

Loasqu'un point matériel pesait se déplace sur une ligne, le tra-
vail s’évalue d’aprés le résullat précedent, car la force a une direc-
tion verlicale constante, et son inlensité est aussi constante : . si
done le point suit la courbe AB (fig. 216), le travail de la pesanteur

Z

Fig. 215.
relalif au déplacement vertical AC de ce point sera :
P><AC.

I.l ne dépend done pas de la ligne suivie par le point matériel,
mais uniquement de la distance verticale AC.

[l est d’aillears bien clair que si le point matériel se meut de B
ert A, en suivantune ligne quelcongue, le travail de la pesanteur
sera égal et de signe contraire au précédent.

£nfin ce résultat important ne suppose pas la courbe AD plane.

424, — Unité de travail, — Kilogrammeéire. L'unite de travail
choisie est le travail necessaire pour élever un kilogramme a la hau-
teur de un métre.
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Cest ce qu'on appelle RILOGRAMMETRE.

1l faut remarquer que dans cette définition il n'est pas question
du chemin suivi pour le déplacement du poids; cela tient a la pro-
priété précédente qui nous a montré que ce travail ne dépendait pas
de la ligne parcourue, mais seulement du déplacement vertical.

Nous voyons aussi que le femps employé pour le déplacement du
poids ne figure pas dans Jes définitions précédentes. Le travail
mécanique d'une force ne dépend pas du temps.

425, — “'Travail de Ia résultante de plusienrs forees. Letravail
de la résultante de plusieurs forces constantes appliquées a un point
materiel est la somme des travauz des composanies.

{o— Considérons d’abord le cas ot le déplacement du point maté-
viel est rectiligne : soit F, I, F",.... les forces qui le sollicitent et
@, &y a’ ... les angles constants qu'elles font avec la direction du
déplacement ; soit R la résultante et & Pangle quelle fait avec la

dirvection du déplacement.

En projetant sur cette direction les forces composantes et la
résultante, nous savons que l'on a la relation :

Recosh—=F cos e+ F coso - F" cose” + ...-

Multiplions les deux membres par le déplacement e du point malé-
riel, nous obtenons :

Pecosh—=Fecosa 1 ecos s +Flecosa’ ...

¢'est-a-dire :

TR=T.F 4+ T.F +TF"+....

(Cest ce qu'il fallait prouver.

436. — 9° — En second lieu, considérons le cas oit les forces étant
conslantes, le déplacement du point est curviligne.

Nous remarquons que le travail d’'une foree I dans le deplacement
curviligne AMB (fig. 217) étant le produil de F par la projection de AB
sur la direction de F, est aussi le produit de la droite AB par la pro-
jection de I sur cetfe droite; or on a sur tout axe, et aussi sur AD :

?Jm R= p--n F 4L pmu F’ - pnn  E
d’ont :

AB>< pon B = AB >< pon F + AB >< p I/ +- AB ><p™ F' ...
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¢'est-a-dire :
TR —=T-Ea R TR s

Tig. 917.
Le théoréme est done général, tant que les forces sont constantes.

"T43%. — Travail de Ia pesanienr dans l¢ mouvement dun
cCorps P{‘,Sﬂ]l‘o

Lorsqu'un corps solide pesant se déplace dans 'espace, la somme
ilfffs travauz des forces de pesanteur relatifs ¢ tous les }J(’)imshn:alc};
?-zfe]s qui le composent est égale au travail du poids de ce cm';.s‘
relatif au déplacement de son cenlre de gravité. ;

Soit, en e[’f'gt, p le poids de I'un quelconque des points matériels
et z,, z, ]u distances de ce point & un méme plan horizontal d.-.n:,
deux positions délerminées du corps solide; le travail de la pesa :
teur relalif a ce point matériel est : ot

La somme des travaux de toutes les forces de pesanleur sera done :

X (& (.‘y'tl _'31)9

&) 'l 1) 100 M B 1
en ¢tendant le signe £ & fous les points matériels pesants dont se
compose le corps considéré.
Soit alors P ke S y 3
: Soit :_11«:'11 s P le poids du corps, cl Z,, Z, les distances de son centre
s oravile : ; :
de Ur‘d\‘ll(, au p.]an déja considéré; le travail de la pesanteur relatif
a ce point, sollicité par la force P, sera donc :

Pz L

Or, en appliquant le théoréme des moments des forces paralléles
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par rapport au plan horizontal auquel nous rapportons les positions
du corps, nous avons :
w W

P><Zu:_psn+p'-s;—9—p 2 L

0
P3>< T, =p3, PP P R

d’ou nous déduisons :
& 1

Px< (2, —2%)=p(— z,) +p (z —:;)-Jr—p" (z: — 2. )~

0 0
et par suite :
P><(L,— 1) = E p(zy—21)-
Ce qu'il fallait prouver.

' 488, — Corollaire. La somme des travauz des forces de pesan-
teur dans le déplacement d'un corps solide pesant est le produit du
poids de ce corps par le déplacement vertical de son centre de gravite.

Il faut remarquer que ce fravail ne dépend pas des positions
intermédiaires occupées par ce corps, mais uniquement du dépla-
cement vertical du centre de gravite.

Le travail est le méme que si toutes les masses des points matériels
¢taient concentrées au centre de gravilé.

2 1. — ~ TRAVAIL D’'UNE FORCE VARIABLE.

439. — Travail élémentaire. Soit-AB la trajectoire d'un point
matériel (fig. 218) sollicité par une
force variable en intensité el en
direction.

Supposons un point A, de cetteira-
jectoire dont la distance au point A
tende vers zéro : en représentant
par a, la distance rectiligne AA,,
par F, la valeur de I'intensite de la
force lorsque le point matériel est
en A, et par «, 'angle que fait sa
direction avec la droite AA,; le pro-
duit

a,F, cos o,
Fig. 218.

est le travarn fLivextame de la force
variable; clest donc une quantité qui tend vers zéro quand le
point A, tend vers le point A.

A T
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440. — Travail de la foree variable. Soit AB I'are parcouru par
le point matériel : nous partageons cet arc en n parties, telles que
c.hduune de ces longueurs ait zéro pour limite quand = croit sans
11.111110; nous représentons par A,, A,, A,— B les points de divi-
sion, el par a, a, .... a, les longneurs des cordes de ces arcs :

Le travail de la force relatif au déplacement considéré du point
materiel est la limite de la somme des travaur élémeniaires :

({:ll-'l €08 oy + a1, €05 o, 4 a.F; cos . ... -4- a,F, co

quand n croit sans limife.

241. — Représentation graphigue du travail d'une foree
varviable.

Nous {ragons deux axes rectangulaires OX, OY (fig. 219) et nous

G

G-
21

L | bt oty 0, gl

B

e

Fiz. 219,

portons, & partir du point O sur 0X, les longueurs O,, D,D,, D,D.,

. D;—y D, respectivement égales aux droiles a,a,.... a, (fig. 218),
puis nous portons sur les perpendiculaires & OX menées par les points
trouvés, des longueurs égales a F, cosa,, F, cosa,, ..., F, cos u«,.

Les travaux élémentaires successifs sont représentés par les aires
de% reclangles COD, GD, Dy, ... G,/ D

S1 nous supposons que le nombre n croisse sans limite, les points
G, .... C, tendront vers des positions limites, dont le lien géomé-
tmgu'c sera une certaine (iF}Ll{'b(f que L'on peut construire par points.

Soit la courbe CE (fig. 220) dans laquelle OC et ED sont les pro-

a i T : A = 2 H . £

duits des intensités F et [ de la force, aux moments ou le mobile
passe en A et B (fig. 218), par les cosinus des angles « et o’ que fait
la force avec les tangentes en A et B & la trajectloire.

Nous admetlons que la somme des aires des rectangles (fig. 219)
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a pour limite l'aire 8 comprise entre I'are G, les ordonnées OC, DE
et I’axe OX.

1l est alors évident que le travail défini (458) étant la limite de

la somme des rectangles dont nous venons de parler, est précisément

l'aire S.

De cette facon l'évaluation du travail d'une force consfante est
ramenée a la mesure d’une aire, ou, d’aprés un langage convenu,
une guadrature.

11 faut citer les formules de Thomas Simpson et de Poncelet, qui
conduisent 4 des valeurs suffisamment approchées des aires ainsi
définies, et dont on trouvera le détail & la fin de ce chapitre.

442. — Travail d'une foree dintensité eonstante gui reste
tangente 2 la trajectoire.

Un cas particulier fréquent des considérations précédentes est
celui ot la foree, d'intensité constante, a une direction qui est tou-
iours tangente i la courbe que 5
décrit le point malériel.

Il est facile de voir que le
travail est alors le produit de
I'intensité de la force par la
longuewr de Uarc parcouru.

En nous reportant a la défini-
tion générale donnée ci-dessus, A /
nous voyons- que daus ce cas B
(fig. 221) les angles « a, .... «,
tendent tous vers zéro, les cosinus ont done l'unité pour limite,
et par suite le travail est la limite du produil :

Fig. 2921.
g

Pla, 4+ a,....+a,).
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Or, par définition, la parenthése a pour limite l'arc AB, quand n
croil sans limite; done le travail de la force est :

F >< arc AB.

Ainsi, dans le treuil, il suffit de connaitre les chemins parcourus
par le point d’application de la puissance et par celui de la résis-
tance pour calculer aisément le travail de chacune de ces forees.

Il en est de méme dans le levier.

443, — THEOREME. Le travail dela résultante de plusieurs forces
qui agissent sur un point matériel est la somme algébrique des travauz
des composantes.

Nousavons démontré ce théoréme dansle cas desforces constantes;
on peut prouver qu’il est général.

En effet, le travail élémentaire de la résultante est la somme
algébrique des travaux élémentaires des compesantes, puisque dans
la définition du travail élémentaire d’une force on suppose celle-ci
constante; done, en désignant par «.F le travail élémentaire d'une
force, on a: '

nR=cl el

I étant la résultante des forcesI', I/, F”
Par suite :

FeR=YeF 4+ Yol + VoF +

La limite du second membre étant la somme des limites de ses
termes, qui sont en nombre fini égal an nombre des composantes,
on a: .

TR=T.F—+T.F 4+T.F

Le théoreme est done geénéral.

*444. — Premiére méthode pour la quadratare. ]JUrS(jll‘il S!{}gil
d’évaluer l'aire comprise enire un arc de courbe AM (fig. 222),
I'axe OX et les ordonnécs extrémes, on doit distinguer deux cas, sui-
vant que l'on connait ou non I'équation générale qui lie I'ordonnée
de la courbe & I'abscisse.

Dans le premier cas on est conduit par le caleul infinitésimal &
rechercher une fonction qui s’appelle Vintégrale de 1'expression
de y en fonction de @, questionn que nous ne pouvons indiguer ici.

Dans le second cas, ne connaissant que quelques valeurs corres-

METHODE DE TIHOMAS SIMPSON.

pondantes de I'ordonnée et de l'abscisse, on est amenc a une éva-
luation approximative, laquelle se pratique~encore lorsqu’on ne
peut obtenir, dans le premier cas, la fonction inverse dont nous avons
parle.

Fig. 222.

Yoici une premiére méthode approchée qui rend des services :
Supposons AN’ (fig: 222) partagé en n parties égales : A'B’, B'CY,

"’

G Soibig— T, el soient 4, ¥y -+ Yy les ordonnées correspon -

pantes aux points de division A’, B, .., M. Nous allons substituer &
la courbe AM la ligne brisée ABC... M qui forme avec les ordonnées
des trapézes dont la somme des aires est :

Sl N _ L
S=3 (‘flﬁ-‘yg) +§(!/i+!ls> S e (?JH =e -,-1\

A\

[
y, 2y, +y+ +mehJ
-
On prend alors S pour valeur approchée de l'aire. Celte valeur est
par défaut quand la courbe est concave vers OX, mais elle est par
exces dans le cas contraire.

* 445. — Méthode de Thomas Simpson. (elle methode, ([Ui four-
nit un résultat plus approché que la précédente dans le cas géné-
ral, repose sur les principes suivants, que nous admettons dans ce
cours :

1. — Par trois points donnés on peut faire passer une parabole dont
Tare a une direction donnde.

Il. — L'aire du segment de parabole compris enire un arc el sa
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corde est les deux tiers du parallelogramme donl deux cotes oppo-

sés sont la corde
paralléles a Uaze.

et la tangente paralléle, les aulres ciles elant

Ainsi, par les trois points A,B,C (fig. 225), on peut faire passer

une parabole dont

est les deux tiers
langente paralléle
aMZ.

Nous supposons
(fig- 224) partagée

¥

’axe soit paralléle & MZ, et I'aire du segment BMC

Fig. 223.

du parallélogramme BEDC dans lequel DE est la
a BC, et dont les cotés BE et CD sont paralléles

alors la projection sur OX de l'arc-de courbe
en un nombre pair 2n de parties égales : soit a la

longueur de cette-partie; nous substituons & Ilare AjA A Tarc de
parabole qui passe par ces points et dont I'axe est paralléle 4 OY.

METIIODE DE THOMAS SIMPSOM.

21

L'aire du trapéze mixtiligne _\; A, _\2_\5.\; (fig. 225) se compose de

I'aire du segment parabolique A A A  qui est:

Cette aire est done:

\?I]_ = U-

LY
2590 (32 4 gu AT

¢'est-a-dire :

5 (v, A, 0,)

En répétant la méme évaluation pour les trapézes suivanis

(lig. 224), nous oblenons :

{
et par suite :

yi i ym+l

S =z >< {4+ 4y, + Y, + Y+ 1)

+ 2. +y,+ -

Couperre — Mécanique.

&

S= [(yl + by, ) (U Y Y e (Y T Ay T Y .‘.J]

o SR TREERE g Saten T
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Telle est la formule due & Thomas Simpson. 11 faut remarquer
qu'elle suppose connues un nombre impair d'ordonnées partageant
en un nombre pair de parties égales la dilférence des abscisses des
points extrémes. Pour satisfaire & celfe condition, on tracera par
points une courbe passant par les points connus. On partagera la
difference des abscisses exirémes en 2n parties eégales, et l'on
mesurera les ordunnées des points de division d’aprés la courbe con-
struite. '

* 446, — Méthode de Poncelet. Nous supposons encore la diffé-
rence des abscisses des extrémités de l'arc partagée en un nombre
pair 2n de parlies égales, et nous désignons par @ la longneur de
cetfe partie.

Fig. 226.

Nous tracons la tangente & la courbe figurée aux points dont les
ordonnées sont d’ordre pair, et nous limitons cette tangenle aux
ordonnées précédente et suivante : la somme S des (rapezes
(fig. 226): ;
r ’ ! r
ABCA, ADEA,
1 e 3 L]

est visiblement supérieure & 'aire cherchée, la courbe étant supposée
concave vers 0X.

Puis nous (racons A A,, A, A, A A,... en sautant chaque fois, &
parlir de A,, une ordonnée de rang impair.

NETHODE DE PONCELET.
La somme 8" des {rapézes :
& ' ’ !
AAAA, AAAMA,

est inférieure al'aire cherchée dans le cas de la figure.
La méthode de Poncelet consiste & prendre pour valeur approchée
de I'aire :

S=g(8+8");
Calculons les deux sommes S" et §" :
§' =2ay, + 2ay, + ... -+ 2ay,,,
ou,-en représenlant par » la somme des ordonnées de rang pair :
—%as.
Be méme nous oblenons :

Y+

S = a3 = - a(y,+y,) +aly, ><y,) +

=

ou :

On a done enfin la formule :

. 13 Sk :
S: @ [26_1 Ky3+?jgluf) —5— Z(yi + y;’iifi]:l

11 faut remarquer d'ailleurs que cette formule reste la méme quand
on suppose la courbe convexe vers OX.

44%. — En résumé, on préfére celte derniére méthode qui exige
moins d’ordonnées que la formule de Simpson, car ici nous n'avons
employé que deux ordonnées de rang impair. L'approximation est
aussi plus grande en employant la formule de Poncelet, toutes choses
égales d’ailleurs.

i S e e [




