CHAPITRE 111

FORCES PARALLELES

% I. — COMPOSITION DE DEUX FORCES PARALLELES. COUPLE.
93. — THEOREME XIIL. La résultante de deux forces paralléles
et de méme sens a pour inlensilé la somme des inlensites des compo-
sunies, leur est parallele, agit dans le meme sens, et sa direction par-
tage toute droite qui rencontre les composantes en segments additifs
inversement proportionnels awz intensités des composanies.

Soient A et B (fig. 40) des points arbitraires situbs sur les
forces P, Q, paralléles et de méme sens. Soient AG et BD les lon-
gueurs représentant les intensilés de ces forees.

1o — Nous appliquons en A et B, dans la direction AB, et en sens
inverse, deux forces arbitraires I, egales entre elles et représen-

o

tées par BE et All. Ces forcesF et [/ se faisant équilibre (axiome I)
puisque les points A el B appartiennent au corps solide sur lequel
agissent ies forces proposées, U'étatdu corps n'est en rien changé par
P'introduction de ces forces (axiome V).

Nous remplacons les forces F” el P par leur résultante AG, el les
forces F et Q par la résultante BK.

Ces deux résultantes partielles sont concourantes parce que leurs
directions font avec AB des angles internes du méme coté de AB qui
ne sont pas supplémentaires. Soit I le point de rencontre, que nous
supposons, pour un instant, invariablement lié aux points A et B.

Transportons les forces AG et BK en 1, nous obtenons les deux
forces 16/, 1K sollicitant le poih! [, et la résultante de ces forces
sera la résultante des forces P et Q.

Nous tracons par le point I une paralléle & AB et une paralléle
A AD. En décomposant chacune des forces 16/, IK’ suivant ces deux
directions. nous sommes conduit & construire des parallélogramine
G/C/ et TE'K’D respeclivement égaux & AHGG el BEKD. Il en résult
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que les deux composantes [11™et IE se font équilibre, que, par suite,
le systéme se réduit aux deux forces IC" et 1) lesquelles, agissant
sur un méme point I en méme direclion et méme sens, se composent
suivant une force B égale & leur somme, agissant dans la méme
direction et dans le méme sens.
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ig. 40.

Done déja, la résultante R des deux forces considérées a pour
intensité la somme des intensités des composantes, leur est parallele
ct de méme sens.

94. — 2° — Pour déterminer complétement cetle force, il reste a
connaitre un point par lequel elle passe, par exemple le point O
fe. 4 ) o1 1 nife 'K .
fig. 40) ot ellerencontre AB; or, lestriangles G'C'T et ID'K’, respee-
livement semblables aux triangles 10A et 10B, donnent :

0A G/

L= 0
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en remarquant que l'on a:
GG =TH'=1Iit =DK’,

et en multiplianl membre & membre les proportions précédentes,
nous obfenons, aprés réductions évidentes :
R

=TI =p

(0]

Donc la résultante partage AB en deux segments additifs inverse-
ment proportionnels aux forces composantes.
On est ainsi conduit au théoréme énoncé.

95. — Covollaire K. Deux forces, paralléles el de méme sens, et
leur résullante determinent trois points sur toute droite qu'elles rencon-
trent, tels que la distance de deux d'enire eux est proportionnelle &
la force qui passe par le troisiéme point.

Soient en effet (fig. 41) les trois points A, B, G en ligne droite situés

l'lig.

respectivement sur les composantes P, Q el leur résultante R. On a,
d’aprés le théoréeme XIII:
CA

b P’

ce que l'on peut écrire :

AGBG - AG-(B

0D T TR
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et enfin:
AG_ BG_ AB
0F= = R
(est précisément ce qu’il fallait prouver.

86. — Corollaire B La projection sur un axede la résultante de

deux forces paralléles et de méme sens égale la somme des projections
des composantes sur cet axe.

9%. — THEOREME XIV. La résultante de deux forces paralléles
et de sens contraire a pour intensité la difference des intensites des
composantes, leur est paralléle, agit dans le sens de la plus grande, et
sa direction partage loule droile qui reneontre les composanies en
segments soustractifs inversement proportionnels aux intensites des
composantes.

Soient A et B (fig. 42) des points arbitraires situés sur les forces P, ()
paralléles et de sens contraire, la force Q ayant la plus grande
intensite.

Soient AC et BD les longueurs représentant les intensilés de ces
forces.

lo — Nous appliquons en A et B, dans la direction AB et en sens
inverse, deux forces arbilraires I, I égales entre elles et représen-
tées par BE et Al

Ces forces I et I’ se faisant équilibre (axiome I) ne changent rien
a I'état du systéme (axiome V)

Nous remplacons les forces ¥ et P par leur résultante AG, et les
forces I et Q par la résultante BK.

Ces deux résultantes partielles sont concourantes et le point I de
rencontre est situé du méme coté du point B que le point K, parce
que AG étant moindre que EK, I'angle IAB est moindre que IBE.
Nous supposons pour un instant le point I lié invariablemeant aux
points A et B.

Transportons les forces AG et BK en I, nous obtenons deux forces
représentées par [G" et IK’ sollicitant le point I, et la résultante de
ces forces sera aussi la résultante des forces P et ().

Nous tragons par le point I une parallele & AB et une paralléle
4 AG : en décomposant chacune des forces IG/, IK” suivant ces deux
directions, nous sommes conduit & construire des parallélogram-
mes II'G'C” et IE'K'D" respectivement égaux a4 AHGC et BEKD : par
suite, les composantes IH’ et IE' se font équilibre, et le systéme se
réduit aux deux forces IC” et 1D’ qui, agissant sur un méme point I

Couperre. — Mécanique. 4
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en méme direction et en sens contraire, se composent suivant une
force R égale & leur différence, agissant dans la méme direction et
dans le sens de la force (.
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Fig. 42.

Donc, déja, la résultante R des deux forces considérées a pour
intensité la différence des inlensités des composantes, leur est paral-
léle, et agit dans le sens de la plus grande.

98. — 2° — Pour déterminer complétement cette force, il reste
4 connaitre un point par lequel elle passe, par exemple le point O
oi elle rencontre AB.
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De ce que le point I est sur BK, du méme coté du point B que le
point K, il résulte d’abord que le point O est situé sur AB au dela du
point B : il partage donc AB en segments soustractifs.

En second lieu, les friangles IC’G" et IDVK’ respectivement sem-
blables aux triangles I0A et I0B donnent :

oA @€ . O D
TR 7 § 0B~ DK’

en remarquant que l'on a :
YO =Il'=IE' =D'K’,

et en multipliant membre & membre les proportions précédentes,
nous obtenons, aprés réductions évidentes :

0A_I_Q
OB 0 P

Done la résultante partage AB en deux segments soustractifs
inversement proportionnels aux forces composantes.
On est ainsi conduit au théoréme énoncé.

98. — Remarque. On peut arriver au théoréme précédent en
appliquant le théoréme XIII.

Soient, en eflfet (fig. 43), les forces P et Q paralléles, de sens con-
traire, et soit Q=P : nous dégempesons la force ) en deux forces
paralléles et de méme sens, I8 de ces composantes étant égale
a P et appliquée en A : en repPésentant par R 'autre composante,
nous aurons d'abord :

R=0Q0—P.

Puis, la direction de R rencontre AB en O tel que 'on ait d'aprés

le corollaire (95) :
(013 0 RE
oA ¢’
c'est-a-dire que le point O partage AB en segments soustractifs
inversement proportionnels aux forces P et ().

Cette décomposition de la force ( étant opérée, il est visible que.
['on peut supprimer les forces P et P’ qui se font équilibre, et que
par suite la résultante cherchée est la force R qui a bien les. pro-
priétés contenues dans le théoréme XIV,
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100. — CorollaireX. Deux forces paralléles de sens contraire et
leur résultante déterminent trois points sur toute droite qui les ren-
contre, tels que la distance de deux d'entre cux est proportionnellc It}
la force qui passe par le troisiéme point.

Fig, 45.

Car dans la figure 45 on a :
o
0A™ Of

OA OB OA—OB
i i %

et par suite :
OA__OB__ AB

Qi R

104. — Corollaire XX. La projection sur un axe de la résultante
de deuz forces paralléles et de sens contraire égale la somme alge-
brique des projections des composantes sur cet axe.

~ 102. — Définition. On appelle courLe le systéme de deux forces
égales, paralléles, de sens contraire et non directement opposées.

COUPLE. 03

103. — THEOREME XV. Deux forces qui forment un couple
n’admettent pas de résultante et ne sont pas en équilibre.

1o — Le théoréme XIV montre aisément qu'il ne peut y avoir de
résultante : reportons-nous, en effet, a la figure 43 ; nous avons :

0B AB
—_——— et R — P — 2.
p R Q
Supposons que la force P, d’abord moindre que la force Q, aille en
croissant et tende vers I'intensité de l'auntre : la force R tendra vers
zéro : puis OB croitra sans limite, puisque
AB><P
0B=—+-—
R
le numérateur du second membre tend vers AB><Q, tandis que le
dénominateur tend vers zéro.
On voit ainsi que la résultante se transporte a infini et que son
intensité devient nulle : cela revient & dire qu'il n'y a plus de
résultante.

104. — 20 — Ce résullat se voit a priori de la facon suivante :
Soit R (fig. 44) la résultante du systéme des deux forces P et I

3

N

Fig. 44.

égales, paralléles, de sens contraire, mais non directement oppo-
sées : faisons tourner la figure de 180° autour d'un axe perpendi-
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culaire au plan des paralléles PP’ et passant par le milieu O de AB;
la résultante R vient prendre la position R’ et les forces P et P’ vont
se remplacer 1'une l'autre : par suite, il y aura encore une résultante
identique 4 R, pour les raisons qui avaient d’abord conduit & cette
résultante; le systéme admettra donc deux résultantes Ret ', ce qui
est impossible.

Cette démonstration serait en défaut sil'on supposait que la résul-
tante agisse suivant 1’axe choisi pour la rotation : mais il est visible
a priori que si la résultante existe elle ne peut agir hors du plan
qui contient les deux composantes.

105. — 3° — Enfin il n'y a pas équilibre, car en fixant la posi-
tion du point A (fig. 44) on ne troublerait pas I'équilibre, et il se
produirait sous l'action de la seule force P’, dont la direction ne
eontient pas le point fixe (axiome II).

106. — Corollaire. Deux forces paralléles qui ne sont pas egales
et de sens contraire admettent foujours une resultante.

'10%. — Application. Décomposer une force donnée en deux forces
paralléles passant par dewx points donnes.

Il est d’abord nécessaire @ priori que les deux points donnés
soient situés dans un méme
plan avec la force que I'on
veut décomposer : et en-
suite il y a lieu de consi-
dérer deux cas, suivanl
que les deux points don-
nés sont situés de part et
d’autre de la force ou d’'un
méme coté de sa direc-
tion.

10 — Soient (fig. 45) la
force donnée P et les points
donnés A et B, la droite AB

Fig. 45. est parlagée au point (0 en

deux segments additifs :

Ies composantes seront done de méme sens; en désignant les inten:
sités par « et 7, on aura (théoréme XIII):

x_yA_P_

OB~ 0A AB
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Ces relations déterminent les inconnues x et y, car les lon-
gueurs OA et OB sont don-
nees.

90— Soient (fig. 46)les deux
points donnés A, B, silués
d'un méme coté de P : les
composantes x et y seront
alors de sens contraire, et
celle qui aura la plus grande
intensité agira dans le méme
sens que P : on aura done
{théoréme XIV) :

i 981 P
OB~ 0%~ AB’
IBEEOR A Fig. 46.

el ces relations résolvenl complétement la question.

% 1. — COMPOSITION DI FORCES PARALLELES EN NOMBRE
ARBITRAIRE. CENTRE DES FORCES PARALLELES.

108, — Composition de forces paralléles de méme sens. Soient
les forces F,I,F.F,... paralléles et de méme sens, sur la direction
desquelles nous prenons les points arbitraires A, B, C, D... (fig. 47),
(ue nous supposons invariablement liés entre eux. Nous pouvons
d’abord remplacer I'action des forces F, et F, par la force R, paral-
lele a celles-ci, égale a (F,+F,) et passant par le point L, situé
entre A et B, tel que :

LA LB
T

Les deux forces R, et F, se composeront alors suivant la force R,
paralléle a celles-ci, égale & (I, 4 F, 4 F;), el passant par le point M,
situé entre L et G, tel que :

ML MC

—_e—

R T

De méme, les forces R, et F; admettent pour résultante la force R
qui est paralléle aux composantes.
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Il faut conclure de ceci que la résultante de plusieurs forces
paralléles et de méme sens a pour intensité la somme des intensites
o des composantes, qu’elle leur
est paralléle et qu'elle agit

dans le méme sens.

109. — Rreimaroue. — Si
nous supposons les forces
composantes appliquées aux
points A, B, G, D.... d'un
méme  systéme invariable,
nous voyons -que la résul-
tante Il passe par un pointN
dont la position ne dépend
pas de la direction commune
auz forces composantes.

De plus, ce point reste
invariable st lon change les
intensites des composantes,
pourvy que les rapports de
l'une de ces forces i toutes les aulres ne changent pas.

Ainsi, le point L (fig. 47) est déterminé par le rapport des
forces I, etl,, le point M est déterminé par le rapport des forces
(F,+F,) et I, ete.

5

Fig. 47.

110, — Résuliante d'un systéme quelcongue de forces pa-
rallcles. Dans le cas général ol les forces composantes paral-
leles entre elles agissent les unes dans un sens, les autres dans
I'autre, on pourra toujours réduire ces forces & deux R’, R” paral-
leles entre elles et agissanl en sens contraire; on composera
alors ces deux forces d’aprés le théoréme X1V, 4 moins qu’elles
ne soient d'égale intensité, et non directement opposées, auquel
cas elles forment un couple et le systéme proposé n'admet pas de
résultante.

On est ainsi conduit & dire que si l'on attribue le signe -+ aux
forces paralléles d'un systéme qui agissent dans un sens, et le
signe — a celles qui agissent en sens contraire, la résultante d'umn
systéme de forces paralléles est représentée en grandeur et en signe
par la somme algebrique des forces composantes.

i14. — Hquilibre des forees paralléles. I/ faut et il S?Ifﬁf. pour
qu'un systéme de forces paralléles soit en equilibre, que la résultante

-
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des forces qui tirent dans un sens soit égale et directement opposee «
la résultante des forces qui agissent dans U'aulre sens. ‘

La condition est nécessaire, parce que le sysiéme peu_t .tOl]‘]OLll'S
atre réduit A ces deux résultantes; et cette condition est visiblement
suffisante.

112. — CENTRE B'UN SYSTEME DE FORCES P_-\I{&L.Ll'ii.ﬁis.

On appelle CENTRE D'UN SYSTEME DE FORCES pARALLELES sollicitant des
points liés invariablement enire eux, le point par lequel passe _tou—
jours la résultante de ces forces quand on vient & changer leur direc-
tion commune.

Nous avons vu (109) que ce point existe, et nous avons montré
qu’il a aussi la propriéte d’appartenir & la résultante quand on fait
varier les-intensités des composantes, pourvu que les rapports de
I'une d’elles a toutes les autres ne changent pas. .

Nous aurons 4 délerminer analyliquement la position de ce point
qui joue un role important en méeanique : nous nous bornons pour
le moment A constater son exisience.

Dans le cas particulier ont les forces composantes sont d'¢gale in-
{ensité, le centre de ces forces paralléles est le centre des moyennes
distances des poinls qu’elles sollicitent.

_ 313. — Application 1. Quel est le centre des forces paralléles
égales sollicitant quatre points invariablement lies entre eux el
placés aux sommels d'un parallélogramme ABCD (fig. 48), sachant

que la force qui sollicite le point A est dirigée en sens contraire des
trois autres?

Le centre des deux forces égales, paralléles et de méme sens, sol-
licitant les points B, D est le milieu O de BD, et la résultante de ces
forces est 2F; nous la décomposons en deux forces paralléles et de
méme sens appliquéesen A et G : ces composantes seront ‘égalcs aF,
puisque O est aussi le milieu de AG; la composante agissant en G
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détruit la foree (—F) qui sollicite ce point, et il reste la force (2F)
sollicitant le point A : ¢’est la résultante du systéme, el le centre
cherché est le point A,

Remarque. — Si I'on supposait les forces sollicitant G ot D de sens
contraire aux forces qui agissent en A et B, le systéme se raménerait
4 un couple et n'aurait pas de résultante.

114. — Application . Quel est le centre des forces paralléles
égales sollicitant siz points A,B,C,D,E, F (fig. 49), deuz & dews
symetrigues par rapport & un méme
point 0, et invariablement lis entre
eux, sachant que les forces qui solli-
citent les points A, B, C, D, E, sont de
méme sens et que la force qui solli-
cite le point F est de sens contraire
@ celles-ci?

Les forces égales, paralléles et
de méme sens qui sollicitent les
points A, B, D, E, ont pour centre
le point 0; elles sont done rempla-
cées par la force (4P) agissant en 0.

Nous décomposons une partie 9P

Fig. 49. en deux autres forces paralleles et

de méme sens agissant en C et F,

tes composantes seront égales & P, puisque le point O est le milieu

de CI; la composante en F délruit la force (—P) qui agit en ce

point; le systéme est donc réduit & deux forces égales 4 2P, paral-

leles et de méme sens agissant aux points O et C; done le centre

de ces forces est le milieu I de OC, et la reésultante du systéme
vaul 4P,

(M

Remarcue. — Si 'on généralise la question précédente et que I'on
considére 2z points deux 4 deux symétriques parrapport & un point 0,
un de ces points A étant sollicité par une force de sens inverse
aux aulres, on trouvera que le centre est sur le prolongement de 0\

& une distance de 0 égale 4 >< 0A.

n—1

115. — Application ML Décomposer une force donnée en trois
autres forces paralléles & sa direction et sollicitant trois points
donnés.

N 9
APPLICATIONS. 5

jo — Soit 0 le point ot la force donnée P rencontre l.etp('l)ﬂt‘l ldizz

i b 5 joi al'wm
trois points donnés A, B, G (fig. 50) : nous joignons l(‘-} pf::sur o
4.105 {rois points donnés, soit B, cette droite détermi AG

A a2

: B
e

Fig. 50.

ant compris entre B et D, nous décomposons la

int D. Le point O ét 050
M alléles et de méme sens y et u, sollicitant

force P en deux forces par
les points B et D, nous avons:
AL, SR

0D 0B~ BD’

¢ i letermi et u.
Ces équations déterminent y ' :
ilnt D étant situé entre A et C, nous décomposons la force u e

Le po points A et G;

deux forces z el = de méme sens, passant par les

nous aurons :
b u

T u
DG~ AD — AG

Les éoalités (1) et (2) déterminent les inconnues x, y, %; nous en
g .
tirons aisément :

DC OB ; One. AD_ OB

c=gexgnh sv=pp<h A= gppp

Ces valeurs peuvent se transformer en appliquant le théoréme de
Meénélaiis; on obtient ainsi les résullats simples :

OE 0D R
g=male dep el A—p

On en déduit aisément les valeurs :

o y e

BOC— AOC  AOB— ABCG
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2°— Si nous avions supposé le point O situé & extérieur du
triangle ABC, mais dans I'un des angles opposés par le sommet aux
angles de ce triangle, nous aurions obtenu une seule composante
de méme sens que P.

En supposant le point O situé a l'extérieur de ABC, mais dans I'un
des angles de ce triangle, on aurait trouvé deux composantes de
méme sens que la force P.

3° — La force P peut étre située dans le plan des trois points :
alors le point O est indéterminé sur la direclion de la foree P, et la
decomposilion est possible d'une infinité de fagons. Il y a indéter-
mination.

4° — Enfin si la force P est paralléle aux plans ABC, il y a impos-
sibilité, ce qui est évident @ priori.

116. — Rexaroue. — Si I'on cherche & décomposer une force F en
forces paralléles sollicitant » points donnés, on est conduit 3 une
indétermination tant que n est supérieur 4 5. En effet prenons des
valeurs arbitraires pour les forces qui sollicitent (n—3) des points
donneés et soit I leur résullante : composons alors la force F avec une
force (—R) égale et contraire 4 R, et soit R’ leur résultante: nous
décomposons alors R’ en forces paralléles, sollicitant les trois points

donnés qui restent : ces trois composantes et les (n—3) prises arbi-
trairement admeltent comme résultante la force .

CHAPITRE 1V

MOMENTS

2 I..— MOMENTS PARx RAPPORT A UN POINT

113. — Définition. Le NOMENT D'UNE FORCE PAR RAPPORT & UN POINT
est une quantité algébrique dont la valem-. ab.fohze est le produit de
Uintensité de la force par la distance du point & cetle force. _

Il résulte de cette définition que le moment d'une force par rap-
port & un point étant un produit de deux facteurs, ne pen.t Ez’lr.e nul
que si 'un des facteurs est nul; s (Ionc.-zmc 'fo-rce qui 'n._est pas
nulle @ un moment nul par rapport & un point, c'est que sa direction
passe par ce point. . 3
Pa;c(:iém. la fofrce I et le point O (fig. 51) : la perpendiculaire OA abaissée
du point 0 sur F s'appelle le bras de
levier de la force F; si nous suppo-
sons la droite OA rigide, mais pou-

ant tourner autour du point O, el
si nous supposons la force I agissant
directement sur le point A, il est vi-
sible qu’il se produira un mouvement
de rotation dans le plan de la figure
et dans le sens de la fleche.

Le signe du moment de la force F
sera -— ou — suivant que cetle rota- { ¥’
tion fictive se fera dans un sens ou Fig. 51.
dans l'autre. D'ailleurs le choix du i S
sens de rotation qui correspond aux moments positifs e_.st 111@11?@1-9111;
mais une fois ce sens choisi, dans une méme question, il faut le

erver.
Corfi;;i, en veprésentant par I, F/, F” les intensités des forces (fig. 51)

¥




