remos los dos términos que provienen respectivamente de elevar al cua-
drado el término en que la literal ordenatriz estd elevada 4 la mayor y
& la menor potencia, porque no hay otros términos semejantes 4 ellos;
(200—2*) adem4s, el segundo término del producto v el pentiltimo son
irreductibles con los otros términos del producto, porque siendo el se-
gundo término del producto, el doble del producto de los dos primeros
términos del polinomio, encerrara la literal ordenatriz con un expa-
nente mayor que el que puede tener esta literal en los demas términos,
Y por tanto, no habré otro término semejante con el que pudiera redu-
cirse; y como el mismo raciocinio es aplicable al pentiltimo término
del producto, queda demostrado que el cuadrado de un polinomio cons-
ta cuando ménos de cuatro términos.
Resulta, pues, que 4 un binomio no es posible extraerle la raiz cua-

drada algebrdicamente; siendo preciso conocer los valores numéricos
de los términos del binomio y hacer la operacion por Aritmética,

Calculo de las expresiones radicales y de las cantidades afectadas
de exponentes fraccionarios y negativos,

294.—ELEVACION DE LOS MONOMIOS £ UNA POTENCIA CUALQUIERA.
—Hemos visto (247) que para multiplicar dos monomios se multipli-
can sus coeficientes, que cuando las literales son ignales se suman sus
exponentes, y que el producto lleva el signo + cuando los factores tie-
nen signos ignales, yel signo — cnando tienen signos designales. En
consecuencia, cuando tengamos que elevar un monomio 4 una poten-
cia, la operacion ge trasforma en una multiplicacion cuyos factores son
ilgua]es, y por tanto, los coeficientes habra que elevarlos por las reglas
de Aritmética, y en cnanto 4 las literales, las sumas sucesivas de sus

exponentes, que son iguales, se convierts en mulfiplicar cada exponen-
te por el grado de la potencia,
Por ejemplo:

(23352)4:26'362 X 2@552}( 2(33&2 X 2&352
=2 2 2 WP =20 12 =160

Respecto al signo del resultado se observara que cuando el monomio
es positivo, como méis por més siempre da més, Ia potencia, cualquie-
ra que sea su grado, tambien seré positiva. Si el monomio estd afecta-
do del signo ménos, consideraremos dos casos: cuando el exponente de
la potencia sea par, y cuando sea impar.

Cuando el exponente de una'potencia es par, serd por esta causa du-
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plo de otro niimero que llamaremos n, y en virtud de que el preducto
de dos literales ignales se obtiene sumando sus exponentes, tendremos,
que denominando en general 2 el exponente par y siendo

N

(+a) =+ta*x+a"=+a™
2n

(—a) =—a*X—a"=+a™

,

resulta que la potencia par de una cantidad positiva 6 negative siem-
pre es positiva.

Cuando la potencia sea impar y positivo el monomio, el resultado
Ilevara el mismo signo que este, porque todos los factores clelrprodulcto
son positivos. Si el monomio es negativo, el resultado podra cons1dg-
rarse como el producto de la cantidad propuesta por mna potencia
par, asi

241 2n
(—a) =—aX(—a)

y como toda potencia par de cualquiera cantidad es esenciahjnente po-
sitiva y el producto de una cantidad positiva por otra‘ negatx:ra, es ne-
gativo, se infiere que la potencia tmpar de un monomio estard afectada
del mismo signo que el monomio.

De lo expuesto se deduce la signiente regla:

Para elevar un monomio ¢ una potencia, se elevard & esta su coefi-
ciente por las reglas de la oritmética, se multiplicardn los exponentes
de las literales por el exponente de la potencia, y el resuliodo se afecta-
rd del stgno mds cuando el grado de la potencia sea par, y cuando sea
impar se le pondrd el signo del monomio.

Por ejemplo:

G’ 0™\°_ 11765 M S N 243 109571
(02)_ = (—BerdliPy= ma @’k

295.—EXTRACCION DE BAICES DE L0s Mox0MIOs.—Como para de-
terminar la raiz de nn monomio hay que ejecutar operaciones inversas
de las que hemos preserito para elevarlo & una potencia, habrd que
extraer la raiz de su coeficiente por las reglas de aritmética, y que di-
vidir el exponente de cada literal por el indice del radical.

Con respecto & los signos haremos notar que como tanto _+a, como
—a elevada 4 una potencia par 2n produce un resultado positivo +a™,
s¢ inflere que la raiz par de una cantidad positiva debe ir precedida
del signo = esto es

135
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W

VFA=1z

y como toda potencia impar de una cantidad lleva el signo de la can-
tidad, tendremos:

Examinemos, por Gliimo, el caso en que la cantidud sea negativa y
el indice de la ruiz par. Como tauto +a, como —a, elevada 4 una po-
tencia par da 1-4°", y toda potencia de 0 es cero, se infiere que no hay
singuna cantidad ni mayor ui menor, ni igual 4 cero que elevada 4

una pntem‘u vor pumh mmwcu nha eantidad mm‘{h\d. En conse-
2n

cuencia, la expresion 4/" 4 g ¢l simbolo de un absurdo, de una ope-
racion linpracsicable, y se dice que es una expresion tmaginaria.

Ba lo expuesto anteriormenie se funda la siguiente regia:

Para extraer la vaiz de un monomio, se extrae lg rafz de su coeficien-
te, y se dividen los exponentes de las literales por el indice de la vaty;
poniendo el signo % al resultado cuando el monomio es positivo y el in-
dice del radical es par; § el signo del monomio cuando ¢l tndice del ra-
dical es impar. Si el monomio es negativo y el indice de la raiz es par,
lo expresion es imaginaria y la operacion solo puede quedar indicada.

Por ejemplo:

5

OFsE a’pbct

e A a
V/81a%6"c® =+3a%ct, JhﬁfT T Y

En consecuencia, para que tenga raiz exacta un monomio, es nece-
saiio que su coedciente la tenga, y que todos ios caponentes de ius lite-
rales sean divisibles exactamente por el indice de la raiz. Cuando éste
es par y el monomio negativo, la raiz es imposible y la expresion es
imaginaria,

296.—TEOREMAS RELATIVOS A LOS RADICALES.,— Vamos 4 demostrar

algunos tecremas que sirven de fandam ra trasfor las ex-
presiones radicales y para efectuar con FF'. '11 clase de operaciones:

TeoreMA.—L La raiz del pr@fluca’o de varias cantidades es tgual
g[p;\;]f?almj de las raieces de sus ?‘mm

) BMOSTRAGTON sion decimos que esigual al

f‘ S A SO ¢
A c; porque si Su poLEInos gue
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n

e e U5
¥ que N NG AC =Yoeeiiiien(R)

n n
Como por la definicion deraiz, (4/g3¢ )=:abc, y como para elevar
un monomiv debe elevarse cada uno de sus factores
. : elevando cada uno de los miembros de las ecua
ciones (1) y (2) 4 la potencia 7, se tiene:

abe=x"
abc=y"
luego et i T

y extrayendo la raiz n™* se obtiene:

=y

Siendo @ igual & ¢, sus valores tambien lo serdn, y se fendra:

G e AN e

que es lo que se debia demostrar.
TroreMA II,—Za'ratz del cociente de dbs centidades es iqual al co-

ciente de laus raices de estas canlidades.

Supuesto que

Se infiere que ot
bm
pero como @ y b son respectivamente las raices m™* de ¢® y de ™, la
filtima igualdad demuestra el teorema.

TeoreMA 1. —Para elevar una expresion radical & wno potencia,
basta elevar & esta potencia la cantidad colocoda (&eb*zgo del radical.

En efecto, se tiene,

m n m m m
(We) = Vax Vax .... X Va
m n it

6 teor. I. (\[) = '\/ﬁ)(a){ T

m

6 finalmente («/c_v) = ﬂ/{&“

que es lo que se debia demostrar.
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TEOREMA IV.—Para extraer la raiz (m n™) de une cantided, bas-

te extraer la raiz n* de este contidad y en sequida la raiz m™® del re-
sultado. :
Se trata de demostrar que

m
mn_ _,;_
Vﬂ:JVa
mn
Va=z
m
=
NVe=y
elevando la primera ecuacion 4 la potencia mn se tiene:

I e A e e

elevando la segunda 4 la potencia m se tiene:
n —
Vo= ym"
elevando esta 4 Ia potencia # se tiene:

By L a2

comparando las ecuaciones (1) y (2), resulta:

xﬂ’i.‘n e ymn
lnego s

y sustituyendo los valores de « y de y resula la igualdad

2]1)5‘_ 3 ?_
Va= \] Va

que demuestra el teorema.

Se puede invertir el rden de lag operaciones sin alterar el resultado,
esto es, extraer primero la raiz m y en seguida la 2, 6 al eontrario.

El teorema precedente se extiende 4 la extraccion de un niimero
cualquiera de raices sucesivas,

TeoREMA V.—8e puede, sin alterar el valor de un radicel, mulli-
Dlicar 6 dividir por wn mismo ndimero el indice del radical y €l expo-
nente de la cantidad colocada bajo el rodical,

Se trata de demostrar que

mp

m
Var = A/a"
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Ahora bien e Ji’/&;—........m

e . .
pero como o™ — (a"} y 4/{g"y» = a”, sustituyendo en la ecuacion
(1) resulta

mp mn

Va =

igualdad que demuestra la primera parte del teorema. Ademés, como
. y 7 son respectivamente los cocientes de mp yde np por p, la misma
igunaldad demuestra que se pueden dividir por un mismo niimero el in-
dice de un radical y el exponente de la cantidad colocada dentro del
signo radical.

207.—TRASFORMACIONES DE LOS RADICALES.—I. Sacar fuera del
radical uno 6 varios factores. Sea por ejemplo la expresion '\”} a"b. De-
cimos que es igual f’m\%._ En efecto, conforme al teor. I.
’\?EZ) = '\T; a5k Z/Eza‘:n/g
luego ﬂ;/ﬁza%

- Cuando se ejecuta esta trasformacion, se dice que se saca fuera del
radical une contidad, y para efectuarla se extrae del factor colocado
dentro del radical la raiz que indica el indice.

Ejemplos: V4a%h = 2° Vb
3 3 3
V1605 = V200 =20/ 20°8°

Sucede & menudo que no todos los factores de una expresion radical
tienen raiz exacta; y en este caso, fundindonos en la trasformacion an-
terior, se puede extraer la raiz de las cantidades que la tienen, y poner
los resultados como factores de las que quedan dentro del radical.

Para determinar los factores de una expresion que tienen raiz exac- -
ta puede aplicarse la signiente -

REGLA.—Los coeficientes numéricos que estdn dentro del signo rodi-
cal se descompondrdn en sus factores primos, despues de lo cual se de-
jardn sin variacion los wibmeros y las literales cuyos exponentes sean
menores 6 iguales al indice del radical; y los factores numéricos 6 lite-
rales cuyos exponentes sean mayores que el tndice, se descompondrdn en
dos factores de los que uno tenge por exponente el indice del radical 6
un miltiplo del indice, y el ofro ¢l exceso § reste que quede al dividir
cada exponente por el indice del radical. Puestala expresion en esafor-
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ma tendrén raiz exacta todos los factores cuyos exponentes sean igua-
les 6 maltiplos del indice del radical; padien:lo estar los factores en el
numerador 6 en el denominador de la expresion.

3
Por ejemplo:J?“sbg puede descomponerse en factores que tienen
dﬁ

raiz exacta y en ofros que no la tienen.
3 3
\]:-%_(I@“_ 258 b’ 2a* b2
R T
En virtud de lo expuesto, las expresiones radicales experimentan en
los edleulos trasformaciones y simplificaciones de mucho uso. Asi por
ejemplo:

3_ 3 3 3_ PR =N
AIR=2/ :3«/16:6«/2; Vng*=qVn
|csa,'3 cd '3J
=~ Ned’s NBa'— 60?)1-35) {a—08)4/3

" .
J\/xzy-i-m/x”y—l—bt/xgjz/ =(1+a+5)1/:'v2?
'\/'?5—4‘“72"\/25X3—4’\/§='\/§(5-—4):f\/§
A 15076 —4A/ 30°D” =abV 30

BT n_
aJc k\J ¢ __ag-{—b]a\J c
pNatgNGT Iy Nd
A las expresiones imaginarias se les suele dar otra forma, por ejem-
plo:

4

4 4 4
N—pt =gV =1; V= =aN—a .

expresandoe el producto de una G‘lntldad real por una imaginaria.
1L.—Poner dentro del radical uno 6 varios facéores. Sea como ejem-

plo la expresion a'\/— y decimos que es ignal 4 '\/'a"b
En efecto, como a-_\/a sustituyendo su valor, se
tiene: a'\/3= Wra /5
y seguu el feor. L :/a_"i/gz*\}&:é’;
Inego a:/ Z_:%::/ﬁ

~
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Se ve pues, que para operar esta trasformacion, basta elevar el fac-
tor que se cunsidera 4 la pelencis que indica el fndive del radical y es-
cribirlo dentro de este; pudiendo formar parfe del denominador de la
expresion el factor que se quiere poner dentro del radical.

3 3
Por ejemplo; 20V bh=1/8d%
50 X |d \Jf)"a““_d_

7 N

1. —Simplificar un radical.—Cuoando el {ndice de un radical ¥
el exponente e la cantidad, 6 de todos los factores que estin dentro
del radical tienen un factor comun, se puede suprimir sin alterar el

mp m
valor de la expresion, A/a? =+/¢’. Esta trasformacion tiene por fun-
damento el teorema V.

Por ejemplo *\/a —-ﬂ/a D

m

Var=al=a
’\/(f“ «/aa —m/a
f\/ol G5 = \/-._i*u"bﬁ:3 V‘W

IV.— Reducir los radicales al mismo indice. Esta trasformacion tie-
ne por objeto, estando dados varios radicales de indices diferentes, en-
contrar otros respectivamente iguales 4 ellos pero que teugan el mismo
indice. Bsta trasformacion presenta una gran analogia con la reduc-
cion de los quebrados al mismo denominador.

Sean los radicales

m s r S

Va'y v at
maultiplieando m y s por p y en el 2° radical p y ¢ por m se obtienen
los radicales:

mp mp
Va* y V™
equivalentes 4 los primeros (teor. V) y con el mismo indice.
En general, para reducir cualguier nimero de radicales al mismo
indice, se multiplica el indice de cada radical y el exponente de cada

uno de los factores numéricos 6 literales que estén dentro del signo ra-
dical por el producto de los indices de todos los demds.
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Cuando los éndices de los radicales no son primos entre si, se pueden
reducir estos radicales 4 un indice igual 4 su menor miltiplo comun.
En este caso el {ndice de cada radical es el menor milltiplo comun, 1 los
Jactores literales 6 numéricos que estdn dentro del signo, se elovardn &
la potencia que indique €l cociente que resulta de dividir el menor mil-
tiplo comun por el indice del radical,

Sean los radicales:

3 5
V3 X V1d® XN ab

reducidos al mismo {ndice se trasforman en sus ignales:

a0

30 30
,\/310 20 X \/41563}45 X,\/aezjs

= 4 (]
Los radicales: Vo YVE

el menor miltiplo de cuyos indices es 12, se trasforman en

{2 12 E
Vi YA

Las expresionos:

2av ab,

se trasforman en las signientes:

12 12

12 — —_—
576 & 5
2N &, b y SGJ -

298.—OPERACIONES CON LS EXPRESIONES RADICALES,—Hemos di-
cho que se consideran como radicales semejantes aquellos cuya parte
radical es ignal, y que se llama coeficiente de un radical la parte que es-
t4 fuera del signo. '

Para sumar y vestar las expresiones radicales cuando éstas no st
semnejantes, solo seindican las operaciones; cuando los radicales son so-
mejantes se suman y restan los coeficientes, y la suma ¢ diferencia de
éstos se multiplica por la parte radical.

Por ejemplo:

3 AT, 3 2 3
UG+ (cH AT = (4ot dyr/ o
3Val® — (c+ )Vl =B—c—d)Val®
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La ejecucion de esta regla equivale d sacar como factor comun la par-
te radical.

Para multiplicar 6 dividir dos expresiones redicales, se reducen
préviamente ol mismo indice (297, IV) y en seguida se multiplican 6 di-
viden las cantidades que estdn fuera y las que estdn dentro del signo.

El fundamento de esta reglaes: 1° que el valor de las expresiones ra-
dicales no cambia cuando se reducen al mismo indice: 2° que cnando
hay que multiplicar estas expresiones, conforme 4 las reglas generales
de la multiplicacion (247) deben multiplicarse separadamente los' coe-
ficientes y las literales, y hemos visto que el producto de dos radicales
semejantes es igual 4 la raiz del producto de los factores que contie-
nen (296); y 3° que cuando deben dividirse, se sabe que la raiz de un
quebrado es igual 4 la rafz del numerador dividida por la del denomi-
nador.

Sea como ejemplo:

4 4 e 4 N
VaxX Vb=V ab; 3V 5a%0 X —5V ab=—154/5a")"

s 5aNb Sa b 12acA/6hc
7— =4 5——’._2% 3 _.__—:3(5_\/%
b 24/ ¢ ¢ 4V

24

b

A R Fhisnes
15a0%/2bc 1500V 86°C %chﬂ

B i

24
3aV/b 3a/ b

Vamos 4 explicar como se puede sacar como factor comun & c en la
expresion (¢+0)° ol
No conteniendo todos los términos 4 ¢, multiplicaremos y dividiré-

mos la expresion por esta cantidad, (2579—3°) y como ¢= (4/¢)? ten-
dremos:

s SNBSS i Y,
G Gl ol i )

Saquemos 4 ¢* como factor comun de la expresion (d+0)

2 | 3 3 3
@rr=ray=e (S =L
: V& NE VT

Por tiltimo, saguemos como factor comun 4 ¢™ en la expresion (a--2)*

((£+&)”:(£;(ﬁ+b)n:(&m(%-—+ Wb )
% v N

16

AR -.&ﬁ;mﬂ'ﬁr —

it

Toe

L R




