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39. 2 Hallar las ecuaciones de una recta que pase por
dos puntos dados en el espacio.

Res. y Dem. Sean ', 2, w', las coordenadas del primer
punto; x”, z", v”, las del segundo; y tendrémos que las
ecuaciones z=ax—h, u=a'z-0', de una recta en general,
deberin quedar satisfechas, si dicha recta ha de pasar por

estos puntos, sustituyendo en ellas, en vez de las coordena-.

das generales, las particulares de estos puntos; por lo que
se tendra :

#=a z'--b E
w=a'z'~-l’

¥ [2"=ax"-+b

Y | =ax' b

(m) para el primer punto,
(n) para el segundo.

Estas cuatro ecnaciones haran conocer las euatro indeter-
minadas a, b, @/, b'; y sustituyendo sus valores en las genera-
les se tendriin las de la recta pedida. Para hacer el despejo
y sustitucion con facilidad, restarémos las (n) de las (m), lo
que dara
1 z—z'—=n (zv’—:c:']

w—uy' =a(x'—az')|
L oy 1 "
de donde sale a= s a'= e :

1 ? r "
€Xr— €T —x

restando las (m) de las generales, se tendra
z—z=a(x—a')|
u—i =a'(x—a')|’

y sustituyendo en estas los valores de a, a/, se tendra

z—z" ! ;o w—u
F—i =— (x—x), u—u'=—

iy ST

I

que son las ecuaciones de la linea pedida.

40. 5 Hallar la distancia de dos punios M, m (fig. 15),
cuyas coordenadas se conocen en el espacio.

Res.y Dem. Sean 2", 2", v, las coordenadas del prime-
ro, y ' %, ', las del segundo ; concibase la mQ paralela
al plano delas #z; y llamando D la distaneia Mm que se pi-
de, se tendra
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D=y/Qm*+-MQ* (A);
pero MQ=MM'—M'Q=MM'—mm'=u"—u' (B);
y como mQ=m'M', y tirando la m'Q)’ paralela al eje de las z,
sera perpendicular (I, 280) & PM/, el tridngulo m'Q'M’ rec-
tangulo en Q' *, dara M'm?2=
m'Q2-M'(Q2(C) ; pero m' Q) =Pp=AP—Ap=x"—u,
MO =MP—PQ'=MP—mp=z"—2;
luego la ecuacion (C) se convertira
en - M'm’*=(z"—x)*+4(z"—=)?%;
Iuego sustituyendo en la ecuacion (A) el valor de M'm'® en
vez de su igual Qm?, y en vez de MQ) su valor (B), la espre-
sion (A) de la distancia pedida se convertird en '
D=y &' PHE —Z P — )
Esec. Si el punto m estuviese en el origen A, sus coor-

denadas x', z', w/, serian nulas, y la distancia del punto de
origen A (fig. 16 4 otro cualquiera M del espacio, vendria

espresada por D—y/z"*+4='">}u"?; lo que tambien se
deduce de los triingulos rectangulos AM'M, AMP, como
deberan hacer los discipulos.

- GEOMETRIA DESCRIPTIVA ,

Tomada del Curso de Matematicas de la Escugla de San Cyr.

Teoremas y problemas.

41. El método de las proyecciones consiste en represen-
tar sobre una superficie dada, segun cierta ley, los puntos

* Cuando las figuras han de representar un objefo en que entren las tres
dimensiones , es preciso ponerlas en perspectiva; en euyo caso los principian-
tes tienen (ue vencer muchas dificultades para formarse una exacta idéa del
objeto, por la fignva, que 4 la verdad no le representa 4 nuestra vista como €l
es en si. Por esta causa, no dejard de costar dificultad 4 un principiante,, el con-
cebir que los dngnlos m'M'M, APM'y m'Q'M’ ( lig. 13 ) son rectos, cuando dla
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situados en el espacio; esta parte de Geometria es la que
se llama Geometrin descriptiva, la cual se aplica frecuente-
mente 4 las artes graficas,

42. Un punto es dado en el espacio por sus distancias ¢
tres planos conocidos. Se suponen regularmente estos pla-
10s rectangulares, y asi los considerarémos aqui (fig. 17).

Sea M el punto de que se habla, y que est referido 4 los
tres planos rectangulares bac, dab, cad. Las rectas MM,
MM", MM", midiendo las distancias de este punto 4 cada
uno de estos planos, son las aristas contiguas del paralelipi-

pedo M n; pero en este cuerpo el cuadrado de la diago- -

nal aM es igual 4 la suma de los cuadrados de las tres aris-
tas de un mismo 4ngulo triedro ; porque

A0 JARERTE VR D TS AR e
aM =aM' +MM' y aM' =an +nM' .

Luego el cuadrado de la distancia de un punto cualquiéra
M del espacio, ¢ aquel en que se encuentran los tres planos
coordenados, es iqual a la suma de los cuadrados de las dis-
tancias de dicho punto M d cada uno de estos planos.

El pie de la perpendicular bajada de un punto dado so-
bre un plano, se llama la progeccion ortogonal, 6 simple-
mente la proyeccion de este plano.

Los planos sobre los cuales se proyectan los puntos del
espacio, se llaman planos de proyeccion 6 planos coordena-
dos. Para fijar mejor las idéas, supondrémos que uno de

vista parecen agudos; que mm'—QM'; que m'M’ esigual y paralela con mo;
que M’ es mayor que m'Q’; y que AM ( fig. 16) es mayor que la MM', enando
aparece menor que AM' tambien es mayor que AP, y que el dngnlo AM'P re-
presenta un dngulo agudo, siendo asi que en la figura aparece obtuso.

Siempre que yo he esplicado las Matemiticas, he procurado presentar 4 los
sentidos de mis discipnlos los objetos , al mismo tiempo que sus figuras. Ad es,
que én la Geometria, ideé las dos l4minas de figuras recortadas (que se incluyen
en el Tradado elemental, para que se pudiesen formar de bullo los CUErpos (ue
representan ; y con el fin de hacer sensible tanto estas figuras como ofras de la
Aplicacion del Algebra 4 la Geometr{a, me valia de los punteros que habia para
uso del encerado, y de lineas que se trazaban en el suelo. Cuando estuve en
Paris , me resultd la mayor satisfaccion en ver, que el sabioy eminente Pro-
fesor Mr. §. F. Lacroixusaba de medios andlogos para el mismo objeto.
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estos planos es horizontal, y que los otros dos son vertica-
les.

. Laproyeccion de una recta sobre un plano (fig. 18) es la

interseccion de este plano con otro que se llama plaro pro-
yectante, que le es perpendicular, y que pasa por la recta
propuesta. Asi, larecta MN tiene por proyeccion horizon-
tal M'N', y por-proyeccion vertical M'N".

45. La posicion de una recta esid; determinada en el espa-
cio por sus proyecciones sobre los planos coordenados.

En efecto, si por las proyecciones de esta recta se levan-
tan planos perpendiculares # los planos de proyeccion res-
pectivos, cada uno de ellos contendra la recta de que se
trata; luego serd la seccion comun de estos planos.

De aqui es facil inferir que una de las tres proyecciones
de una recta depende esencialmente de las otras dos. Asi,
no considerarémos ya mas que dos planos de proyeccion,
el horizontal y el vertical, y supondrémos tambien que el
plano vertical se ha ido bajando sobre el plano horizontal,
haciéndolo girar alrededor de su comun seccion como
charnela.

Esta circunstancia da lngar 4 una advertencia importan-
te, es que las dos proyecciones de un mismo punto se hallan
sobre una misma recta, perpendicular d lo interseccion de los
dos planos de proyeccion.

Por ¢jemplo (fig. 17), en la figura en perspectiva, el pun-
to M esta proyectado sobre los planos bac, bad, segun las
perpendiculares MM, MM"; las rectas M'n, Mn, respecti-
vamente paralelas 4 estas perpendiculares, forman pues 4n-
gulos rectos con lalinea ab ; luego, bajando el plano dab so-
bre el plano bac, los puntos M, M" estaran sobre la misma
recta M, M" perpendicular 4 ab.

44. En la arquitectura, el dibujo ejecutado sobre el pla-
no horizontal de proyeccion, sellama plano geoméirico; es-
te hace conocer la situacion respectiva de las proyecciones de
todos los puntos notables de un edificio ; y estas proyeccio-
nes, segun lo que se ha dicho, se determinan por los pies de
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las lineas ¢ plomo 6 de las perpendiculares bajadas sobre
este plano. Sobre el plano vertical se proyectan estos mis-
mos puntos, y se hallan por consiguiente, sus alturas res-
pecto del plan horizontal. La figura que resulta de esta lti-
ma operacion, se llama corte 6 perfil, cuando representa una
seccion hecha en el edificio; y elevacion, cuando solo re-
presenta las partes esteriores.

La recta segun la cual un plano encuentra & uno de los
planos de proyeccion se lama la traza det primer plano.

45. Un plano es conocido por sus lrazas sobre cada uno
de los planos de proyeccion (fig. 19).

En efecto, si mM' y mM’ son las trazas de este plano, so-
bre el plano horizontal bac y sobre el plano vertical dab, los
tres puntos M', m, M, no estando en linea recta, y pertene-
ciendo al plano de que se trata, determinan necesariamente
su posicion.

Si sucediese que la traza M'm fuese perpendicular & ab,
el plano M'mM’ seria perpendicular al plano horizontal; y
si las dos trazas fuesen perpendiculares 4 ab, el plano de
que se habla serfa 4 la vez perpendicular 4 los dos planos
de proyeccion ; esto es evidente.

46. Dados dos planos no paralelos, hallar las proyeccio-
nes de su interseccion (fig. 20).

Sean M'mM", M'n}M’, los dos planos dados. Los dos pun-
tos M', M, situados respectivamente en el plano horizontal
y en el vertical, perteneciendo al mismo tiempo 4 los dos
planos dados, se sigue que la recta N'M" es su comun sec-
cion. Luego si bajan sobre ab las perpendiculares M,
Mp, las rectas pM', gM', serdn las proyecciones horizontal
y vertical de la interseccion de los dos planos dados.

47. Hallar las proyecciones de la recta que pasa por dos
punlos dados (fig. 21).

Esta cuestion se resuelve inmediatamente juntando so-
bre cada plano de proyeccion las proyecciones de los pun-
tos dados. Por ejemplo, la recta M'N", que pasa por las pro-
yecciones horizontales de estos puntos, es tambien la pro-
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veccion horizontal de la recta que junta estos mismos
;)untos; del mismo modo, M'N" es su proyeccion vertical.

48. Las proyecciones de dos rectas paralelas en el espacio
son tambien paralelas sobre cada plano de proyeccion (fig.

99). -

Porque siendo MN, PQ, las rectas propuestas, los dos
planos proyectantes verticales NMIN, QP(), son paralelos ;
pues suponiendo las lincas NI, QY, perpendiculares al
plano borizontal abe, los angulos MNN, PQ(), son iguales
y tienen sus planos paralelos. Luego las proyecciones MN',
P{), son paralelas.

Si el paralelismo de las proyecciones no tuviese lugar
mas que sobre uno de los planes coordenados, las rectas de
que se trata no serian paralelas entre si. Esta circunstancia
anunciaria solamente que una de estas rectas es paralela al
plano proyectante de la otra.

Se concibe facilmente que dos rectas se cortan en el es-
pacio (fig. 17), cuando sus proyecciones sobre cada plano
coordenado se encuentran en los puntos situados sobre una
misma linea perpendicular & ab (45), y estos puntos son en-
tonces las proyecciones del punto que s¢ busca. '

49. Por un punto dado, tirar una paralele ¢ una vectu
dada (fig. 23).

Resulta del teorema precedente que la cuestion actual
quedaré resuelta, si por las proyecciones P/, P’, del punto
propuesto, se tiran en’ cada plano coordenado las rectas
F'G', F'G’, respectivamente paralelas 4 las provecciones
MN, M'N', dela recta dada; porque las rectas E'G', B'GY,
serdn las proyecciones horizontal y vertical de la rectabus-
cada.

50. Hallar lo interseccion de un plano y de una lnea
recta (fig. 24).

Sea, en la figura en perspectiva M'oM” el plano dado, y
PR la recta cuyas proyecciones R, R" del punto R, inter-
seccion con este plano, se tratan de hallar.

Para el efecto, se buscard la comun seccion de uno de
If. 4
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los planos proyectantes PRR'P' corel plano propuesto; es=
ta linea pasard necesariamente por el punto R, y su pro-
yeccion sobre el plano vertical cortard la P'R" de la recta

dada PR, en un punto R’, que serd la proyeccion del pun-

to buscado.

Para ejecatar realmente esta censtruccion, sea M'oM' el
plano dado, y nM', ¢{)' las proyecciones de la recta cuya
interseccion con este plano se busca. Tirense desde los pun-
tos ', n, las perpendiculares Mm, nM’ 4 la recta ab; y la
linea mM" sera (46) la proyeccion vertical de la comun sec-
cion del plano proyectante M"2M con el plano M'oM". Asi,
el punto R’ serd la proyeccion vertical del punto R. En
cuanto 4 la proyeccion horizontal R' de este punto, se halla
ticando R"R! perpendicular 4 ab (43).

Se conseguiria el mismo objeto, efectuando la construc-
cion representada por la figura 25.

51. Dado un plano, hallar para cada punto del plano ho-
rizontal la coordenada vertical, es decir la altura del quele
corresponde en el plano dado (fig. 26).

Sea M'oM" el plano dado, y P' la proyeccion horizontal de
este plano, cuya altura por encima de bac es la que se pide.
Si se concibe en el plano MoM' una horizontal P()', esta
serd la paralela 4 la traza oM, y entonces ¢Q)" 6 nP” serd la
altura del punto P por encima del plano horizontal bac.

Sentado esto, tirese P'q paralela & oM, levantando a g}’
perpendicular & ab; y las lineas P'P’, Q"P', respectivamen-
te paralelas 4 Q)" y ab, se encontraran en un punto P’, que
serd la proyeccion vertical del punto P que se busca; y
7P’ 6 g{)" serd su altura por encima del plano horizon-
tal.

52. Determinar el dngulo que hace una rectp con uno de
los planos de proyeccion (fig. 27).

Se percibe que el 4ngulo que una recta P'N hace con un
plano cba, es el que forma esta recta con la traza P'N' del

plano proyectante PNN' sobre el plano abe. Si pues eF’, -

9" son las proyecciones de una recta dada, se tomara ar-
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bitrariamente sobre ¢F' un punto N'; y el punto V', deter-
minado por el encuentro de la recta N'N’, perpendicular 4
abe, con la proyeccion gG", sera la proyeccion vertical del

punto N.

Ahora tratemos de hallar los puntos en que la recta MN
encnentra los planos coerdenados. Estos puntos son aque-
llos donde la recta de interseccion de ambos planos provec-
tantes -encuentra & los planos coordenados; pues (46) los
puntos P, P, son los buscados (fig. 27).

(Queda por determinar el angulo NP'N'. Para este fin, si
se considera que el'triangulo NP'N'; volteando alrededor de
P'N', se sobrepone sobre el plano horizontal, la recta NN
quedara constante éigual 4 N'h. Por consiguiente, haciendo
N'n perpendicular 4 P'N'; é igual & N'k, el dngulo NPz se-
rd el que se busca.

La figura 28 representa el caso en que la recta dada en-
cuentre el plano horizontal bac que se supone prolongado
hacia d. : :

33. Encontrar el angulo que un plano dado hace con ca-
da uno de los planos de proyeccion (fig. 29).

Sea M'oM"el plano dado; determinar, por ejemplo, el an-
gulo que este plano hace con el horizontal bac.

Si desde un punto P cualquiera, tomado sobre el plane
M'oM" se baja sobre bac una perpendicular PP, y que por
esta perpendicular se concibe un plane PPN, perpendicu-
lar al plano dado MoM’, el angulo PN'P' serd el que se
pide.

Sentado esto, tomese arbitrariamente un punto P’ sobre
el plano horizontal (fig, 29 *), v desde este punto béjese
sobre oM la perpendicular P'N'. Se buscard, por lo dicho
(51), la proyeccion P’ del punto P, y tomando sobre ¢,
paralela & oM, la parte Pp=P'r, se tendra que el dngulo
pIN'P' serd la inclinacion que solicitamos.

Es facil demostrar que la perpendicular bajada de un
punto cualquiera de un plano inclinade al horizonte sobre
la traza del plano, 6 una linea horizontal que sea contenida,
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en €l, es la linea de mavor inclinacion de este mismo plano :
de donde se sigue que si quisiéramos hallar la linea mas -
clinada de un plano W'oM’, se bajaria desde un punto cual-
quiera P una perpendicular PN’ sobre la horizontal oM, la
cual seria la linea buscada (tig. 29).

84. Por un punto dado tirar un plano paralelo ¢ otro pla-
no conocido (fig. 50).

-Pues los planos han de ser paralelos, sus trazas sobre los
planos coordenados tambien seran paralelas (48). Sobre es-
ta propiedad se¢ ha fandado la siguiente construccion.

Sea M'mM' el plano dado, y P', P’ las proyecciones del
punto dado, se tirara P'e paralela & m, y se formara el rec-
tangulo epP’E"; entonces el punto E' estando sobre la traza
vertical del plano buscado, se tirard 4 mM" la paralela nE'N"
y por el punto  larecta nlN' paralela & mM. El plano N'nlN
determinado de este modo serd paralelo & M'mM/, y pasara
por el punto dado. '

55. St una recla es perpendicular ¢ un plano, su trazay
lo proyeccion de esia recta sobre el mismo plano coordenado,
tambien seran perpendiculores (fig. 51).

El plano que se-considera es M'mM’, v P(Q) larecta que le
es perpendicular : asi, todo plano P(}' pasando por esta rec-
ta serd perpendicular al plano MmM"; por consiguiente, si
el plano P()' es el proyectante de la recta PQ, llenaré esta
condicion, y ademas ser& perpendicular al plano horizontal
bac; pues este tltimo y el plano M'mM" le serdn ambos per-
pendiculares, porque la comun seceion 6 la traza mM' goza
tambien de esta propiedad, luego finalmente mM ha de ser
perpendicular 4 P'(J, proyeccion horizontal de la recta P().
Igual raciocinio puede hacerse respecto de la proyeccion
vertical.

56. Porun punto dado, tirar una perpendicular d un pla-
no conoeido (fig. 32).

Resulta del teorema precedente que, si desde las proyec-

.ciones P, P del punto dado se bajan respectivamente so-

bre las trazas mM mM’ del plano dado, las perpendiculares
\
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Py, P'Q) seran las proyecciones de lalinea, y gozarin las
propiedades requeridas.

Si se quisiera determinar la longitud de la perpendicular
al plano dado, se buscarian las proyecciones de un estremo
por lo ensenado (50), y construyendo, sobre la proyeccion
de la longitud de la perpendicular de que hablamos, un tra-
pecio, cuyas bases paralelas y perpendiculares & esta pro-
yeccion, fuesen iguales & las alturas de las estremidades
de esta perpendicular por encima del plano coordenado,
que contienc la proyeccion de que se trata; entonces el
cuarto lado de este trapecio serd la longitud pedida.

o7. Por un punto dado, tirar un plano perpendicular 4
una recia dada (fig. 55).

Las proyecciones de la recta y las trazas del plano que se
busca, debiendo ser perpendiculares entre si, sobre cada
plano coordenado, .se sigue que el problema quedara re-
suelto, luego que se conozca un punto de una de estas tra-
zas.

Al efecto, por el punto P, proyeccion horizontal del pun-
to dado, se tira 4 P'q perpendicular & la proyeccion ¢M’ de
la recta dada ; esta linea Py sera paralela 4 la traza del pla-
10 buscado, y podra ser mirada como la proyeccion, sobre
¢l plano horizontal, de una linea que le fuese paralela, y que
pasase por el punto dado. Si se construye por lo- dicho
(51), el encuentro de esta ultima con el plano vertical se
verificara en (", Tirando entonces & ()'m perpendicular 4
la proyeccion ¢'M’, esta serd la traza del plano buscado so-
bre el plano vertical; y tirando de la otra parie & M'm per-
pendicular & ¢M, esta serd su traza horizontal (fig. 52 7).

Al presente, se puede resolver, esta cuestion : Dados dos

planos, encontrar el dngulo que forman entre s,

Porque el dngulo de dos planos es el mismo que el de
dos lineas perpendiculares, tiradas en cada uno de los pla-
nos i un mismo punto de su interseccion ; v estas lineas de-
terminardn precisamente un plano perpendicular 4 esta in-
terseccion. Construidas las proyecciones de la interseccion




