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y formando proporcion con estas dos ecuaciones, sera
2
zzzz'ﬂ::;—ﬂ(aﬂ—w“‘):;z(a 2): 02— 02—

(a4-x) (a—x) : (a+') (a—a') 32 BPXB'P ,BP'XBP';

: lue{;ro los cuadrados de las ordenadas son enire si como los
productos de las abscisas, entendié_n(%ose en :general por ab-
scisas las partes en que queda dividido e} eje por las OI"dE-
nadas. Asi, la abscisa del punto M, considerando el origen
en A, es la AP; considerando el origen en B, es BP, etc., ¥
las abscisas del mismo punto son BP, BP. '

88. Toda linea mAM tirada por el centro, y que termina
con sus estremos en el perimetro de la elipse, se llama dia-
metro, y todos los didmetros estan divididos en el centro en
dos partes iguales. ‘ :

Porque si 4 derecha é izquierda del punto fle origen A,
sa foman las abscisas AP, Ap iguales, la ecuacion dg la cur-
va daré iguales las ordenadas MP, mp 5 luego si unimos los
puntos M, m, con el centro A, los tridngulos Amp, AMP,
serdn iguales (I,260), y dardn mA=MA, y los 4ngulos
mAp=MAP ; y aniadiendo MAp, sera mAp+pAM=MAP-}
pAM==; por lo que (I, 256) las dos rectas mA,’I\'L-\, 1o
formaran sino una sola y misma linea, la cual serd un did-
metro, y quedara dividido en dos partes igqales en A.

9. Si desde el centro A (fig. 51) con un radio AB=a,
se describe una circunferencia de circulo, y consideramos
que la abscisa x es comun para la elipse v el circulo, la
ecuacion de este seré (§ TT)2Z2=a2———x2 :

y la de la elipse serd z'-’:%?(_a“—:c”} ;
y poniendo en’ vez de a2—ax? su valor 72, se tendrd en

b
general s==X1;
a

y segun sea b< 6> a, asi serd 2 LO0>L; :
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por consiguiente, si desde el centro de la elipse v con los
semiejes, se describen dos. circunferencias de circulo, la
elipse comprenderd & la mas pequeiia, y estard compren-
dida por la mayor.

De aqui se sigue, que el primer eje de la elipse es:mayor
que todos los digmetros, y. el sequndo-menor,

90. Si en virtud de la relacion ‘precedente, se quieren
encontrar las coordenadas de la elipse, euando se conogen
las del circulo descrito sobre uno de sus ejes, basta dismi-
nuir 6 aumentar estas tltimas en la relacion de b 4 a. Esta
propiedad nos va 4 servir para describir una elipse por. pun-
tos, cuando se conocen los dos ejes.

Desde el punto A como centro, y con los radios AB, AC,
iguales 4 los dos semiejes a y b, se describiran dos circun-
ferencias de circulo ; despues se tirara un radio cualquiera
ANM; se bajara desde el punto M una perpendicular MP
sobre el eje BB'; y tirando despues N() paralela a AB el

punio Q) lo serd de la elipse ; porque los triingulos seme-
jantes AMP, NMQ, dan

LA NSt L
AM: AN :: 3P QP =~ X MP=-CMP.

Haciendo lo-mismo para cada punto, se tendra (89) cons-
truida la elipse.
91. Se llaman focos de la elipse a los puntos F; F' (fig.

52) situados sobre el eje BB, y tales que la doble ordenada

: -2
que corresponde a ellos, es igual al pardmetro —2}% del eje

mayor.
Para determinarlos, en la ecuacion de la elipse

b? 3 aNEl
2*=—(a*—z%), se hard z=—,
a? a

4 2 0}

20 b aniin nlish, b
lo que dara;a=&§(a2—x3}, 0 dividiendo por—;

serd b®=a*—ax*, de donde x*=a>—0b?;
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y representando por ¢ el valor conocido que resulta para x,
tendrémos ==}/ a*—b*=c.

Para construir estos valores de @, desde el estremo del
eje menor como centro, con un radio igual al semieje ma-
yor (16, esc. 2°), se describird una circunferencia de circu-
lo, y los puntos F, F', en que encuentre al eje BB' serin
los focos ; porque el triangulo ACF da
AP =/ CF—CA=)/ >}

92. La distancia AF del centro a los focos, que hemos
sefialado por ¢, se llama escentricidad de la elipse, y las dos
rectas FM, F'M, que desde un punto cualquiera M se tiran
a los focos, se llaman radios vectores.

Para hallar los valores de estos, considerarémos los tri-
angulos rectingulos FPM, F'PM, que dan, el primero
FM?=PM*+-FP?=2>(c+2)*;
poniendo en vez de z* su valor (N, 84), v a?—b2 en vez de

¢, reduciendo el entero 4 la especie del quebrado y simpli-
ficando, tendrémos >

2
l*‘l&l’:b_(a’—-m2 (*=a?—b?)2ext-22=
=, s )

a?b*—b gt ~a2b9+2azc;c+a2.r2_

¥ aﬁ.
a2’ cat( (- A)=c)a® (a’—i—cmz)
a

a2

lo que da FM:a-{_‘:—:f;

del mismo modo, considerando el segundo, se halla

& K
b ';\l:a——.
a
Sumando estas dos espresiones, resulta FM4-1"M =24, cu-
Ya ecuacion nos dice, que la suma de los radios vectores 1i-
rados ¢ un mismo punto de la elipse cs igual con el eje ma-
yor.,

95. De aqui resulta un nuevo método para describir una
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elipse, cuando se conoce su eje mayor BB' y Ia posicion de
los focos F, F'; para esto, se tomara desde el punto B una
longitud cualquiera BK sobre el eje BB'; desde el punto I
como centro con un radio 'M=BEK, se describira un arco
de circulo; desde el punto F' como centro y con un radio
F'M=BK, se describird otro arco de circulo; su punto de
interseccion M corresponderd & la elipse; y ‘procediendo
del mismo modo, se tendrin los puntos que se deseen.

Esc. Es ventajoso describir los arcos de circulo 4 un mis-
mo tiempo por la parte de arriba y por la de abajo del eje;
pues por este medio se encuentran & cada operacion dos
puntos de la elipse.

94. Si se dan conocidos los dos ejes, se determinan los
focos (91), y despues se procede 4 la construccion ; pero si
la elipse ha de ser muy grande, se fijan en los focos los estre-
mos de un hilo, igual cn longitud al eje mayor, y estirdndole
bien por medio de wi punzon 6 de un lapicero, sehace girar
este, y wa describiendo la elipse por un movimiento continuo.

Esc.: Reciprocamente, partiendo dé la propiedad de ser
la suma de los radios vectores igual al eje mayor, se puede
deducir la ecuacion de la elipse y todas sus propiedades.

95. Ya sc sabe (I, 297 y 441) lo que en general se llama
tangenle; pero en las secciones conicas, se llama en parti-
cular tangente & la parte MT de la tangente (T, compren-
dida entre el punto de contacto M, v el punto T en que cor-
ta al eje de las abscisas; y se llama subtangente 4 la parte
PT del eje de las abscisas, comprendida entre el punto Ty
el P, pie de la ordenada correspondiente al punto de con-
tacto. Se llama normal 4 la linea MN perpendicular 4 la tan-
gente en el punto de contacto; y subnormal; es la parte PN
interceptada por la normal y la ordenada P del punto de
contacto. De dos didmetros Mm, M'm’ (fig. 53) se dice que
son conjugados, cuando el uno M'm’ es paralélo 4 la tangente
que pasa por el estremo del otro.

Ese. Se puede deducir una ecuacion de la curva referida
a sus diimetros; v tambien se podrian hallar espresiones
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analiticas de las lineas que hemos dicho antes; pero esto
ultimo lo dejamos para otro lugar.

De la pardbola.

96. Cortando un cono recto con un plano paralelo 4 una
de las generatrices, ha resultado una curva infinita, que he-
mos llamado pardbola, y hemos obtenido (71, 3% para su
ecuacion z2=4cx 3 sen.i6%

v haciendo la cantidad constante 4¢csen.j6*=p,
la ecuacion de la parabola serd z>=pazx. ;

Para tener los puntos en que corta al eje de las x, haga-
mos =0 y resultard x=0;
es decir, que esto tiene lugar en un solo punto, que es el
origen de las coordenadas.

Haciendo 2=0, se tendrin los puntos en que corte al eje
de las z; y como esta suposicion da z=0, manifiesla que
esto no se verifica sino en el origen. Asi, la curva no tiene
mas de un punto comun con el eje de las x y de las z, que
es el origen de las coordenadas.

97. Resolviendo su ecuacion con relacion a z, sale

s=cty/pa.
- Estos dos valores iguales y de signo contrario, manifies-
tan que la curva se estiende igualmente por la parie supe-
rior € inferior del ¢je de las x.

98. Paratodos los valores negativos de « resulta z ima-
ginaria, pues que p es una cantidad positiva ; luego la cur-
va no se estiende por el lado de las abscisas negativas, y es-
ti'limitada en este sentido por el eje de las z.

Y como los valores de z son tanto mayores, cuanto ma-
yor es x, la curva se estiende indefinidamente por este
lado del eje de las x, y tiene la forma mAM que representa
la(fig. 54).

99. Como por la ecuacion precedente, la relacion del
cuadrado de la ordenada a la abscisa’es la misma para to-
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dos los puntos de la curva, respecto de otras coordenadas
X, 7, se tendra Z2=pX,

lo que da Z%:22::pX:pai:Xox;

cuya'proporcion manifiesta que en la pardbola los cuadrados
de las,ordenadas son enire s¢ como las abscisas correspon-
dientes.

Lalinea indefinida AX se llama el ¢je de la parabola, y A
es su vértice.

100. Para describir la parabola, se tomard sobre el eje
de las z, partiendo del origen, una distancia AB, igual con
p que se llama parametro de la parabola. Despues haciendo
centro en un punto cualquiera G, tomado en el mismo eje,
y con un radio igual 4 CB, se describird una circunferencia
de circulo. En el punto P estremo de su diimetro se elevara
la perpendicular PM, y en ella se tomara una parte
MP=QA, con lo que se tendra el punto M, que correspon-
dera 4 la parabola.

En efecto, por esta construccion se tiene (I. § 533)
AQ*=ABXAP, de donde PM*=AQ?=pXAP=px; to-
mando la Pm=PM, se tendra el punto m por la parte infe-
rior; y del mismo modo se construirin cuantos puntos se
necesiten. Esta parabola se suele llamar la vulgar 6 apolo-
niana,

101. Se llama foco de la parébola & un punto F (fg. 55)
situado sobre el eje delas x, tal que la doble ordenada que
le corresponde;, es igual con el parametro de la curva,

Para determinarle, se hard z=}p en la ecuacion de la pa-
ribola, lo que da {p*=pz, de donde x=1p;
que espresa la abscisa pedida. Asi, en la parabola lo distan-
cia del foco alvértice A de la curva, es igual d la cuarta
parte del pardmetro.

102. Si sebusca la distancia FM de un punto cualquiera
de la parabola alfoco, se tendra

FM?=PM>+-FP2=22+-(x—!p)*=
prat—gpa-ep® =2 - pat-ip® = (i)’
que estrayendo la raiz cuadrada sale FM=x~!p.
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Luego la distancia de un punto cualquiera de la parabola
al foco, es igual 4 la abscisa de este punto, mas la distan-
ia del foco al vértice de la curva. Por consiguiente, sise
toma 4 la izquierda de A una magnitud BA=!p, y por Bse
concibe la BL perpendicular al eje AX , como toda linea ML,
tirada desde un punto cualquiera de la curva, serd igual
con su paralela
PB=AP+BA=x-}+ip, tendrémos que los puntos de la pa-
rdbola estan d tqual disiancia del foco que de una linea BL
tirada perpendicularmente ¢ su eje, y & una distancia del
vértice igual jp, cuya linea se llama directriz.

103. De aqui resulta un medio de trazar la pardbola
cuando es conocido el pardmetro p. Paraesto, deuna y otra
parte del punto A se tomaran en el eje AX las longitudes
AB=AF=lp, y el punto I’ sera su foco. Por un punto cual-
quiera P del eje se levantard una perpendicular indefinida
PM; despues tomando la distancia BP, desde el punto F
como centro y con esta distancia por radio, se describira
un arco de circulo que corte alarecta PM en dos puntes
M, m, los cuales corresponderan 4 la pardbola. Porque de
este modo resulta

FM=AP+AB=a+ip.

104. Tambien se puede en virtud de la misma propiedad
describir la parabola por un movimiento continuo.

Para esto se ajusta & la directriz BL una escuadra movil
EQR (fg. 36); despues, tomando un hilo de una longitud
igual 4 QF, se fijard uno de sus estremos en E, v el otro
enel foco I de la parabola; se estenderd despues el hila
por medio de un punzon o lapicero que se tendrd siempre
bien unido al canto QE ; y haciendo andar la escuadra a lo
largo de la divectriz ; el punzon 6 lapicero girara 4 lo largo
de QE y describira la pardbola.

En efecto, como el hilo es igual con la longitud de la re-
gla QE, se tendra FM4+-ME=0QM-+-ME,
que quitando la pavte comun ME , da QM=M

105, En la parabola, como en la elipse, se llama tan-
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genteala MT (fig. 57), subtangente 4 la PT, normal 4 1a MN,
subnormal & la PN, y didmetro es toda linea ME paralela al
eje de la pardbola.

De la hipérhola.

106, Cortando un cono cuyo dngulo £ de las generatrices,
junto con la inclinacion « del plano secante, sean mayores
que =, hemos obtenido una curva ilimitada por ambos lados
del vértice del cono; Ia hemos llamado haperbold y nos
resulto (72) para su ecuacion

2ﬁzsen.ochen.(m—|—” ( csen.6 sl ;

c0s 462 sen.(a6) ' ) ;
¥ cOmo en este caso s es igual & la linea AQY
- sen.(a—-6)
(fig. 46) 6 4 la BB’ (fig. 58), representando esta por 2a, la
ecuacion (P) de la hipérbola sera
sen.usen. (a6

z2=m;i-)(2ax+m?) (A)

Para tener los puntos en que corta al eje de las x, haré-
mos =0, lo que da x=0, y xt=—2a;
es decir, que esto se verifica en dos puntos diferentes B, B',
de los cuales el uno es el mismo origen de las coordenadas,
y el otro estd situado del lado de las abscisas negativas a
una distancia 2a del mismo crigen.
~ Haciendo x=0), se tendrin los puntos en que la curva
cortaal eje delas z, cuya suposicion da z=0; es decir, que
esto solo se verifica en el origen de las coordenadas.

107. Resolviendo la ecuacion con relacion 4 =, se tendra

sen.asen.(«—+-6)
== \/ 08,452 Predl;

que manifiesta que 4 cada abscisa corresponden dos orde-

nadas iguales y de signo contrario, 6 lo que es lo mismo,

que la curva se estiende ignalmente hacia uno y otro lado
I 8
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del eje de las x. En esta ecuacion se ve que cuanto mayoer
sea « positiva, tanto mayor serd el valor de z, y por consi-
guiente la rama MBm se estiende al infinito. Si se hace ne-
oativa la %, se convertird la ecuacion en

sen.a)sen.(o+6) o .
A \/ — . (a2—2ax) ;

cos,16*

valor imaginario , mientras sea £ < 2a ; nulo cuando a’::?a;
y real y cada vez mayor, conforme va siendo la x negativa
mayor que 2a ; es decir, que desde el punto B'4 la izquier-
da, la curva M'B'm’ se estiende tambien al infinito. Si bus-
camos la ordenada correspondiente & x=a, se obtendri

r=mt )/ “sen.ayCsen. (v4-6)=(1. §156)
€0s.16

c:6[/sen.quon.(a+6)X\/:f:ib¢TL
2

agég/sen.ocsen.(a+6’) )

que EIE\ ando al cuadrado BS[B valor sera

b2 sen.asen.(«--6)
62>(sen .sen. («-6€), que da — H_cosT_
luego sustituyendo en vez de este seg undo miembro el pri-
mero en ]a ecuacion (A, 106) de lahipérbola, se convertira

(llamando b la parte real

COS

en 2= (Eaa:-l-m ) (B).

108. Lalinea BB'=2a se llama ¢je primero de la hipér-
bola, v la linea b0’ ﬁQb, se llama el sequndo eje; y el punto
A en que se cruzan los ejes , se llama centro.

109. Si trasladamos el origen al centro A , representamos
por x' la abscisa AP:AB—l—BP_—_aT{—x (que da x=2"'—a,
y sustituimos este valor en la ecuacion

b2 ;
(B, 107) se tendra z2=§(2a(x'-—a)—|—(w —

bﬁ ' ) L T P D __.bn o S
EQaw——Qa o —2ax'+-0") =—(w a?),
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; s e e 2y 1M
6 suprimiendo el acento serd 2*=—(2"—a?) (C),
g

que es la ecuacion de la hipérbola referida ¢ sus ejes y d su
centro.

110. Se llama pardmetro de un eje 4 una tercera propor-
cional & dicho eje y al otro, asi, llamando p el parametro
del eje primero, se tendra

90:2b::2h: p—g_‘bﬂ

Gk p b
que dividiendo por 2u sale— =—
cuyo valor sustituido en las ecuaciones anteriores (B), (C)
las convertird en

S=gut?) (D), =La—a) (B),

que son las ecuaciones de la hipérbola con relacion al pard-
metro.

111. Si consideramos dos puntos cuyas coordenadas sean
x, 2, x', 2, tendrémos

que formando proporcion y simplificando ser4

2%t — a2 —a:: (a-a) (o —a): (o'a)(x'—a) ;

que manifiesta que los cuadrados de las ordenadas son en-
tre si como los productos de las abscisas, llamandose aqui

abscisas las distancias BP, B'P, del pie de la ordenada 4 los
dos vértices B, B' de la curva.

112. Toda linea MM', que pasa por el centroy termina
en la curva, se llama didmetro ; y se demuestra del mismo

modo que en la elipse, que todos los didmetros estdn dividi-
dos en el centro en dos partes iguales.

115. Es muy importante observar que la ecuacion de la
hipérhola cuando se toma el origen en el centro, v todas sus
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propiedades , son las.mismas que las de la elipse, mudando,
en la ecuacion de esta, b en
by/—1, 6 b en—b2.

114. Si suponemos b=a, la ecuacion de la hipérbola
serd z*=a’—a?,
en cuyo caso se llama hipérbola equildtera.

115. Los focos de la hipérbola son los puntos F, F' (fig.
59) situados en la prolongacion del eje BB, tales que la

doble ordenada que les corresponde , es igual al parametro
25
0
b* ;
Para determinarlos, harémos F=—en la ecuacion
| bk %

b
zﬁ—_—&a(:c’—f), lo que da . (x*—a?),

a®
que dividiendo ambos miembros por—; se reduce &

br=x2—a?, 6 x?=a>-0% que da x==) a®4-b%;
valor que se construye del modo siguiente :

En uno de los estremos del primer eje se eleva una per-
pendicular BE igual al semieje segundo. Desde €l centro A
con el radio AE , se describira una circunferencia de circulo
que cortaré al eje de las abscisas en dos puntos F, F', que
serdn los foeos de la hipérbola ; porque

AF=AE=)/ ABH-BE2=/a?>4-1>. :

116. Si desde el punto M de la hipérbola se tiran los ra-
dios vectores FM, I'M, 4 los focos, v se hace

v et-br=c,
se tendra FM?=MP*4-FP?=MP>|-(AP—AF)*=

2
(@ —cp=—(a?—a¥a—2ea--¢;
@

de donde se saca de un modo andlogo al espuesto (1) para

; & cx
la elipse, FM:%?—&, v I 1\'1:«(;—{—&;
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y restando estos valores tendrémos F'M—FM=2a, es de-
cir, que en la hipérbola lo diferencia de los radios vectores
tirados & un mismo punto, es igual al eje priniero.

117. Esta propiedad da una construccion para la hipér-
bola, andloga 4 la que hemos hallado para construir la elip-
se, y cs la siguiente.

Desde el foco F, como centro, con-un radio cualquiera
BO, se describird un arco de circalo; desde el otro foco F',
como centro, con un radio B'O=BB'4-BO, se describira
otro arco de circulo, y los puntos como el M en que corte
al precedente, pertenecerdn 4 la hipérbola; porque segun
esta construccion siempre se tendra

F'M—FM=BB'=2a.

Seiialando el punto correspondiente por la parte inferior,
y haciendo lo mismo al otro lado del origen, se tendri la
segunda rama de la curva.

118. En virtud de la misma propiedad se puede descri-
bir tambien la hipérbola por un movimiento continuo.

Para esto, se fija en el foco F’ una regla F'M que pueda
girar al rededor de este punto. Al estremo v en el otro
foco F esté fijo un hilo FMQ tal que
F'MQ—FMQ=BB/, que quitando la parte comun QM hace
que F'M—FM=BB'; haciendo girar despues un punzon 6
lapicero 4 lo largo del hilo, se le obliga daplicarse siempre
contra la regla que gira al rededor del punto ', y el pun-
zon 0 lapicero por este procedimiento describe Ia hipérbola
que se quiere.

119. Lahipérbola, como laelipse, tiene didmetros conju-
gados, ticne tangente, subtangente, normal y subnormal; y
ademas se pueden tirar por el centro unas lineas tales como
AL, AL’ (fig. 60) que aunque continuamente se van acer-
cando i la curva, jamas la llegan & encontrar ; por cuya ra-
zon dichas lineas AL, AL, se llaman asiniotas,




