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DEL CALCULO DE LAS DIFERENCIAS.

* 138. Vamos ahora & determinar el incremento 6 decre-
mento que sobreviene 4 una funcion, cuando crece 6 men-
gua la variable de que depende; y para fijar las idéas, ob-
servarémos que si una variable x aumenta ¢ disminuye, y
se llega 4 convertir en 2=k, la cantidad indeterminada ,
que es la que ha causado su aumento 6 diminucion, se llama
el incremento, la diferencia finita, 6 simplemente la difercn-
cia de . Del mismo modo, si variando z llega & ser z==h,
la cantidad indeterminada h s¢ llama la diferencia de z; cu-
vas diferencias, serdn positivas 6 negativas, segun @y = ha-
yan aumentado ¢ disminuido. Pero como muchas veces se
ofrece considerar en una misma cuestion las diferencias de
muchas variables y de,sus funciones, & fin de espresarlas
con uniformidad, y saber el origen x 6 z de dichas diferen-
cias, se hace uso de un signo general A, que esla delta grie-
ga, anteponiéndola 4 la variable euya diferencia se quiere
espresar; asi, en lugar de ==k se escribe Z=Az, y Az en
lugar de ==h, y se leen diferencia X, diferenciaz,

Las varias potencias (Ax)?, (Ax)* (Ax)*, etc., dela diferen-
cia de una variable x, sc espresan por Ax?, Ax?, Az, efc.;
y para que estas espresiones no se tomen por las diferencias
respectivas de x?, x®, %, etc., se denotan estas por

A, A, At ete.

139. Entendido esto, pasemos’d resolver este problema.

Dada la diferencia de una variable, hallar lo de lo fun-
CLO%. : i

Res. y Dem. Sustitiyase en la funcion en vez de la va-
riable, la variable mas 6 menos su diferencia ; de esto rés-
tese la funcion primitiva, y se tendra la diferencia de dicha
funcion.

En efecto , sea z=f.x; si en vez de x sustitnimos x==Ax,
la funcion = variarda y se convertiri en z'; luego se tendra
z'=M(z4=Ax);
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y si de esta ecuacion restamos la primera, hallarémos el
incremento de dicha funcion , que serd

2'—z=f(x=Ax)—f.2;
pero como %, al variar 2, ha padecido por precision un in-
cremento 6 decremento, resulta que ' serd igual & z-+Az;
luego el primer miembro se convertiré en

¥zt Az—5=Az;
por lo cual tendrémos Az=f.(x=Ax)—f.z, 6 poniendo f.x
en vez de z, serd Af.x=f.(x+=Ax)—f.x (M).

140. Siuna constante afecta 4 una funcion por via de su-
ma 6 de resta, desaparecerd de la diferencia; porque si
fuese z=Ff.x=+a, como las cantidades constantes no aumen-
tan ni disminuyen en un mismo cleulo, se tendra
z'=f.(x==A2)+¢, de donde
Az=z'=z=f.(x+=Ax)Fa—f.aTra=F.(rAx)—f.x,
porque —=a y =a quedan destruidas. e

Si la constante afecta 4 la funcion por via'de ‘multiplica-
cion 0 division, esta constante afectara del mismo modo'a.
su diferencia ; porque si se tiene

(1] i a
ity N i el 3
z_bf.m, serd 2'=- f.(x==Ax),

@, a
¥ Az=z'—z—-f{.(x+Ax)—-[.x
¥ o (xt=Ax) bta,

‘—;(f.(x'iax)—f.wngﬁ.m.

Ahora, dividiendo la ecuacion (M) por Az, sera
Afz flatAx)—fx
Azt Ax (),
que espresa la relacion que tiene la diferencia de la funcion
con la de la variable. -

141. Cuando se tienen muchas fanciones enlazadas por
via de'suma’6 resta,'la diferencia total es igual al conjunto
de'las diferencias dé'cada funcion componente.

Porque sitenemos z=f a—4-F. v g,




e s
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serd z'=f.(x2=An)4-F (x=Ax)—¢.(x=Ax),

y 2—z=Az=

f.(x=Az)-F. (22=Ax)—¢. (x=Az) —fa—F.a—4p.2;
pero f.(x==Ax)—f.x=Af.x; F.(z=Az)—F.x=AF.x,
Y —ou(@oAL) o =—(g.(x2=A2)—0.2) =—Ag.%;
luego se tendra Az=Af.z-AF.2—Ag.2.

142. Como el Calculo Diferencial, que pronto darémos &
conocer, nos suministra un método general y sencillo para
hallar la diferencia de una funcion, no resolverémos aqui
sino el ejemplo siguiente.

Sea z=ax®4-ba-t¢, y se tendra

=alpAz)4-b(xtAz)Hc=

02 +=Bax Ax—4-daxAx?taAxd4-br-bAx—-c ;
luego Az =x'—z=ax*+3ux’Ar{-5axAx’alx®~+
b=+ bAx~-c—axi—br—c=3u’Ax-4-BaxAx ==
aAx3 = bAx = (Fax*+h)Ar—-Saxda’+adx? ;

6 considerando solo el signo -, que es lo que harémos de

aqui en adelante, sera

Az=(Bax’+-b)Ax--BaxAx’~4-aAx®.

143. Pasemos ya 4 las funciones de dos variables inde-
pendientes, y sea z=f.(x, u); donde vemos que z puede
variar por tres causas : 12 por la variacion sola de x, cuan-
do se trasforma en x~-Ax; 22 porque u sola sea la que va-
rie, y se convierta en u--Au; 3 variando ambas & y u. En
¢l primero y segundo caso las diferencias que resultan de z
se llaman diferencias parciales v se espresan respectiva-
mente por

Az

Az ; : ;
o A:c,-a-Au 6 por A.z, Azsen el tercer caso resultard
U

la diferencia Az que se llamadiferencia total , 6 simplemente
la diferencia de la funcion.

Como en los dos primeros casos solo varia en la funcion =
una de las cantidades x 6 u, su diferencia se hallara en vir-
tud del problema antecedente ; y por lo que toca al tercero,
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llamando 2 4 la funcion f. (x--Ax,u-Au) que resulta sus-

tituyendo z—-Ax por x, y u-+Au por u, la diferencia de z -
0 Az serd

7' —z=[.(z+Az, v-{-Au)—f.(x, u).
Del mismo modo tendriamos , que si fuese
z=f.(x, u, , 1), resultaria
Az=f.(x4Az, u+Au, r+-Ar, 1-+-A)—f (2, u, 7, 7).
144. Si entre las variables hubiese una relacion espre-

-sada por V=Ff.(,2)=0, en este caso x seria funcion de z, y

reciprocamente z funcion de x; de donde se sigue que si
variay se trasforma en a~Ax, la z variara necesariamente
y se convertird en z+Az; y estos nuevos valoresde x y de z, :
deberan necesariamente satisfacer 4 la ecuacion
\’:f.(m,z):(),
y tendrémos V'=f.(x--Ax, z{-Az)=0;
luego V'—V=AV="F.(x+4Ax, z-4Az)—f.(x,2)=0,
0 AV =0;
cuya ecuacion espresa la relacion entre Az y Az; de donde
inferimos que esta relacion se hallara tomando la diferencia
de V como si las variables z y = fuesen independientes, y
haciendo lnego AV =0.

145. El mismo método se seguird en las funciones de
mas variables; y asi pasarémos 4 las diferencias de un 6r-
den superior,

Con la mira de dar & conocer. como se originan estas di-
ferencias, supondrémos que haciendo variar sucesivamente
una funcion de una 6 mas variables, que llamarémos z,
sean %, &', z"', %", elc., los valores consecutivos de z cuan-
do aumenta; y 'z "z, "'z, ", etc., cuando disminuye; de
manera que

gloo v sty e lrm s altiele
forme una serie de términos sucesivos. _
En virtud de esta consideracion y de lo espuesto (159)
.

tendrémos z' —z—=Az; z'—z' =Az;
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MLy A e T AR ele. s 2—'2=A'%;
gl N M T = Ny M —"ra=A""z, ele.

Ahora, Az'—Az sera por la misma razon la diferencia de
Az, y se tendrd Az'—Az=A.Az.

La diferencia de la diferencia: de una funcion = de una o
muchas variables, se llama diferencia sequnda de z, y se
representa por A%, cuya espresion no se debe confundir
con ninguna de estas A.z% Az*; pues A.2? indica la diferen-
cia del cuadrado de =z, la A2* indica el cuadrado de la dife-

rencia , y A%z indica, como acabamos de decir, la diferencia

de la diferencia de z.
Per consiguiente tendrémos
Nz —Az,. =A% , 0'Az . =Az +-A%;
-Az," —Az =A%, 0 A" =Ax A%
o Ay =A%, 0 AZ'=Az" A% ;

»5:5""——Az.'”=A2z'", 0 Az'v =AZ"-LA%R";
ele. ele.

Az —A'z =A%z, 6 Az =Az +A%z;

A% —A"z =A"z, 6 Az =A"z +A*'z;

A"z —A"z=A"%2, 0 A'z=A"2+4A%"%;
ele. elc. ,

La diferencia segunda de la diferencia de = se llamala
diferencia ‘tercera de z, v se denota por A%z, y en general
la diferencia n por Az,

146. Si  fuese funcion de una sola variable 2, hallaria-
mos z' sustituyendo «'=x--Ax en lugar de x; Az', sustitu-
vendo z'=x-+Ax en vezde x en Az,

v A x'=A(x+Ax)=Az-+A% por Ax,
y A%’ =A%xt-Ax) =A2x-|-Adx, por A%z, elc.

147. Si en una funcion z de dos variables independientes
% y u, sustituimos x-{-Ax en lugar de x, y u+-Au en vez
de u, resultard 2'; sustituyendo x—+Ax por x en Az, u+-Au
por u, Ax--A%z por Az, v Au-A%u por Au, resultard Az';
si sustituimos x—-Ax en vez de x en A%z, u-FAu en vez de
u,Ax-A%x en lugar de Az, Au-A%z en lugar de A,
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A2x+4-A’x en lugar de A%x, y A%u-+A% en vez de A%u, re-
sultara A%, v asi en adelante.

Con la mira de simplificar los cilculos se suele suponer
que una de las cantidades variables varia uniformemente ,
6 lo que es lomismo, que su diferencia primera es cons-~
tante; y esta sirve de término de comparacion al cual se
refieren las diferencias de las demas cantidades.

Nosotros supondrémos Az constante, y nos propondré-
mos hallar las diferencias segunda, tercera, etc., de una
funcion cualquiera de z.

148. Sea z=ax2,
ytendrémos ' =a(z+Ax) =ax*+20xAx—+-aAx?;

Ia que dard Az=z'—z=2axAz~aAx?
bust11u3endo a-+Ax en vez de x, se tendra
=2a(x+-Ax)Ar+odx? =20xAz+-20A07+aAz>;
10 que dard A’z=Az'—Az=2qA%".

Iista segunda diferencia es constante, y de conmgu:ente
la tercera sera cero. Este ejemplo, aunque sencillo, mani-
fiesta el método que se debera seguir para hallar las dife-
rencias sucesivas, si las tuviese la funcion, v aun cuando -
esta fuese de dos variables.
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149. Hemos visto (140) el modo de hallar la relacion de
la diferencia 6 incremento de la funcion con la diferencia 6
incremento de la variable; y ahora debemos advertir que
entre la funcion primitiva y el limite de esta relacion, hay
una dependencia que determina la una cantidad por medio
de la otra; y todos los recursos que la Anilisis indetermi-
nada nos ofrece para conseguir este fin, se hallan compren-
didos en el tratado que se conoce en general con el nombre
de Célculo Infinitesimal.

Il. 11




