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de donde se puede concluir que la diferencial del arco es
iqual ¢ la diferencial de la tangente dividida por el euadrado

de la secante; porque »/L{-zf
espresa la secante cuando z es la tangente.

186. Por medio de las diferenciales que acabamos de
obtener, s¢ pueden desenvolver en serie las principales fun-
ciones circulares.

Para z=sen.Z, se tiene

2 3 %
d._%=c'os,m, ?:T;z—sen.x,;l—gz—f?os.x, gﬁ:sen.x, etc.

dx
que haciendo =0, sera
A=0, A'=1, A'=0, A" =—1, A'v=0, A"=1, etc.;
de donde (169) se concluird
s P
z-=sen.m=m~+1 X9X5+1 X2X5X4X58tc'
que es el valor del seno espresado por el arco.
Para z=c0s.%, tendrémos

—C0s. ™ =sen.x, — =—=Cos.x,

=—8en.z, Tt

4z d% dz dtz
dx

-~
dz? > da?

d%z db=z
— =—$eN.%, ~—=—C08.Z ; etc.
da? G A
que haciendo 2=0, resulta A=1, A'=0, A"=—1,
A"=0, Av=1, A*=0, A"=—1, etc., y
Z2 xt s
0.2 = o S Bl TXOXB ARG
Del mismo modo se pueden hallar todas las demas lineas
trigonométricas en valores de sus arcos, v el de estos es-
presados por las lineas; pero aqui solo hallaremos el del
arco espresado por su seno.
Para esto, sea z el arco y « el seno correspondiente, y
du

ya -’

-etc,

tendrémos (§ 185) dz=
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dz 1 d* 0k o

& T—g? 0 g Ga*

1. 32 d's 3X3z  3X52°
(M—a?f A—a2f 92° q_g28 g2
A5z BX3 | 2XBEX9e?  BXBXTat
Ao (g2 —a?p (1—a2}

de donde haciendo z=0, y teniendo presente que entonces

es tambien z=0, resultara

A=0, A'=1, A"=0, A" =1, A"=0, A*—3%3, etc.

y por lo mismo sera :

e gl DR i s gy
XD AN BANKE. . .

lo que dara

ete..

De la diferenciacion de cualesquiera ecuaciones de dos variables.

187. Hasta aqui solo hemos diferenciado ecuaciones sepa-
radas, es decir, ecnaciones en que la variable se hallaba sola
en un miembro y la funcion en el otro; tales son las ecua-
ciones de la forma Z=X, siendo Z una funcion de z, y X
una funcion de #; pero en el mayor niimero de ecnaciones
que se encuentran en las investigaciones analiticas , la va-
riable y la funcion se hallan mezcladas 6 combinadas entre
si.

- Cuando se tiene una ecuacion cualquiera V=0, entre x v
z, su efecto es determinar z por medio de 6  por medio
de z, de manera que una de estas cantidades es funcion de
la otra. Si concebimos que se haya determinado z por me-
dio de , sustituyendo la espresion de z en V, esta se con-
vertird en una funcion de @ sola; pero compuesta de térmi-
nos que se destruiran independientemente de ningun valor
particular de x, pues que este valor debia permanecer in-
determinado. De donde se sigue que la cantidad V se debe
mirar implicitamente como una fancion de 2, que es nula

I1. 15
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para todos los valores que puede recibir esta variable, y
que por consiguiente su diferencial debe ser nula tambien.;
luego en este caso la diferencial de z se deber tomar consi-
derandola como funcion de x, lo que hard que tenga esta
forma dz=Adx ; por lo cual si se toma la diferencial de V
bajo este aspecto , y se la iguala con cero , se tendra la ecua-
cion que debe determinar 4 A en esta hipotesis.

Aclaremos esto por medio de un ejemplo,

Sea la ecuacion 22—2mazt-x*—a2=0;
si en ella se sustituye en vez de z su valor

ma==y/ *—a *Hmiat,

sacado de la misma ecuacion, se convertira en una funcion
de « sola, cuyos términos todos se destruirdn ; asi, su di-
ferencial bajo esta forma sera igual con cero. Pero diferen-

ciando el primer miembro en el supuesto de ser z funcion
de x, se tendra
2x:dz—2madz —2madr—-2xdx =0,
6 suprimiendo el factor comun 2 sera
sdz—maxdz—mzda—xde=0 (M),
6 (z—ma)dz—{mz—a)dz=0,
dz mz—x
que da E§=A=z—mm (N) 5

y sustituyendo en este valor de A el dez, sera

—x-mPe=my/ ©— 2 -mPx? =
=
—a-miz
V=i
resultado idéntico al que se deduciria de la ecuacion sepa-
rada z=mx ==/ a®—x*4-m?a?,
que (164) daria

—2r4-2mx —a+m'z
i LEE =Moe———————

——- —— 2 2.
42 02—z mPx? P —ximPy

A

m-=
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188. Aplicando el mismo razonamiento 4 la ecuacion
(z—mx)A—mz—+x=0, que se deduce de la (N), conside-
randoen ella & z y A como funciones de x, resulta la ecua-
cion
(dz—mdax) A~ (z—ma)dA—mdz-dr=0;

y baciendo dz=Adw, y dA=Bdx, y dividiendo por dz, re-
sultard (A —m)A—+z—max;B—mA-41=0;
ecuacion que da la relacion que el coeficiente diferencial del

, A%z .
segundo orden B ¢ iz debe tener con el de primer orden

Al :
Ao 3, ¥ con las variables z y .

Continuando diferenciando de la misma manera, se for-
maria la ecuacion de que dependiese el coeficiente diferen-
cial de tercer orden, y asi en adelante.

2

8i se atiende 4 que B:g—; s ¥ que d?x=d.(dx), se reco-

nocera que la ecuacion
(A—m)A-{z—maz) B—mA—+1=0,
se deduce desde luego dela ecuacion (M), cuando se dife-
rencia haciendo variar en ella dz como una funcion de , Y
dividiendo despues por dz?. En efecto, diferenciando y re-
duciendo se tiene
d2* -z d%—2mdxdz—mpd2a—4-da2=0 (P);
y reduciendo y dividiendo por da? serd
2 2
cdl—;E—QmE—lIg—g-(z-mxsz—}-i =(};
ecuacion que cuando se muda en ella
& enAy e en B
d dip? 5eg?

se trasforma en la que hemos obtenido 4ntes para determi-
narB,

En general, hacer variar las cantidades A, B, G, etc.,
como funciones de 2, es tomar las diferenciales de las espre~
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. - -2 ~
siones equivalentes —, —, etc.; en una palabra es
dz’ dx

considerar 4 dz, d*, etc., como funciones de @,

La ecuacion (M) es la diferencial primera de la propuesta ;
la ecuacion (P) es su diferencial segunda , etc.; y segun la
observacion hecha antes, las diferenciales de una~ecuacion
primitiva propuesta, se deducen los unas de las otras por la
diferencincion , considerando d 7, dz, d’z, etc., como fun-
ciones de X.

Se pasa 4 las ecuaciones que dan los coeficientes diferen-
ciales , observando que estos coeficientes son
dz d%
dz’ da?
por estas Gltimas sustituciones las diferenciales desapare-
cen, y solo quedan en los resultados las funciones A, B,
C, ete., absolutamente independientes de dz.

, 0 haciendo dz=Adx, d*z=Bda?, etc.

Aplicacion del cdlculo diferencial para determinar los maximos y
minimos de las funciones de una sola variable.

189. Segun la idéa que hemos dado de la funcion , siem-
pre que varie la variable debe variar la funcion; y como hay
muchas funciones que tienen ciertos limites aunque sus va-
riables reciban todos los valores posibles, es interesante
saber en cuintas, y en qué ocasiones varia la ley de los in-
crementos 6 decrementos de la funcion , sin variar los de la
variable.

En efecto, cuando Ia variable de que depende una fun-
cion propuesta, pasa sucesivamente por todos los grados de
magnitud, sucede algunas veces que la serie de los valores
que recibe esta funcion, es al principio creciente y s¢ con-
vierte despues en decreciente; entonces hay en dicha serie
uno de estos valores que sobrepuja & los que le anteceden
y siguen inmediatamenie. Si, al contrario, la serie de los
valores de la funcion propuesta es al principio decreciente,
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v se convierte despues en creciente, se encontrard necesa-
riamente uno que serd menor que los que le anteceden y
siguen inmediatamente.

El término en que el incremento de una funcion se de-
tiene, se llama mdximo; y aquel en que deja de decrecer,
minimo.

Sea, por ejemplo, la ecuacion z=2--10x—2a?,
en la cual observarémos
quesiz=0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, etc.,
resulta z=2, 11, 18, 23, 26, 27, 26, etc.,
donde vémos que cuando =35, se tiene para z un valor
mdximo que es 27, el cual es mayor que los que le prece-
den y siguen inmediatamente.

Si la ecuacion fuese xz=13—4x—+z?,
se tendria que haciendo x= 0, 1, 2, 3, 4, etc.

resultaria z==13, 10, 9, 10, 13, etc.
donde vemos que cuando x=2 corresponde & z el minimo
9, que es menor que el que le precede v sigue inmediata-
mente.

190. Toda funcion que crece 6 decrece sin cesar, cuando
su variable crece 6 decrece, no es susceptible de mdximo
ni minimo; pues que & un valor cualquiera sucede siempre
uno mayor 6 menor.

El cardcier esencial del mdximo consisie en ser-un valor
real y esceder & los valores reales que inmediatamente le an-
teceden 1 siquen; el del minimo, al contrario, consisie en
ser un valor real, y menor que los valoves reales, que inme-
diatamente le preceden y siguen.

Se dice inmediatamente, porque sucede con frecuencia
que una funcion tiene valores que sobrepujan 4 su maximo,
0 que son menores que su minimo, ¢ en fin que tiene mu-
chos maximos y minimos desiguales entre si; todo lo cnal
se concibe bien, porque si despues de haber crecido 6 de-
crecido esta funcion, vuelve 4 crecer de nuevo indefinida-
mente, acabara por sobrepujar al maximo que tuvo al prin-
cipio. 3
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En vez de suponer que crece indefinidamente, podemos
concebir que decrezca despues de un cierto término, y de
aqui naceri un nuevo maximo que podra ser diferente del
primero ; de donde se puede inferir lo que debe suceder
cuando estas mudanzas se repiten,

Puesto que (I, 105) el valor absoluto de una cantidad ne-
gativa es menor, cuando su valor numérico es mayor, re-
sulta que un mdximo negativo se debe considerar como un
verdadero minimo ; y un minimo negativo como un verda-
dero maximo,

191. Para aplicar el Céleulo Diferencial 4 la investiga-
cion de los méximos 6 minimos, se practicari lo siguiente :
1° Hdillese el primer coeficiente diferencial de la funcion ;
2° determinense cuales son los valores reales de la variable
que pueden reducir ¢ cero 6 ¢ infinito este primer coeficiente
diferencial; lo que se consigue igualando su espresion 6 0 si
tiene la forma de entero, 6 igualando separadamente d 0 su
numerador y denominador, si tiene la forma de quebrado, y
resolviendo la ecuacion 6 ecuaciones que resulten : 1 se ve-
rificard, que si la funcion es susceptibie de tener mdazimo 6
minimo, ha de ser precisa é indispensablemente en alguno
de los valores que por este medio se obiengan para la varia-
ble. Mus por esto solo no se puede asequrar que efectivamen-
te haya mdaimo 6 minimo en dichos valores hallados; y para
cerciorarse de si los hay 6 no, es preciso examinar cada valor
de la variable para ver si reune la circunstancia de originar
en la funcion mdximo 6 minimo.

Tres métodos diferentes hay pora verificar este examen
segun se manifiesta (§ 564 del tomo II, p. i, Trat. Elem.);
de los cuales pondrémos aqui dos : el uno general, que sir-
ve para todos los casos, y es el siguiente ; sustitiyase en la
funcion, en vez de la variable aguel valor que se quicre exa-
minar, y aquel mismo valor aumentado ¥ disminuido en una
cantidad muy pequeria, que bastard sea menor, que lo me-
nor diferencia de los valores hallados para lo variable; si de
la sustitucion del valor de esta, que se cxamina, resulta un
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valor mayor que los doswvalores de las otras dos sustitucio-
nes, siendo estos al mismo tiempo reales, habrd miximo. S;
estos dos valores, siendo reales, fuesen mayores que el que
resulta en la funcion, sustituyendo por la variable elvalor que
se examina, habrd minimo. Si no se verifican precisa é in-
dispensablemente estas circunstancias, no habrd méaximo, ni
minimo.

El otro método de verificacion, aunque es el mas elegan-
tey propio del Céleulo Diferencial, no es aplicable para ve-
rilicar los valores de la variable que resultan de igualar 4
cero el denominador del primer coeficiente diferencial, yes
el siguiente. Hillense los coeficientes diferenciales 2°, 3°,
4, 5% eic.; sustitigase en ellos, envez de la variable aquel
valor que sc examina ; si el primer coeficiente diferencial que
no desaparece por esta sustitucion, es de orden par, habrd
mdzximo é minimo : siendo maximo en el caso de que dicho
coeficiente diferencial que no desaparece, tenga el signo ne-
gativo, y siendo minimo si dicho coeficiente que no desapare-
ce, tiene el signo positivo. Y la funcion tendrd al mismo tiem-
po un valor miximo, y otro valor minimo para el mismo
valor de la variable que se exzamina, si el espresado coefi-
ciente diferencial tiene el signo de ambigiiedad. Si el primer
coeficiente diferencial, que no desaparece, es de un orden
impar, no hay miximo, ni minimo.

Sea, por ejemplo, la funcion 2=2410x—zx2, cuyo coe-
ficiente diferencial es&lgzi()—ﬂx, queigualandole con cero,

da10—2x=0, de donde w:%,?.—;& héllese el segundo coeki-

ciente diferencial , y se lendra_—xzz—ﬁg como esindepen-

diente de 2, no se reducira 4 cero por ningun valor que
tenga esta variable; luego habiendo solo desaparecido un
coeficiente diferencial, inferimos que cuando x=5 hay
maximo 6 minimo; y como el primer coeficiente que no
desaparece es una cantidad negativa, inferimos que dicho
valor es maximo, como debia verificarse (189).

B T
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Sea en segundo lngar z=15—4z2+4-2%;

> . d
y hallando el coeficiente diferencial, sera—di — 442

que igualado con cero, da x=2; volviendo 4 diferenciar,
2

d’x :
serd —— =2; cayo valor constantey positivo, manifiesta

A2
que la funcion tiene un minimo correspondiente 4 x=2,
como hallimos antes (189).

L}
Sea en tercer lugar la funcion ﬁ-( 108 hallando el

(@+2)°’

primer coeficiente diferencial,, se tiene, despues de hechas

todas las snmpl:ﬁcacrones 0 W
da (27
De igualar a cero el primer factor del numerador, resulta
=—3; ¢ igualando el otro factor, se tiene r=—35.7Y la
lgualacmn 4 cero del denominador da x=—2.
Luego, si ba de haber mdaximo 6 minimo, ha de ser cuan-
do la variable tenga alguno de estos tres valores. -
El segundo coeficiente diferencial, despues de hechas to-
das las simplificaciones, es :
d3z oy 0226024138
(Ez=(x 3)°. W—-
Esta espresion, en el supuesto de ser x=—35, se convierte

ue como no desaparece y es negativa, da a co-

48
M-
6561°
nocer que la funcion en este caso es un mdximo.

En el supuesto de ser z——3, el segundo y tercer coe-
ficiente diferencial desaparecen ; pero el cuarto se convierte
en 24, que como no desaparece y es positivo, da 4 conocer
que hay minimo.

Como el valor 2=—2, resulta de igualar & ¢ el denomi-
nador, debemos emplear el otro medio de verificacion. Pa-
ra esto, observarémos que sustituyendo —2, por z en la
funcion primitiva, da
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B e . O
(—242F0° 0

] 0 b} : 3
Pero si sustituimos —p en vez de x en la misma fun-

: i L5 5 :
cion, resulta x=4. Si sustituimos s en vez de x, se liene

#=524. Y como estos resultados son ambos de un mismo
signo y menores que el valor <, que toma la funcion, sus-
lituyendo —2 por z, tenemos que cuando z=—2, la fun-
cion es un mdzimo. :

192. Percibida con estos tres ejemplos la prictica de la
regla, vamos & examinar analiticamente la cuestion, para
deducirla.

Para esto, sea z una funcion cualquiera de 2, y supon-
gamos que z haya llegado al valor que da el maximo 6 mi-
nimo de esta funcion ; en este caso, se infiere de las idéas
del maximo y minimo, que si se buscan los valores de z cor-
respondientes 4 z—Fk vy 4 -+, se deben obtener en ambos
supuestos, resultados menores que el maximo, 6 mayores
que el minimo.

Espresando por 'z el valor de % que corresponde a z—#,

y por z' el que corresponde & z--k, se tendra (175) por el
Deorema de Tall(,r -

b dda ke s k
= dxx X ><2 d.z:‘*X‘I){“)X"TetC'
k d% d3z k®
%—I_dmxl dxﬂxaxz T T e
Y como k puede ser tan pequeiia que un término cual-
quiera sea mayor (156) que la suma de todos los que le si-

IR
guen, resulta que el lermmo — Xk podra cumplir con esta

condicion ; entonces z serd mayor que el primer valor 'z,
menor que el segundo 2'; luego la funcion propuesta no se-

: i ; d=z
rd ni maximo ni minimo, mientras que a——)(i; no sea nulo.
HE

i1 16
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Pero un término no puede ser cero sino lo es alguno de sus
factores; y como k no puede ser cero, porque le supone-
mos un valor determinado, aunque pequefio, se deduce que

3—- seri el que deba ser cero. Luego siendo indispensable
i

qﬂei—li—z=0, para que haya un valor méximo 6 minimo, se
ax
tendra entonces,

ek l? déz k*
"f=“+f1_ ='—XT<§ ‘d Xaxaxs T TR

dBz jrola, d*z [l
t

;i ‘H‘d 2X1X9+da:3><1><°>)(o T TR

v en este caso si se podrd tener 4 un mismo tiempo
- 2

: d2z s
2<% y 2< 5, que seria siempre que I fuese positivo ;

2

d2 : : .
%> 'z, 2> %', cuando fuese P , negativo; el primer caso daria

para z un minimo, y el segundo un maximo. De donde infe-
rimos que para encontrar cuando una funcion z debe tener
un maximo 6 un minimo (porque en ambos casos los da una
misma ecuacion), es necesario buscar la espresion del pri-
mer coeficiente difereneial é igualarla & cero, que es la pri-
mera parte de la regla.
193. Hemos dicho que para que haya miximo 6 minimo

dz' .
es indispensable que 5% igual con cero ; pero no por es-
: dz !
to se debe inferir que siempre que d—£=0, deba haber ma-
ximo 6 minimo. En efecto, si el valor de 2 que hace nulo el
d%

dz
valor de —, hiciese desvanecer al mismo tiempo — el

dx’
d3z : dri
— e, se lendria
que desapareciese, s
d?z k? diz kA
(Lt 1
T Xd a3 Elx‘x1)(9><5)<4

dac®
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¥ e i _J{ =
gty = ><‘2><3 AR IV
3
Y como z)(

-elc.

odriallegar 4 ser mayor que la su-
X )X« p g YOr g
ma de todos los términos que siguen, no habria entonces
entre las tres cantidades 'z, %, 2’ la subordinacion que con-
viene al miximo 6 al minimo; pues la media % seria mayor
que una de las estremas, y menor que la otra.
: i 3 . dz ;
Pero si se Luviese tambien d—3:0 , resultaria
X
d*z k* k?
=zt— Fetc.
P EYET] dxﬂxdszS)(f.)(a'
; d g k d®z 5
T +— X Fclc.
T TG T a T BB T

en donde las condiciones del maximo 6 del minimo queda-
d 4
rian aun satisfechas, y daria 4 conocer el signo de , cual

de los dos debia tener Iugar.

Del mismo modo se haria ver, que en general no puede
haber maximo 6 minimo, $ino cuando el primero de los coe-
ficientes diferenciales que no desaparece es de un orden par;
Y si este coeficiente es negativo, la funcion serd miximo :
¥ si positivo, minimo.

Con lo acabado de manifestar, esta démostrada la regla
para todas las funciones que pueden desarrollarse por el
teorema de Taylor ; por lo que aun nos falta dar la demos-
tracion de aquella parte que corrésponde 4 las funciones,
cuyo desarrollo no puede comprenderse en dicha férmula
(p, §473) de dicho teorema. Para esto, observarémos que
cuando dicha formula (p) no tiene aplicacion, resultan infi-
nitos los coeficientes diferenciales desde aquel que es inme-
diatamente superior al esponente fraccionario que debe te-
ner k en aquel valor particular de la funcion. Mas, por lo
que acabamos de manifestar, resulta que por ningun titulo
se puede verificar que hay maximo ¢ minimo, si existe en
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el desarrollo el término a—-;.k en que k tenga la unidad por

esponente ; luego para que haya maaimo o minimo en las
funciones, que no estin comprendidas en el desarrollo de la
formula de Taylor, el menor esponente fraccionario de k
debera ser menor que 1, y por lo mismo el primer coefi-

: : . dz ; . ;
ciente diferencial T Quees el que inmediatamente lesigue,

seré ya precisamente infinito; luego queda demostrado, del
modo mas completo, lo comprendido en el nimero 2° de
la regla; pues para las funciones cuyo desarrollo esti com-
prendido en la formula (p) de Taylor, debe ser precisamen-

te 3—;:(); y para las que no se pueden desarrollar por la

; oA dz
espresada formula, debe ser indispensablemente — =,

dz

Luego si hay valores de la variable que produzcan mdzimo
& minimo en la funcion, estos valores no pueden ser otros
que los que satisfagan & una de dichas condiciones.

Todo esto prueba, que si ha de haber maximo 6 minimo,
ha de ser precisa é indispensablemente en alguno de los
valores de la variable que reducen & cero el numerador 6
denominador del valor del primer coeficiente diferencial ;
pero nada hay todavia que nos asegure si en todos 6-en al-
gunos de estos valores de la variable hay mdaimo 6 ninimo;
por lo cual es indispensable examinar cada uno de estos va-
lores de por si, 4 fin de ver si cumplen con alguna de las
condiciones esenciales que caracterizan al mdzimo 0 méni-
mo. El primer método de verificacion que se propone en la
regla es general para todos los casos; pues com prende,
tanto 4 las funciones que se desarrollan por la formula de
Taylor, como 4 las que no pueden desarrollarse por ella y
no viene 4 ser mas que verificar la condicion esencial que
exige la definicion de mdaximo 6 minimo. Lo que completa la
demostracion de la regla (191).
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194. La teoria de los mdaimos y minimos se aplica 4 todo
aénero de cuestiones; pero como la determinacion se hace
siempre por un mismo método, solo nos detendrémos en la
siguiente.

Dividir una cantidad a en dos partes, lales que su pro-
ducto sea el mdximo de todos los produclos semejantes que se
podrian formar.

Sea & una de las partes de a, con lo que la otra sera
a—a; y representando por z el producto cayo mdximo se
busca, se tendrd s=a(a—z)=ax—az?; de donde sale
%za—%, que igualando & cero da x=}a; volviendo a

2

12

diferenciar serd CE?=-2; cuyo valor constante y negativo,

manifiesta que el producto es un maximo cuando x=ja, 0
cuando las partes en que se descompone ja a son iguales;
que es lo mismo que dedujimos en otro lugar (1. 170).

De aqui resulta que si a fuese el semiperimetro de un
rectangulo, y se quisiese que este fuese un méximo, no
habria mas que construir 1 cuadrado, cuyo lado fuese
igual 4 la mitad de ¢; luego el cuadrado es el maximo de
todos los cuadrildteros isoperimetros.

Luego el tridngulo rectdngulo isosceles , es el mayor de to-
dos los trigngulos que se pueden formar cuando se conoce lo

~ que han de componer juntos sus dos catetos; porque sillama-

mos ¢ el tridngulo, b la base v a la altura, se tendra t=}ab,
cuyo producto es un maximo cuando a=b.

De los valores que toman en ciertos casos los coeficientes diferenciales,
y de las espresiones que se convierten en %.

193. Si se buscase el mdximo 6 el mizimo de la funcion

az=)/ a*x*—a" por ejemplo, se deduciria de ella
dz  a20—22°

dx a/ adax?—axt
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il g j dz

que, haciéndole igual cero, daria 2=0y PP =4,

Sin embargo, con un poco de atencion se vera que el nu-

a?e—2x°
ay/a*x* —at
no se desvanecen 4 un mismo tiempo sino porque estin
afectos del factor comun x,

merador y denominador de la fraccion

: : ,dz o2 —2x®
Si se suprime en ambos, se hallara e
x aya®—x
que en el supuesto de ser z=0, da
dz o - o
T
En general, si se hace z=a en una espresion de esta
P(z—a)m
Qla—a)"
pero su verdadero valor debe ser nulo, finito 6 infinito,
segun se tenga m>n, m=mn, m<n,
porque borrando los factores comunes al numerador y de-
nominador, se hallara

P(s—aj—

z_—t’[.

forma , se convertird en 3;

en el primer caso;

il et 8 tercero ;
(x_a)n—-m

P
—en el secundo;
g YQ

Q

en el supuesto de que las cantidades P y ) no sean nulas ni

infinitas por la suposicion de z=a.

Luego cuando se tiene una espresion cualquiera bajo la
formag, es necesario para conocer su verdadera significa-
cion, desprenderla de los factores comunes a su numera-
dor y denominador. La diferenciacion suministra este me-
dio con mucha sencillez.

La diferencial de la espresion P(x—a), en que P es una

funcion cualquiera de x, pero independiente del factor
(x—a), es (x—a) dP+4-Pdx,
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que no se desvanece ya cuando z=a.

Si se diferenciase dos veces la funcion P(z—a)?, se halla-
ria (z—a)*dP4-2P(z—a)dz,
(x—a)*d*P+4-2(x— a)dPd2+-2(x—a)dzdP4-2Pdz?=
(z—a)d*P4-4(z—a)dPda—+-2Pda?;
y como P no contiene & z—a, la diferencial segunda se re-
ducira 4 su ltimo término; continuando del mismo modo
deduciriamos que todas las diferenciales de una espresion
de la forma P(x—a)~, hasta la del érden m—1 inclusive,
se desvanecen en el supuesto de #=a, cuando m es un ni-
mero entero : y que entonces la diferencial del érden m se
reduce 4 1X2X3....mPdz™;

luego el factor (x—a)™ desaparece despues de m diferencia-
ciones.

Sea por ejemplo la funcion °—az*—a%z--a?,
que se desvanece en el supuesto de z=a; su diferencial
primera se desvanece tambien en esta hipétesis , pero no
su diferencial segunda que es (62—2a)da?,
la cual se encuentra ya libre del factor (z—a);
v pues que ha sido necesario para esto diferenciar dos veces
de seguida, se debe concluir que es de la forma P(z—a)?;
lo que en efecto se verifica, pues que

2 —ax—aa+t-ad =(x--a)(x—a).
196. Aplicando lo que precede  la fraccion
p( x_a)m
Q(x_a]n &
guida su numerador y denominador, quedaran libres 4 un
mismo tiempo del factor (x—a) si m=n.

se vera que diferenciando muchas veces de se-

Si el numerador es el primero que da un resultado que no
se desvanece, sera una prueba de que el factor z—a se en-
cuentra elevado en €l 4 una potencia menor que en el deno-
minador, y por consiguiente la fraccion propuesta sera infi-
nita; sial contrario es el denominador, la fraccion propuesta
serd nula. Luego podrémos establecer que para obtener el




