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y pasando 4 la relacion se tendré

= (z?—-]—zﬁz-—}%z—z) ;

vol. orig. por trapecio PMMP'
Az

: ; , Aw
pero esta relacion se aproximaratantomasa =,

cuanto mas se acerquen Az y Az a su limite cero, de modo

que su diferencia puede llegar 4 ser menor que cualquier

cantidad por pequeiia que sea; luego sus limites serdn igua-
e dv 5

les; y por consiguiente FF =mz2,

esto es, iqual d la superficie del circulo que describe la or-

denada PM en su movimiento de revolucion; y la diferen-

cial dv del volamen serd dv==z"dx.
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Ne la infegracion de las funciones racionales de una sola variable.

218. El Célculo Integral tiene por objeto, segun hemos
manifestado (149), el determinar la funcion primitiva, dado
el limite de la relacion entre el incremento de la funcion y el
de la variable. De donde se deduce que siendo inverso del
Caleulo Diferencial,, las reglas que se dén para integrar,
han deserlas opuestas 4 las que se dieron para diferenciar.

La esposicion de los principios de este Calculo, presenta
divisiones anilogas 4 las que nos ofrecié el Diferencial; y
asi como, tratando de este, aplicamos primero las reglas
de diferenciar 4 las funciones esplicitas, tambien principia-
rémos estas investigaciones por el caso en que el coeficiente
diferencial de la funcion que se busca, se da inmediata-
mente en valores de las variables independientes. Cuando el
coeficiente diferencial de primer orden de una funcion de x,

s oo da
vicne espresado en valores de z, se tiene —1—=X ;
QX
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6 dz=Xdx, siendo X=f.z; luego la funcion buscada es
aquella cuya diferencial es Xda, y seindica poniéndole una
S 6 f éntes, con la cual quisieron dar & conocer los prime-
ros inventores, que la funcion equivalia 4 la suma de las di-
ferenciales. Asi, z serd igual 4 5.Xdz; y se ve que la ca-
racleristica S es la opuesta 4 la d. Para hallar esta funcion,
es necesario invertir las reglas de la diferenciacion; mas 4
fin de proceder con métoilo, tratarémos sucesivamente de
las diferentes formas que puede tener la funcion dada X, y
que clasificarémos en funciones racionales, en funciones ir-
racionales y en funciones trascendentes de este modo :

A an—-B x» 4-C ar J-etc.
Funciones racionales { A z» 4B x* 4+~Car Jete. U
A'S¢""+B’36"'+C'x?'-—|—etc. v

Funciones irracionales UXV P 5
Funciones trascendentes F.(U,1V), F. (U, sen. V), etc.

s : > da
219. Supongamos que el coeficiente diferencial .
z
esté representado por el monomio Ax”, y tendrémos
— =Ax™: de donde dz=Az"dx;
dz }
pero cuando tratamos de diferenciar un monomio en que la
variable estaba elevada & potencias, dijimos que se multipli-
caba el esponente de la potencia por el mismo monomio, dis-
minuyendo el esponenie en une unidad y multiplicandolo todo
por la diferencial de la variable; luego aqui deberémos esta-
blecer lasreglas en un 6rden inverse, diciendo : suprimase
la diferencial, auméntese una unidad al esponente, y partase
esto por el esponente que afectube ¢ lo variable despues de
aumentado en una unidad ; en virtud de cuya regla tendré-

! dz
mos, que siendo —=Ax"
dx :

Agmit!

6 dz=Ax" dx, serd z=S. Axm de=——-.
m—1
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‘Tomando casos particulares se tendra, que s
g

- ax
dz=fhaz’dw, se deduce z=—p =ax';

B 10 10
si dz=Bbx*de, serd x:abﬁ) =%, etc.

920. Tambien podriamos deducir de cada regla del Galeu lo
Diferencial , otra contraria en el Integral; pero ahora solo
notarémos que, pues la diferencial de una funcion era la
misma que la dela funcion acompafiada de una constante
por viade suma 6 de resta, no sabemos si la integral de
Axrdx, es

Axmtt | Apmit!

m—-1 e m—1 toh
siendo B una constante cualquiera ; v por lo mismo debemos
dejar nuestra misma duda espresada, afiadiendo 4 la inte-
gral que da el cilculo una constante indeterminada, que
seiialarémos con la inicial G; y dirémos que

At
Axede= C.
P/A R

Esta constante se llama constante arbitraria; porque
cuando no hay ninguna circunstancia que la determine, la
podemos elejir 4 arbitrio. La integral que da el cilculo,
junta con la constante arbitraria, se llama integral completa.

921, Cuando se quiere integrar una espresion , se debe
dejar indeterminada la constante ; y si se pide que la deter-
minemos , 4 lo que se suele llamar completar la integral
entonces se debe pedir la condicion.

Asi, supongamos que se pida completar la integral
Agmt! '

ey de manera que sea igual con b cuando x=a; enton-

Ax”’l-!— 1

G
m—-1 4
igualarémos esto con b, y de esta ecuacion despejarémos C;
de modo queseri

ces sustituirémos a en vez de x en la espresion
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Aant! : w Agnt!
W—I—C—b, loque da C=b— 3k

por lo que en este caso se tendra

Ax1n+ 1 Aﬂ-'" .!_ 1
ot
> m-+1 e T

222. Ahora, cuando el Cilculo Integral se aplica 4 al-
guna cuestion, entoénces esta misma debe suministrar la
condicion con que se ha de determinar la constante, de ma-
nera que el resultado no convenga siné 4 dicha cuestion.
Para esto, lo que se necesita es conocer: un valor absoluto
de la integral; pues restando de ¢l Ia integral que da el cal-
culo, tendrémos el valor de la constante ; el valor absoluto
que se puede conocer en cualquier cuestion es saber qué va-
lor tiene la variable cuando la integral que esprese lo que in-
dagamos , se reduce ¢ cero; y por lo mismo vamos & mani-
festar qué forma tiene entonces la constante.

223. Supongamos que P sea la integral que da el calculo
y tendrémos que P4-C serd la integral completa ; su pﬁnaa-,
mos ahora que sustituyendo en P el valor de la variable :Ijuc
ha de Pedu(‘]i[_' a cero la integral completa, se convierte en(),
y sé tendrd Q—+C=(, lo que da C=0—Q=—0; de donde
se deduce, que en este caso se completa la integral afia-
difmdo @ la que da el cdleulo, lo que resulta de sustituir en la
misma que da el calculo el valor de la variable que reduce lg

integral completa @ cero, y tomando todo esto con un signo
contrario. :

Arrde=

Asi, si n0s propusiéramos integrar la espresion (220), de
manera que la integral completa se redujese & cero cnando
x=a, tendriamos
A-am.{_l A -1

€=0, de donde C=—=2
T -+ 3 nde C e lo que da

Amn:+| A“mw!-i A(mm—}-i___am-}-'l‘

Azxrndr= )
# m+1 m41 m—-1 iy

11, 19
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Sila quisiéramos completar, de manera que se redujese a

AQn—*
cero cuando x=0, tendriamos — ~+C=0,

- mH
de donde C=0; lo que nos dice que cuando la integral com-
pleta es cero al mismo tiempo que la variable, no hay tér-
mino constante en la funcion.
Por lo que laintegral f.Ax"dx, en el supuesto de conver-

Axm-l-_' X
tirse en cero cuando z=0, es z-—:—mq_'—1 (N).

Cuando se sefiala en general la espresion f_.A:n"*da:,.
6 f-Xdx, siendo X=f (), se llama in!_egmi mdezermmc.zda;
cuando en virtud de una de las condiciones de la cuestion,,
se determina la constante , como acabamos de hacer, se dice
que se tiene ya la integral completa : de manera, que lai es-
presiones (M) y (N) son integrales 001np1§fos de f.Ax"dz.
La primera esta completada bajo la condicion de que toda
la integral debe reducirse a cero cua.ndo x=a; y la segun-
da cuando la variable x=0; pero dichas integrales aun no
estan enteramente determinadas, pues que cualquiera d‘e
dichas espresiones puede recibir tantos valores cuantos se
supongan 4 la variable «. ; ikt
Ahora, cuando 4 la variable que contiene una mte'gla‘
ya completa, se le da un valor parncu}ar, entonces el- valor
que resulta para la integral , se llama mtegm{ determmadft.
Asi es, que Si SUponemos x=B, enla espresion (M), sera
[ +1
N.__;At,B'"Jr‘—a"" ) 0);
= =4
cuyo valor estd ya absolutamente determinado, pues que
esta reducido 4 una cantidad fija y constante. _
Suponiendo el mismo valor 4 « en la espresion (N), se
ABr+!
m—4-1
determinada. ‘ :
u?:;"a indicar las condiciones con que se pide el determinar

converiird en 2= (P); que tambien queda de todo

; T o o ip
las integrales, se acostumbra lo mas generalmente el pon
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al lado derecho del signo /'de la integral, por la parte in-
ferior el primer valor que se supone 4 la variable para de-
terminar la constante arhitraria, y por la parte superior el
valor que recibe la variable para determinar totalmente la
integral. Asies
B B
que Az dz espresa el valor (0); y Az dz
a - 30 e/ 0
espresa el valor (P). Las espresiones a y B de la primera, y
0y B de la segunda, se dice que son los limites enire que se
toman las integrales, La espresion
x
Axmdax representa- el valor (N), en que solo se
]
fija el primer limite de la integral, v queda aun indetermi-
nada por corresponder & cualquier valor que se dé 4 la va-
riable.

En general suponiendo que una integral se ha de deter-
minar primero completando la integral, que da el cilculo,
por el valor de z=0, y despues suponiendo 4 la variable 2
un valor X, se usa de uno de estos tres medios

X , P=—ii
f(x)da, f(m)da:( ), f(:c)dx( )
x, X x=X
La primera de estas potaciones, concebida por Mr. Fou-
rier, es la mas simple, y la que esté mas generalmente adop-
tada, Mr. Hirsch en sus tablas integrales pone un acento al

signo integral, en esta i’ormJ " para espresar las inte-

grales determinadas ; pero tiene que espresar con palabras
los limites de la integracion.

No puedo menos de indicar con este motivo, que Mr,
Cauchy, de quien el Calculo Infinitesimal ha recibido mu-
chos adelantamientos, ha publicado una memoria sobre (as
integrales determinadas, tomadas entre limites imaginarios.
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En lo sucesivo, dejarémos indeterminada la constante, a
no ser que alguna investigacion particular conduzca & lo
contrario.

994. Antes de pasar mas adelante, conviene examinar un
caso particular en que el valor de la espresion (M) se con-
vierte en 3, que es aquel en que m=—1; porque entonces
se tiene
A{z°—a®) A1)

0 3 7ai0izol)

Para encontrar su verdadero valor, s necesario recurrir

4 la regla (196); y como hemos hecho ver (197) que

a.}C‘__ XL

se reduciria 4 1.a—1.b en la suposicion de =0, ten-

=

—g
=3:

drémos que en el ejemplo actual, mudando las letras conve-
nientemente, sera z=A(l.z—L.a);
pero cuando m=—1, se tiene dz=Ax—"dx;

luego dz:i{\%, da z=A(l.x—l.a), 0 z=Al.x—+C.

1o mismo se hubiera deducido de lo dicho (179), pues

; dx 4 :
se tiene d.lx=—; y manifiesta que siempre que el numera-
x

dor de una fraccion sea la diferencial del denominador, esta
fraccion tiene porintegral al logaritmo del denominador.

998, La escepeion que presenta aqui la regla (225) pro-
viene de la imposibilidad de espresar la trascendente 1.z
por un namero finito de términos algebraicos.

Toda la dificultad de la integracion de las funciones de
una sola variable, consiste en la investigacion de las tras-
formaciones, propias para reducir las funciones propuestas
4 uno 6 muchos monomios, 4 que se pueda aplicar la regla
antecedente.

Luego si se tuviese dz=axmda4-berda—-carda,
hallariamos inmediatamente (§ 119)
ikl bart! | cart! iy
m o p W

e,
a=
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no aiiadiendo mas de una constante arbitraria, porque si
afiadiésemos una para cada monomio, juntas equivaldrian a
una sola igual 4 su suma. En general, pues que hemos visto
(157) que

d. (uv—w) =dut-dv—dw,
se debe concluir que i

.ﬁdu+dv—dw)ﬂ [du-l— /‘du_- /.dw;

y que

.(Pdz+-Qdz—Rde— fpd;c-i- demTfndaz.

926. Hagamos notar desde ahora una consecuencia que
nos serd muy util en adelante ; y es, que integrando separa-
damente cada término de
d.ut=udet4-tdu (§ 158), da wi=/udt4-f.tdu;
lo que establece una relacion entre las funciones primitivas
de las diferenciales udt, idu, de modo que siendo conocida
la una, la otra lo es tambien, porque s¢ tiene fudi=ul—

Sadu;
de  di

¥ o] aoth
la diferencial d'_z__z—“_t—ﬁ (§ 160),

u du “udt
dard igualmente -= f . —— [ . —~,

t t &

L} (¢

i de di

de donde se sacaraf =t/ e 3
L t
: 7

227. De que d.au=adu (§155),
se sigue que f.aXdr=afXdx, es decir, que se puede ha-
cer salir del signo S 6 / la constante a.
: ‘Si nos propusiéramos dz=(az—-b)"dz,
efectuariamos la potencia indicada; é integrariamos cada
monomio que resultase de esta operacion; pero conviene
observar que se puede llegar al resultado sin efectuar el
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desarrollo; para esto basta hacer ax-+b=u, lo que da

kot du PN :
, x;_‘__‘i, yde=—; ¥ sustituyéndole en la espresion de
a s

m,

5 umdu iy
dz, se convertira en dz= ==Y por consiguiente

z:u—mﬂ; y poniendo ahora en vez de u su valor, se ten-
a(m—+1)
(ax—-b)t! C
a(m-+1) t
998. Pasemos ahora 4 las funciones fraccionarias; y con
el objeto de principiar por el caso mas sencillo, suponga-
d Azrdz
mos qque se tenga dz= @by

dra 2=

; —b du
haciendo ax--b=u, se halla w:z}T', dx:—Cl-, y por con-

u—\m_ du
A(T) X7 Au—bpdu

u* ehy. gid-tyn

siguiente dz=

desenvolviendo la potencia (u—b).., multiplicando el resul-
tado por du, y dividiendo despues por u,, se tendra una se-
rie de monomios que podrémos integrar por la regla dada
(219).

‘Tomemos por ejemplo el caso en que m=3y n=2, y re-
Alu—b)’du

atud

i("u(lu—Sbclus. 3b2u—'du—>b*u—2du);
a&

sultard dz=

aplicando & cada uno de estos monomios la regla general,
resultara = % (g—ﬁb:ﬂ—ﬁbﬂ | u4-6Pu—! ) +C;
y poniendo en vez de u su valor, se tendra por ultimo
z=%(§(am—|—b}2—55{aac+b}+
302 (az—=b)+b*(az—+-b)—")+C.
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De la integracion de las funciones irracionales.

. 929, Las funciones irracionales se deben considerar co-
mo integradas, siempre que por medio de alguna trasfor-
macion se hayan hecho racionales, 6 al menos, cuando se
han reducido 4 series de monomios irracionales ; porque
entonces se les puede aplicar inmediatamente las reglas pre-
cedentes.

Propongamonos, por ejemplo, la espresion

dz=(1+V?*l;x_ﬂdx_
4T

aqui adverlirémos que si en vez de x se sustituye una can-
tidad que tenga raiz cuadrada y cubica exacta, entonces se
convertira en una funcion racional; luego si hacemos x=u°,
resultard dx=06u’du,

oy SN L~
V x=\/ub=ud, /2=y u't=ut, Jr=\/u"=u2;
(A4-ut—u)_, . . u®—uS—yf
e X6urdu=—6du X———5—;
1+u3 X X /!+1L2 ;)
que haciendo la division hasta donde se pueda, se tendri
du

dz=—6 (u"du—u“du—u‘du-—ku‘d u—tdu—du— T ) 3

lo que da dz=

cuya integral, teniendo presente (184) que

* du i
. ﬂ__"uz=am° {cuya tangente=u),

TR LA T
65 z:__ﬁ(_g_?_m—g—{-—umam.(tang.:u)) +C;

fi_
y sustituyendo ahora en vez de u su valor /x,
Bl gt .
se tendrd z=—Sz )/ B 4-Lx/ ata—Y/a*+
6__ Bt iqs
9\ /z—6y/ z—6arc.(tang. =/x)+-C.
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De la integracion de las diferenciales binomias.

230. Bajo el nombre de diferenciales binomias se com-
prenden todas las que son susceptibles de la forma siguiente,

p
dz=Kaem—'dz(a4-bx" )9;
en la cual podemos suponer que m Y n son niimeros ente-
ros sin disminuir su generalidad, y por consiguiente todo
estd en averiguar en qué casos se podrd hacer racional la
7
diferencial dz=Kam—'daz(a4-bx" )7; para esto harémos
at-bx"=u1, lo que dara

‘ o wi —a ud —a\—
(atbzxr) 1=ur, x" = o fi— 7 By

ni—a =
xm — b n ;

diferenciando esta espresion, se tendri
u?—a\™ qui—*du
e

g m
man—'de=—
n
i w9 —a\n—1
0 xr—tde=—qur—'du n :
an b ’

lo que dara dz=KX Lur+1~ (’”b_ ) ~1du (N).

Donde se ve que esta espresion serd racional siempre

m 5 bt
que — sea un numero entero, y por COP?SZQH%GRJ& en esie ca-
n

s0 se podrd integrar ; pues la podrémos desenvolver en una
serie de monomios integrables cada uno de por si.
Asi, si queremos integrar la espresion

2

dz=8x"dx(a+tb2?)s,
como aqui seria m=10 y n=>5, resultaria ¥=2, nimero
entero; luego esta formula serd integrable exactamente; y
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como aqui K=8, p=2, ¢=5, y u*=a+4-ba%, haciendo las
sustituciones en la formula (N), sera ¢

I_g\ o 9
=8X,,Eu5“‘ (u__a) 2 du——%* (-——-
ob b
T Ay 24 i
—av') du=g 52( du—-au du), lo que da

5&2
_4 8 5
/ u*du—-au“‘dcp =5 b2(u )—1-(]-_ %

o zfqu(S 5)—[-0—

1
%—bzfa+bx5)5><(

24 Qn
o (a~ba")® 9552(“%&‘5)5—{-0

251. Pues que no siempre es posible integrar la formula
P

313

Jam—'dz(at-bz")7, la idéa que se presenta al principio, es

tratar de reducirla & los casos mas simples, valiéndonos de
laobservacion que hicimos (226) acerca de que fudi=
wi—f.rdu;

porque si se descompone la cantidad

P

2= dz(a--bav)7
en dos factores, de los cuales el uno le representemos por
d¢ y el otro por u, se hara depender la integracion de la
férmula anterior de la fudi, que en algunas ocasiones
sera mas simple que la propuesta.

De la integracion de las cantidades logaritmicas y esponenciales.

232. Supongamos la formula dz=Pdx (L.z),

* en la cual P sea una funcion algebraica de z, y tendrémos

{226), que
15 ; 20
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z=/Pda(l.e) = (L) Pdo—f.d.(L.2)=X [ Pdx ;
y como P es una funcion algebréica de @, resultara que Ia
JSPdxz serd exacta, v si la llamamos l\ tendrémos que

J-Pdz=N;
Y como por otra parte d.(l.w)ﬂ—_—_n(l.:c)”'“'xﬁf 3

sustituyendo estos valores en la espresion de.z serd

z=N(.2) —?f %{l.w)“*‘N ¥

Ahora, como N es una funcion algebraica, tendrémos
que la integral de NEI-E tambien serd algebriica, y llamén-
dola M, resultard que como

Al =(n-—1)d_; (Lz)—2,

la misma advertencia nos daré

/ ‘fN(l 2yt =M{lp—'—(n—1) .El-g(l.x)"—ﬂM,
[

i 2
luego x=f.Pdx(l.z)=N(lz)—nM(lx)—'+

n(n—1)% / ci—f(l.x)”—zi‘d X

Pero si llamamos L la integral de (%M,

la misma observacion nos dara

f —(Lap—M=L(lzp—2—(n—2) f (1) ‘E’L

luego 2=/.Pdw(l.z)* =N(Lz)—nM(}L2)—'}-
n(n—1)L{lLa)—2 (n—i)(n—-—?}/ ‘f @)=L,

235. Donde se ve, que continuando del mismo modo,
cuando  sea un ntmero entero, como se le han de ir qui-
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tando sucesivamente unidades, llegarémos al fin 4 un fac-
tor n—n, el cual siendo cero, hara desaparecer el tltimo
término que se halle afecto de la integral ; y como todas las
funciones N, M, L, etc., son algebriicas, resulta que la
funcion dz=Pdx(l.x) tiene integral algebriica, siempre
que n sea un niimero entero. Sea, por ejemplo,
dz=xmdx(l.2)%,

2 mm—}-l
7 3 0 il = —
v tendrémos 1 /,.r dx e
[ am+ da pm aomt
j m+1><_ _/ T by Y |

- 1\‘1 am a,m+l &
m—i—i m—i—‘l) okt

y como el término que deberia seguir, tendria por coefi-
ciente n—2=2—2, que en nuestro caso es cero, se sigue
que ya no hay mas términoes, y resultard que

z=fxndx|l.z)?=N(l.z)*—2M(l.z)-4-

PAVE N0 — -1 (I‘m)2 ﬁ)(l ) 2
S (-m-{—‘l (m1)? r(m—|—-i)

234. Pasemos ahora a la integracion de las funciones es-
ponenciales ; mas primero nolarémos que siendo U una
funcion algebriica de o=, la integracion de dz=Udx no
presentaria ninguna (Ilﬁcu]tad pues que haciendo a==u,
tendriamos xl.a=l.u,

;).

du

ul.a’
y sustituyendo estos valores se convertiria dz en una dife-
rencial algebraica con relacion 4 la variable u.

a* dz

Vitas’
haciendo las sustituciones, resultaria .

de donde ac_l—— dr=—0
La’

Asi, si taviéramos dz=




