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255. Si la ecuacion diferencial propuesta fuese
dz=Pa=dx, sela descompondria en dos factores de esle
modo a=dzXP;

y siendo (§177) d.a.=LaXa=dx, resultara que

/I aXa® dz=l. a/:tf de, yfa dw-——'

por lo cual tendrémos

dz=

(0) ete.

e
Haciendo dP=Qdzx, dQ=Rdx, dR=Tdz,
y continuando la reduccion de antes, se hallarid esta serie
z=_}’.Pmdx=

1 1 1
e Pax, x ko U.ax (] :
% Pa {l a)zQa —I—( 2y Ra j-._(l.a). ,fU a* dx

donde el signo 4 corresponde si el término ocupa un lugar
impar, y el — si ocapa un lugar par.

936. La aplicacion de esta formula conducira 4 la inte-
gral exacta, siempre que P sca una funcion racional y en-
tera ; porque entonces el numero de las cantidades
Q~—(E K= 1 i T= IR ete
SR g

serd limitado, y la ultima U serd constame, y por consiz
guiente [.Uadx se mudari en

U // a &x:ij‘—;—i—c.

Sea, por ejemplo, P=x", siendo n un niumero entero y
1 v

positivo, con lo cual se tendra dP=na—"dx;

v Ia ecuacion (O) se convertira en

f]{ Xlz % are. (sen. =x)=UXarc.(sen=x)—
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arx n ’
z= J 0" 2" de= —— § a* =l
lLa la
q. Q.

y continuando la operacion, se hallara Q=nx—,
R=n(n—1)x"—2, T=n(n—1){n—2)a"—, de donde

L zafas"d:c—a” (g‘_ nm"-‘__l_ﬂ{n—l)x e
e T NLE ARy

nli—A)—2) nfn—1)...4\ .
oy T+

fan-—ﬂn.:t

De la integracion de las funciones cireulares.

237. Sea la espresion z=/Xdx)arc.(sen.=x);
si se infegra al prineipio el factor Xdz,
haciendo /. Xdx=U, y observamos (185) que

|/1

d.arc.(sen.=x)= , s¢ tendra

b ]

Udz
«f l/i —a*

luego la integracion de la formula propuesta, se referird &

una funcion algebraica si U lo es.

Como

d.arc. (cos. =a)=— , ¥ d.are.(tang.=x)= L
\/ 1 Ig-z®

se tendrd, operando del mismo modo que antes, que

j/ XdaXare.(cos. =a)=U¥Xarc.(cos, =x)-+ / e
Y 1—2 T—2*

g
L et : Udx
(://.der)(arc.-\lan.—_—x) UXare. (tan, =x)— -
a2
y la integracion de estas formulas no (Iependcrd sino de
una funcion algebriica, siempre que U lo sea.
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238. Para hacer alguna aplicacion, sea z un arco, y « su
tangente, y por lo dicho (185) tendrémos

dx 1
dz=l+;m =dx>(i+m=dx(i — et — Ot — el )=

dr—a2da+x'de—aSda+2tdz—az' 'da+-x"*dx=zete. ;
¢ integrando (119), nos resultara '
3’,‘3 .1'5 33'7 xg x[[ xi:i
| 1
38 . 7,9 M 13
donde tendrémos el arco espresado en valores de su tan-
gente; y no le ponemos constante, porque el arco es cero
cuando lo es su tangente.

Del mismo modo se puede hallar el arco en valores de
todas las lineas trigonométricas y estas en valores de su ar-
€o; pero aqui no nos detendrémos en esto, y solo darémos
una idéa del modo de rectificar la circunferencia por medio
de la formula anterior.

Para esto, observarémos que sen.50°=
y os. 30 =p/ 1—i=p/5=11/5; |

sen. ; 2 f
como tang,=—", serd tang.30°=—-=—;
v 6= cos. Ws V3
luego sustituyendo este valor en la espresion anterior, nos

1 1
resultara, arco de 50°=—

V3 5Xa/5

1 Aigces = nid 1 o e
SXBY3 TX3Y3'9XK5Y/3 1UXFy3'
y como la semicircunferencia equivale 4 seis veces el arco
de 30°, maliiplicando por 6, sacando el faclor comun

a=x —etc.

i
3

6 7 s :
75 y simplificando por }/3, serd

1 ; 1 il X 1
3X3 5X3 TX3 ' 9X5
calculando 72 términos de esta serie, y haciendo las opera-

ciones necesarias, hemos hallado en nuestro Tratado Ele-
mental (tom. 11, § 647), que

semi C=2/3X(1 —etc.);
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semiC=3,1415926335897932384626453, etc.

Este valor estd sacado en el supuesto de ser el radio |a
unidad; por lo cual si tomamos ahora el didmetro por uni-
dad, este mismo valor seri el de toda la circunferencia, la
cual sera

C=>5,1415926535897932584626433, eic.

- que es el valor de que hemos hecho uso en la Geometria

elemental,

La notacion, que hemos dado & conocer (§223) para in-
dicar las integrales determinadas, se usa muy frecuente-
mente en la resolucion de los problemas de fisica ; y como
aun no se halla espresada en ninguna obra elemental de
cdleulo, no juzgo inoportuno el detenerme algun tanto so-
bre este punto, 4 fin de que los principiantes se familiari-
cen bien con dicha notacion, y puedan comprender las im-

portantes aplicaciones que se hacen-del Calculo Infinitesimal
4 los diversos ramos de la fisica.

Con este objeto , observaré, que, ;:)ues?*iﬂ—%2 es (185)

la diferencial del arco cuyo seno es z, resulia que integran-
do sera

/{ﬂj,/—dz ar em, 21 0
- ——=arc.(sen. =z o);
2 1—z :

siendo C la constante arbitraria.
Usta espresion, conforme esid, es lo que hemos llamado
(223) integral indeterminada.

Si queremos espresar, que el valor de esta integral se ha
de empezar & contar desde el parage en que 5=0, esto
quiere decir, que la integral debe reducirse 4 cero caando
z=0; lo que da para completar la integral

0=arc.(sen.=0)-4-C;
¥ como cuando el seno es cero, lo es tambien el arco, re-
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sulta que Const.=0; luego la integral completa de la es-
. 2 ds
presion () es f . m:arc.(sen.:a).
</ o

Esta integral aun no estd determinada ; pues que segun
varie %, se tendrd un valor particular para ella; pero si su-
ponemos que se quiera encontrar el valor de esta integral

cuando en ella se hace z=1; como el arco cuyo seno es igual -

con la unidad, es un cuadrante 6 {=, resulta que r sera el

: dz :
valor de la integral j : m , suponiendo que se
L

principie 4 contar desde el parage en que z=0 hasta el pa-
rage en que z=1; y segun la notacion que hemos espresa-
do (223), este modo de determinar la integral, se indica

asi :
-”—jé:ﬁﬂ'
i Vv i—z

Si hubiéramos querido contar esta integral desde el pa-
rage en que =}, esto nos queria decir, que la integral
completa se reducia 4 cero, cuando z={; por lo que, en
este caso, la ecuacion («), nos dara para determinar la cons-
tante, la siguiente ecuacion

0=arc.(sen. =4)-+C,
lo que da C=—arc.(sen.=4); y como el arco que tiene
por seno la mitad del radio es el arco de 30° 6 ir, resulta,
que C=—arco de 50°=—¢r.

Por lo que se tendra para la integral completa en este

caso
% ol
, —==——=arc.(sen. =zs)—4m.
LR
‘/f; \/'l z

La cual queda aun indeterminada ; pues tendrd un valor
particular para cada valor que se dé & z. Si queremos de-
terminarla enteramente, ¢ hallar su valor cuando z=1;
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como el arco que tiene por seno la unidad es un cuadrante,
resulta que

"3
i_di__ Ty T MO S
-—2-—3.]00 e F=gn—g T =T,

oS § Vgt
Como la diferencial del arco cuyo coseno es z, es

d

> integrando , sera

Ty
dz -
} —W_—2=arc.(cos. =z)+}-Const.
i 79

Si para determinar la constante, suponemos que la inte-

gral se reduce 4 cero, cuando z=1, tendrémos
O=arc.(cos.=1)4-Const.

Pero el arco que tiene por coseno la unidad es el arco
cero; luego aqui resulta la Const.=0; y por lo mismo se
tendré para el valor de la integral completa

= —arci(o0s.=3) (9
——=——==arc.(cos.=z) (6);
2
J 1 Vi ;
y suponiendo ahora que z=0, como el arco que tiene cero
por coseno es un cuadrante 6 im, resulta en este caso

10
el
i

e

L]

Si_quisiésemos determinar la misma integral (6) para
cuando se tuviese z=—1, eslo es, que quisiésemos hallar
el arco de circulo que principia en el punto en que su coseno
es1 y acaba en el punto en que su coseno llega 4 ser —1,
resulta que como el arco cuyo coseno es la unidad negati-
va, es igual 4 una semicircunferencia 6 4 =, tenemos que
en este €aso :

// ‘_Lﬁ*_
1o Y1I=2 7

o
Il

e S i

e T

"
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Como la diferencial det arco cuya tangente es z, es igual

il se tendra
con —
1422’

z I
; =arc.(tang. =z)4-Const. (y).
e Al T ()
q
Sisuponemos queesta integralse principie 4 contar desde
el punto en que la tangente =0, entonces quiere decir que
Ja integral sereduce & cero cuando la variable es cero; por
lo que Consi,=0, y la integral completa sera

2

%

l; [
Ahora , si queremos tomar el valor de esta integral cuan-

do z=o0 , 10 tenemos mas que averiguar qué arco de cir-

culo tiene la tangente infinita, y como este es el arco igual

4 un cuadrante 0 4 iz, se tiene, que

® dz

=arc.(tang.=z).
2

T
h f

Supongamos que se quisiese contar la integral desde el
punto en que z=—0 ; €sto es, supongamos que la integral
se reduzca 4 cero cuando 5=—aw, y tendrémos para de-
terminar la constante de la ecuacion (y)

O=arc.(tang.=—oz )+Const.;

pero el arco cuya tangente es el mfinito negativo, es un
cuadrante tomado negativamente ; luego la ecuacion ante-
rior se convierte en 0=—j3=-}-Const.,
que da Const.=ix; y la integral completa de la_ecuacion
(y) sera en este caso

Ed dz
T

Si queremes ahora acabar de determinar esta integral ,
suponiendo que el estremo del arco sea el parage en que

=arc.(tang.=z)-+4=.
L

DEL CALCULO INTEGRAL. 163

z=e0, resulla que como el arco cuya tangente es infinita es
un cuadrante, se tendrd por altimo
X ds
i 1
. 2=§ﬂ—l-§W=ﬂ.

Y 14z

Bien percibida esta notacion en los casos espresados, no
coslard ya ninguna dificultad entender el sentido de las de-
mas que se puedan encontrar.

Aplicacion del Céleulo Integral 4 la cuadratura de las eurvas, y 4 su rec-
tificacion ; 4 la cuadratura de las superficies curvas, y 4la valuacion
de los volumenes que comprenden:

259, Puesto que la diferencial del espacio comprendido
entre las coordenadas de una curva y el arco correspon-
diente, esta representada (215) por zdx, y que z es una
funcion de la abscisa «, que podrémos representar por X,
resulta que el problema general de la cuadratura de las
curvas, se reduce 4 la integracion de la diferencial Xdux.

Vamos, pues, & hacer aplicacion a las curvas que hemos
considerado. Sea en primer lugar el circulo (fig. 66), cuya
ecuacion considerando el origen ena, es

2=2ar—x2, 6 3=/ 20x—2?;
luego (192) la diferencial del segmento aPN serd
5 L 4 i
day/ 2n0—x*=dwRar—a?2=dr X x3(2a—x)2;
pero desenvolviendo (169) en serie (2a—a)z, se tiene
4 x i 23

(261—‘1!):?: '/2_@_ — — e
212 16ay/20 64a®py 2a

luego day/! Qaa:——x”:m%dx(ﬁa—x)% =

eic.

i 1 )

— — ——elc.)=
21/ 20 16ay/2a 64a*/2a

H 5 T

ﬁfz» s Vfé— ,md_;c" xsda:_ o mzdx—

21/ 2a 162y 20  64a*/2a

u p—
x*da(p)/ 20

—ele.
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g
: —s  203)/ 20
é integrando serf day/200—ax*= ;/ it

X ¥ 9
o X2

5/% 560/2a 288a%/2a
Haciendo 2=a, se tendra que el cuadrante de circulo

—ete.

ﬂ‘,2 a2 aE
V2 56/2 288,/2
multiplicando el primer término arriba y abajo por /2,
y sacando fuera de un paréntesis el factor

a2

V2

2
akC =-9li:;-\/ 2 - —elc,

queresultacomun, se tendra

i oonadlfde aed i d !
akEC =I—/—§(g—g—gﬁ—@—“clﬁ. ) i

multiplicando por 4 ambos miembros, y simplificando el
segundo por /2, se tendrd

Sup. decir.*=a*X2/2X (}—4 —&—. .| =ma*
representando por = el factor numérico 2)/2(;—etc.) :
el cual despues de calcular un nimero suficiente de térmi-
minos, viene & ser el 3,14159, etc., que hemos hallado
antes (238). :

fhieet s
240. Siendo la ordenada de la elipse EV 2ax—ax?, el

segmento eliptico aMP sera igual 4

g)q(j’/.)dxp/ Qax—a?;

y como es nulo al mismo tiempo que el segmento circular
aPN, se tendra :

aPM:aPN:: ;—;/‘dxf/ﬂax—w? ; ﬁlmV‘zax—xﬁ b,

o/ ‘
Si cada parte del segmento eliptico guard con el homo-
logo circular esta razon , toda la elipse guardard con el cir-
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culo la misma razon ; porque en primer lugar tendrémos que

cuad.® eliptico BCa: cuad. circular aEC :: b : a;
vy cuadruplicando los términos de la primera razon, se ten-
dra , superf. de elipse : superficie decirculo :: b: a;

1 b
de donde, superf. de e!ipse:a)( superf. de circ. (cuyo

radio =a)=g)(5,Mfl, etc. Xa?=3, 141, etc. Xab.

Pero esta espresion esla de un circulo cuyo radio sea
medio proporcional entre a y b; porque enténces el cna-
drado de dicho radio serd =ab; luego la superficie de la
elipse es iqual @ la de un circulo , cuyo radio seamedio pro-
porcional geoméirico entre los dos semiejes de la elipse,

241, Sea ahora la paribola MAm (fig. 67), cuya ecua-

cion es z=\/px ; por consiguiente la diferencial del espacio

" APM serd adw=dx)/ pr=pizidz ;

i1 4 1 5 i 4
i 3 33 U AN
é integrando sera § .p x dz=p X3x =ip x x;

y poniendo z en vez de p3x2, resulta que la espresion de la
superficie del segmento parabolico ACMP sera 2xz; 6 lo
que es lo mismo lus dos terceras partes del rectangulo APMD
de las coordenadas AP, PM. Lo que manifiesta que la para-
bola es una curva cuadrable : propiedad que no tiene el cir-
culo ni ninguna otra seccion conica.

242. Lahipérbola, considerando el origen en el vértice,

: - i
tiene por ecuacion z2=&-§[‘2ax+x2),

]
y por lo mismo sera (fig. 66) A.QR:?l /f{.dx\/ Qax22,
L4
que tambien podriamos integrar por un método andlogo al
espuesto (239). =

243.. La diferencial del arco de una curva, referida &
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coordenadas perpendiculares entre si, estd espresada (209)
por p/ da*~-d=?;

luego si sustituimos en ella en vez de dz* su valor, sacado
de la ecuacion diferencial de la curva propuesta, tomara la
forma Xdz, y su integral dard Ia longitud de esta curva.
Pedir la longitud del arco de una curva, es pedir su rectifi-
eacion ; porque la solucion de este problema cuando se ob-
tiene exactamente, nos conduce & determinar una linea
recta que sea igual en longitud al arco de que se trata.

Asi como llamando « el radio de un circulo, la diferen-

\ adx
cial del arco es ——

Vai—xz?

: adx
cuando se supone el origen en el centro; y 727"?_7"2 .
cuando se le supone en la circunferencia ; y bajo cualquiera
de estas formas que se considere, no se puede obtener su
integral sin por aproximacion, se sigue que la circunferen-

cia no es rectificable.
244. Pasemos 4 la elipse, v tomemos por ecuacion de

2
esta curva z3=z-—2(a2-—-x”); la diferencial de su arco (209)

Vo —(a*—b%)a?
o/ 0P—a*
cuyo valor aproximado podriainos hallar por series.

245. Pasemos 4 la pardbola, caya ecuacion es 2*=pux,
la diferencial de su arco seri

dat __pi__ \/ Pt
B\ =t \ /1 E=da /14 L
x

da+p _, S ( ,P_)%
d:c\/ b _de\/l_]-:;:_.zdx H o

cuyo valor aproximado se sacard por series.
246. -Siendo la ecaacion de la hipérbola

sera dx
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b . . dxp/ (aPbD)z2—g?
S(a?—a?), se tiene o e,
a

ay/ x*—a?
para la diferencial de su arco, cuya integral aproximada se
podra hallar por series.

247. Las primeras superficies curvas que han conside-
rado los Gedmetras, han sido las de revolucion; porque
las diferenciales de sus superficies y de los volimenes que
comprenden, tienen una espresion mas simple que sus ana-
logas entre las superficies curvas en general,

Cuando la curva que gira es una seccion cénica ;,5€ ori-
gina un cuerpo 4 que se da el nombre de conoide ; si es pa-
rabola, se llama conoide parabélico 6 paraboloide; si elipse,
se llama conoide eliptico 6 elipsoide; cuando la semielipse
gira al rededor del eje mayor, resulta el elipsoide prolon-
gado , y cuando al rededor del menor, el aplanado. Fl elip-
soide, de cualquier clase que sea, recibe tambien el nom-
bre de esferoide. Finalmente, cuando Ia seccion conica que
gira es una hipérbola, recibe el nombre de conoide hiperbo-
lico 6 hiperboloide.

248. Con el objeto de hacer aplicacion de las formulas
(216 y 217), nos propondrémos hallar la superficie y voli-
men del paraboloide engendrado por el arco AM (fig. 68)
al rededor del eje AP, y tendrémos que como la ecuacion -
de la parabola es z>=pzx; da

2 o
x:% ; Y-dm:%

2

cuyo valor sustituido en el radical de la espresion
ds=2mz/ da>4-d22,
€ integrando, dara superf. de paraboloide =....

23 2 i A
...ﬁszV4'szz 3.t f Qﬂpdzl/@z_{_pz;

para integrar esta espresion, harémos p*}-4a?=n2,
que diferenciando da 8zdz=2udu,
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de donde dividiendo por 4 sale 2zdz=judu ;
Y haciendo las sustituciones correspondientes en la espre-
sion anterior, se convertird en

muldu ru
Y (2 [
f X @) [ % +

que sustituyendo en vez de u su valor (p2+4:.43)§,

P4z
se convierte en —(i%-j-l-(]'

y determinando la constame de manera que se 1edum,a la

fntegral 4 0 cuando z=0, se tendra

13 2
‘;~“§p=_22—; por lo que
w(p2+4z2)g p
Gp 6"

2
superf. de paraboloide =

Si nos propusiéramos hallar el volamen del mismo para-

boloide, sustituiriamos en la espresion

dv==z%dx,
en vez de 22 su valor px, é integrariamos; lo que dana vo-
lam. de paraboloide =f.nz*dx=/xprdr=

mpx® TP XE R AP
o ___+-2—_mz)<§_ circulo LRMSX*{z—m

4 c:hndm LNQM.
249. Para hallar el voliimen del elipsoide, sustituirémos
en la misma espresion en vez de z* su valor

b2
EZX(%M —a?), y tendrémos que el volimen del cuerpo que

engendra el segmento de elipse APM (fig. 69), estara re-
presentado por

f“_z(%m —a)da= —b~ (ax*—g) +C;

que como dicho cuerpo se reduce & 0 cuando x=0, la con~

stante es cero ; luego si suponemos ahora que
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=2a, resultard para elipsoide prolongado ACBD, la es-
: .

presion = i (a)(4 a?— @-3) —wbg(w)
3 a? et
b 40®  dmba
B e e
250. Para hallar el volimen del elipsoide aplanado, de-
beremos considerar que la semielipse CAD gira al rededor
del eje menor CD, cuya ecuacion respecto de este eje (86)

aﬂ
es z’:b—n(ﬁbw—ﬁ}; '

que procediendo de un modo anilogo al precedente, y ha-
ciendo x=2b para tener el de todo el elipsoide, nos resul-
tara vol. de elipsoide aplanado =¢ra2b,

: Ahora, si con este valor y el anterior formamos propor-
cion, tendrémos
Elips. prol.: Elips. apl.:: frab2:tra2b::b:a;
que quiere decir, que el elipsoide aplanado es mayor que el

prolongado, en la misma razon que el semicje mayor es ma-
yor que el semicje menor.

251. Cuando u=b, el cuerpo propuesto se convierte en
una esfera, y la espresion de su volimen es

tmad=4X3,14, ete. Xa>=4,1887, etc. X,

_que no se diferencia del hallado (L. 435 cor.) siné en que

alli se espresa en valores del didmetro, y aqui lo esti en va-
lores del radio.

MECANICA.

Nociones preliminares.

714 . ¢ Iz s
252. Se dice que un cuerpo esid en movimiento, cuando
pasa sucesivamente por diferentes partes del espacio; y que
I1.
22




