MATHEMATIQUES.

TROISIEME LECON.

Sommatre. Considérations philosophiques sur Uensemble de 1a
seience mathématique.

En commencant 4 entrer directement en ma-
ticre par I'étude philosophique de la premiére
des six sciences fondamentales établies dans la
lecon précédente, nous avons lien de constater
immédiatement l'importance de la philosophie
positive pour perfectionner le caraclére général
de chacque science en particulier.

Quoique la science mathématique soit la
plus ancienne et la plus parfaite de toutes, I'idée
générale qu'on doit sen former w'est point encore
netlement déterminée. La définition de lascience,
ses principales divisions, sont demeurdes jus-
qici vagues et incertaines. Le nom multiple
par lequel on la désigne habitnellement suffirait
méme seul pour indiquer le défant d’unité do
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118 PHILOSOPIIE POSITIVE.
son caractére philosophigue, tel qu'il est congu
communénient.

A la vérité, c'est seulementau commencement
du siécle dernicr que les diverses conceplions fon-
damentales qui constituent cetie grande science
ont pris chacuneassez de développement pour gue
le vérilable esprit de Iensemble pit se manifester
clairement. Depuis celte époque, Faltentjon des
aéometres a éié rop justement et trop exclusive-
ment absorbée par le perfectionnement special
des différentes branches, et par Papplication ca-
pitale qu’ils en ont faife aux lois les plus impor-
tantes de I'univers, pour pouvoir se diriger con-
yenablement sur le sysléme géudral de la sci

Mais aujourd’bui le progeés des spécialités
west plus tellement rapide, qu'il interdise la con-
templation de Vensemble. La mathématique (1)
est mainlenant. assez développée , soit en elle-
méme, soit quant i ses applications les plus
essentielles, ponr élre parvenue & cet état de con-
sistance, dans Jequel on doit sefforcer de coot=
donner cn un’ sysléme unique les diverses par-
ties de la science , afin de préparer de nouveaux
progrés. On. peut méme observer que les der-
niers perfectionnemens capitaux éprouvés par la

(1) Femploierai sc

I'a preposé Condorcet, afin dlindiquer avee plus &%

prit d'amits dans lequel je congois la science.
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science mathématique ont directement préparé
cette importante opération philesophique, enim-
primant & ses principales parties un caractére
d'unité qui nexistait pas auparavant; tel est
éminemment el hors de toute ‘comparaison
V'esprit des travaux de limmortel- autenr de la
Théarie des Ponctions et de la Mécanique ana-
Iytigue.

Pour se former une juste idée de Fobjet de Ia
science mathématique considérée’ dans son en-
semble, on peut d'aberd partic de la définition
vagtie et insignifiante quion en donne ordir
rement, 4 défant de toute'antre, en'disant qu'elle
est la science des grandeurs, ou, ce quiest plus
positif, la seience qui a pour but la mesure des
grandeurs. Cet apercu scolastique a, sans doute,
singuliérement besoin d'acquérir plus de prévi-
sion et plus de profondent. Mais lidée est justeau
foud ; elle est méme suflisamment étendue , lors-
yjr'on Ly eoncoit eonvenablement: 1L importe d'ail:
leurs, en pareille matiére ; quand on le pent sans
inconvénient, de sappuyer sur des motions gé-
néralement admises. Yoyons.denc comment; ‘en
partant de cette: grossiére ¢hauche, on pent 5'¢é-
lever & une vévitable définition de la mathémi=
ligue, A une définition (lni soiL digm-. de cors
vespondre 4 -Vimportance’, & Férendne ev b Ia
diffieulté de la science.
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La question de mesurer une grandeur ne pré-
sente par elle-méme & Vesprit dautre idée que
celle de la simple comparaison immédiate de
cette grandeur ayee une auire grandeur sem-
Blable supposde connue, qu'on prend pour unite
entre loutes celles de la méme espdee. Adusi,
quand on se borne 3 définir les mathématiques
comme ayant pour objetla mesure des grandeurs,
on en donne une idée fort imparfaite, car il est
méme. impossible de voir par i comment iy
alieu, sous cerapport, & une science quelconque,
et surtout i une science aussi vaste el aussi pro-
fonde qulest réputde 1étre avec raison Ja science
wathématique. Au len dun immense enchaine-
ment de teavaux rationnels trés-prolongés, qui of-
frent & notre activité intellectuelle un aliment

inépuisable, la science paraitrait seulement con-

sister, dlaprés un tel énoncé, dans une simple
suite de procédés mécaniques, pour oblenir di-
rectement, & Taide d'opérations analogues & la
superposilion des lignes, les rapports des quan-
tités 3 mesurer 3 celles par lesquelles on veut les
mesurer. Néanmeins, cette définition n'a point
réellement d'autre défant que de w'étre pas suf-
fisammmient approfondie. Elle n'induit point en er-
reur surle yéritable but final des mathémaliques
" sealément elle pidsente comme direct un abjet

qui, presque toujours, est, au contraive, fort indi-
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rect, et par 11, elle ne fait nullement concevoir
la nature de la science.

Pour y parveniry il faut: d'abord considérer
un fait général , trés-facile & constater. Clest que

la mesure direete d'une grandeur, par la super-
pasition on par quelque procédé semblable, est
le plus souvent pour nous une opération tout-h~
fait impossible : en sorte que si nous n'aviens
pas d'autre moyen - pour déterminer les gran-
denrs que les. comparaisons immédiates, nous
serions obligés de renoncer & la connaissance de
la plupart de celles qui nous intéressent.

On comprendra toute exactitude de cette ob-
servation générale, en se bornant & 'considérer
spéeialement le cas particulier qui- présente évi-
demment le plus de facilité; celui de la mesuve
d'une ligne droite par une autre ligne droite.
Celte comparaison, qui, de toutes celles que nous
pouvons imaginer; est sans contredit la plus
simple; ne peut néanmoins presque jamais étre
effectude immédiatement. En réfléchissant i Ven-
sémble dés  eonditions nécessaires .pour 'quune
Yigne droite soit susceptible d'une: mesure di-
recte; on voit que le plus souvent elles ne pen-
veni' point étre remplies & la fois, relativement
aux Jignes que nous désivons conmaitre. La pre-
miére et la plus grossiére de ces conditions, celle
de powvoir parcourir la ligne d’nn bout i Vautre,
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pour porler suceessivement I'anité dans toule son
étendue, exclut évidemment déja’ la trés-ma-
jenre parlie:des distances qui mous, intéressent
le plus; dabord toutes les distances catre les dif-
férens corps célestes ; on dela terre & quelquau-
tre corps céleste , et ensuite méme la plupart des
distanices terrestres, qui sont sl fréquemment
inaceessibles. Quand cette premidre’ condition se
trouve accomplie, il faut encore que la longueur
ne soit-mi trop grande ni trop pelite, ce qui
vendrait Ja mesure directe également impossible;
il faut qu'elle soit convenablement située, ete.
La pluslégbre circonstance,, qui abstraitement ne
pariitrail devoir introduire aucune nouvelle diffi-
culté ; suffira souvent, dans la réalité, pour nous
interdire toute mesure directe. Ainsi; parexemple,
telle ligne que nous pourrions mesurer cxacte=
ment avee la plus grande facilité  si elle était ho-
vizontale; il suffira de la concevoir redressée ver=
ticalement; pour gue la mesure en devienne m-
possibles En unmot,, la mesure immédiate dutie
ligne droite, présente une telle complication: de
difficultés, surtout gquand on' veat y apporter
quelque exactitide; que presque jamais nous ne
rencontrons dantres lignes suseeptibles d'étre
mesurdes diveelernent avee précision , du moins
parmi celles d'une certaine grandeur, que des
Yignes purement actificielles, créées expressément
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par nous pour’ comporter vme détermination di-
reete; et auxquelles nous parvenons i rattacher
toutes les autres.

Ce que je viens d'établir relativement aux li-
gnes se congoit, & bien plus forte raison des sur-
faces; des volumes , des vitessés; des'temps , des
forces, ¢l , et, en général , de toutes les aulres
grandeurs suseeptibles dappréciation exacte, et
qui, par leur nature, présenlent nécessairement
beaucoup plus dlobstacles encore a une mesure
immédiate. Il est done inutile'de sy arréter , et
nons devons regarder comme suffisamment con-
statde Fimpossibilité de déterminer, en‘les mesu-
rant directement, la-plupart des grandeurs que
tous désivons ‘eonnaitres Gest ce fait général qui
ndeessite Ia formation de la science mathémati-

e, comme nous alfons le voir. Cir, renongant,
que, ¥ C: :

dans presque tous les eas , & la mesute iramédiate
des grandeurs , Yesprit humain a dii ehercher &
les déterminer iudivectement, el clestainsi quiil
a61é conduitd 1a eréation des mathématiques.
La méthode générale qu'on empioie coustam~
ment, Ia senle évidemnent quon puisse conce-
voir, pour connaitre des grandears qui ne com-
portent point une mesure dircele, consiste 1 les
rattachenr & d'nulres qui sotent suseeptibles d'dire
déterminées immédiatement, et d'aprés lesquelles

an parvient, i découvrir les preriiiéres, aw moyen
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des relations qui existent entre les unes et les au-
tres. Tel est Vobjet précis de la’ science mathé-
malique envisagée dans son ensemble. Pour s'en
fuire. une idée suffisamment éiendue, il faut,
considérer que celie détermination. indirecte
des grandenrs peut - éive indirecte 4 des de-
grés fort différens. Dans un grand nombre de
cas, Ui somveut sont les plus importans, les
grandeurs ; 3 la détermination desquelles on rar
ménela recherche desgrandeurs principalesqu'on
veut connaitve, ne peuvent point elles-mémes
Sure mesurées immédiatement; et doivent par con-
séquent, & Jeur tour, devenir le sujet d'une ques-
tion semblable , et ainsi de suite;. cu sorte que,
dans beauconp d'occasions ; Lesprit humain est
obligé d'établir ure longue suite d’intermédiaires
cnirele systéme des grandeurs inconnues gui sonk
Lobjet définitif de ses recherches, et le systéme
des grandeurs sosceptibles de mesure divecte, d'a:
prés lesquelles on détermine finalement-les pre-
miéres, et qui ne paraissent d'abord avoir avec
celles-ci ancune liai

Quelques exemples vont suffire pour édelaircir

ce que les généralités précédentes putrraient pré-
senler de trop abstrait.

Considérons , en premier lieu, un phénoméne
naturel trés-simple qui puisse néanmoins don-
ner lien & une question malhématique réelle et
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susceptible 'applications effectives, le pheéno-
méne de la chute verticale des corps pesans.

Fn observant ce phénoméne, Pesprit le plus
étranger aux conceptions mathématiques recon-
nait sur-le-champ que lesdeus quantités quil pré-
senle;savoir : lahanteurd'otiuneorpsest tombé, et
letempsde sa chute, sont nécessairementlidesIune
4 l'antee, puisquielles vatient ensemble, et restent
fixes simultanément; ou, suivant le langage des
géomélres , qu'elles sont fonction Pune de Fantre.
Le phénomeéne ; considévé sous ce point de yue,
dorme donc lien & une question mathématique ,
qui consiste & suppléer & la- mesure directe de
Vune de ces deux grandenrs Torsqu'elle sera im-
possible; parla mesure de Pautres (Vestainsi, par
exemple ; qulon pourra déterminer indirectement
la profondeur dun. précipice, en s¢ bornant A
mesurer le lempsiqiun corps emploierait i tom-
ber jusquiau fond; ety en procédant convenable-
ment, ceile profondenr inaccessible sera connue
avee: tout autantdeprécision quesic’étaitune ligne
horizontale placée dans les eivconstances les plus
favorables & une mesure facile et exacte. Dans
dautres occasions, cest Ja hauteur d'olt le corps
est tombé qui sera facile & connaltre, tandis que
lo temps de ld chute ne pourrait point ére ob-
servé directement ; alors le méme pliénoméne

donmera liew & la question inverse; déterminerle
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temps daprés la hautenr ; comme ; par exemple;,
silon voulait connaitre quelle serait la durée de
la chute verticale d’un corps tombant dela June
r la terres
Dans Pesemple précélent, la question mathé-

matique est fort simple du moins quand on n'a

pas égard i la vaviation d'intensilé de la pesanteur,
ni & la résistance du {luide que le corps traverse
dans sa chute. Mais , pour agrandic la question,
il suffica de considérer le méme phénoméuc dans
sa plus grande généraliié, en supposant la chute
oblique ; el tenant compte de toutes les circon-
stances principal es. Alors; au lieu d'offric simple-
ment denx quantités variables lides cnt’elles par
une relation facile & suivre , le phénoméne en
présentera un plus grand nombre, espace par—
courn , soit dans le sens verlical; soitdansle sens
horizontal ; le. temps employé & le parcourir ; Iu
vitesse du corps & chaque point de sa course , et
méme Fintensité et Ja direction:de son impulsion
primitive , qui ponrront aussi-élre envisagées
comme variables; etenfin, dans cerlains cas, pour
tenir comple de tout, la résistance du milieu et
Vénergie de la gravité. Toutes ces diverses quan=
titds seront lides entrielles, de telle sorte que
chacnue 4 son tonr pourra étre déterminde indi-
rectement d'aprés les aulres, ce qui présentera

autant de recherches mathémaliques distinctes
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quiil y awra de :__{mncleurs coexistanles dans le
]Jhémml‘mu considéré. Ce changement trés-simple
dans les conditions physiques dun. probléme
pourra faive, comme il arrive en effet pour
Vexemple cité,, qu'une recherche mathématique,
primitivenient fort élémentaire,, se place toul-i-
conp au Tang des questions les plus difficiles,
dont 1a solution ‘compléle et rigoureuse surpasse
jusqu’a présent toutes les plus grandes forces de
Fesprit humain:

Prenons un second exemple dans les phéno-
ménes géométriques. Qu'il sagisse de déterminer
une distance qui west pas susceptible de mesure
dicecte ; on la concevra géncralement comme fai-
sanl partie dune figure , ou d’un sysleme quel-
congue e lignes, choisi de telle maniére que
Lous ses autres élémens puissent e observés im-
médiatement ; par exemple, dans le cas Io plus
simple et auquel tous les autves peuvent sé réduire
fitalement , on considérera a distance propusée
comme apparienant & unstriangle, dans lequel on
pourrait déterminer direciement, soil un autre
cété ‘et deux angles , soit denx cdlés et un seul
angle. Désdlers , la connaissance de la distanee
cherehée, aulien d'dtre abtenue immédiatement,,
sera de pésuliat- dan: teavail mathématique gui
consistera 3 la déduive des élémens observés
dapres Ja relation qui la lie avee eux. Ce travail
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pourra devenir successivement. de plus en plus
compliqué, si les élémens supposés connus ne
pouyaient , & lear tour, comme il arrive le plus
souvent , étre déterminés que d'une maniére in-
direete , 4 Faide de nouveaux systémes auxiliaires,
dont le nombre , dans les grandes epérations de
ce genre, finit par devenir quelquefois trés-con-
sidérable. La distance nne fois déterminée, cette
scule conmaissance suffira fréquemment pour
faire obtenir de nouvelles quantités, qui offriront
le sujet de nouvelles questions mathématiques.
Ainsi, quand on sait 4 quelle distance est situé
un objet; la simple ohservation, loujours possi=
ble, de son diamétre apparent , doit évidemment
permettre de déterminer indirectement , qncl—
qulinaccessible qu'il puisse éire, ses dimensions
réelles, et, par une suile de recherches analogues,
sa surface, son yolume, son poids méme, el une
foule dautres propriélés, dont la connaissance
semblaitdevoir nausétre nécessairement interdite.

Clest par de tels travaux, que-homme a pu
parvenir & connaitre, non-sculement les distane
ces des astres & la- terre, et par suite, entr'eux;
mais leur grandeur effective , lour vévitable figure,

jusquaux indgalités de lenr surface, et , ce qui

semble se dérober bien plus encored mos moyens
d"investigation , leurs masses respectives, lenrs

densités moyennes, les circonstances principales
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de la chute des corps pesans & la surface de cha-
cun deux, ete. Par Ja puissance des théories ma-
thématiques, tous ces divers résultats, ¢t bien
Fautres encore relatifs aux différentes classes
de phénoménes naturels, n'ont exigé définitive-
ment d’autres mesures immédiates que celles
&'un trés-petit nombre de lignes droites, conve-
nablement choisies, et d'un plus grand nombre
dangles. On peut méme dire, en toute rigueur,
pour indiquer d'un seul trait la portée générale
dela science, que si I'on ne craignail pas avec
raison de multiplier sans néeessité les opérations
mathématiques, el si, par conséquent, on’ ne
devait pas les réserver senlement pour la dérer-
mination des quantités qui ne pourraient nul-
lement étre mesurdes directement, ou dune ma-
nidre assez exacte ; la connaissance de toutes les
grandenrs susceptibles destimation, précise que
les divers ordres de phénoménes peuvent nous
offrir; serait finalement réductible & la mesure
immédiated'une ligne droite unique et d'un nom-
bre d’angles convenable.

Nous sommes done parvenu maintenant & dé-
finir- avec exaclitude Ja science mathématique,
en Iui assignant pour but, la’ mesure indirecte
des grandeurs, et disant ([u'on s’y propose con-
stamment de déterminer les grandeurs les unes
par les autres, daprés los relations précises qui
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existent éntr'elles. Cet énoncé, aulien de don-
ner senlementl'idée d'un art, comme le font jus-
quici toutes les définitions ordinaires , caractés
rise immédiatement une véritable seience ; et la
montre sur-le-champ cmﬂpasé[: d'un immense
enchainement d'opérations intellectuelles , qui
pourront évidemment deverir Lrés-compliquées,
% raison de la suite dintermédiaires quil fandra
établir entre les quantités inconmues et celles qui
comportent une mesuve directe, du nombre-des
variables co-existantes dans la question proposée
et de la nature desrelations que fourniront entre
toutes ces diverses grandeurs les phénoménes con=
sidérés. IYapres une telle définition , Tesprit ma-
thématique .consiste & regarder toujours comme
liées entrelles toules les quantitds que peut pré:
senter un phénoméne quelconque, dansda vue
de Ies déduire les unes des autres. Or; L0y a
pas dvidemment de phénoméne qui ne puisse
donner lieu & des considérations de ce genre;
ot résulte létendue natarellement indéfinie et
méme la rigoureuse universalité logique de la
science mathématique : nous chereherons plus
Ioin & eirconscrire aussi exaclement que pnssiblc
son extension effective.,
Les explications pwéeédentes dlablissent ©
nt o justification da nem' employé: pour

Asionsrda § A =
signer la science que nous eonsidérons. Cette
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dénomination, qui a pris anjuurd"hui une ac-
ceplion si déterminée, signifie simplement, par

elle-méme la science en général. Une telle dési-

guation , rigoureusement exacte pour les Grees,

qui n'ayaient pas Fautre science véelle, ma pu
élee conservée par les modernes que pour indi-
quer les mathémaliques comme la science par
excellence. L, en effet, la définition & laquelle
nous venons d'étre conduits, si on ¢en dcarte 1a
cireonstance de la précision des déterminations,
west autre chose que la définition de tonte véri-
table science queleonque, car chacune n'a-t-elle
pas néeessairciment pour but de déterminer des
phénoménes les uns par les antres, daprés los
relations qui exislent entr'eux? Toute soience con-
siste dhns la coordination des fails; si les diverses
ohscrvations étaient entidrement isolées, il ny
anrail pas de science, On peat méme dire géné-
ralement que la science est essenticllement des-
linde & dispenser, autant gue le comportent les
divers phénoménes, de toute observation directe,
en permettant de déduire du plus petit nombre
possible de données immédiates, le plus grand
nombre possible de résultats, Nest-ce point li,
en effet, l'nsage véel, soit dans la spéculation ,
soit dans Paction, des loss ¢ue nous parvenons &
découvrir entre les phénoménes naiurels” La

seience mathématique, ne fait, daprés cela, que
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pousser au plus haut degré possible, tant sous le
rapport de la quantité que sous celui de la qua-
Tité, sur les sujets véritablement de son ressort,
le méme genre de recherches que poursuit, &
des (]ngrés ])im ou moins inférieurs, Chéll}ul}
science réelle, dans sa sphére respective.

(est donc par Tétude des mathématiques, et
senlement par elle, que Ton peut se faire une
idée juste et approfondie de ce que c'est quune
seience. Cest 1 nmiquement qwon doit chercher
4 connaitre avec précision la méthode générale
que Vesprit humain emploie constamment dans
toutes ses recherches positives, parce que nulle
part aillenrs les guestions ne sont résolues d'une
maniére aussi compléte,, et les déductions pro-

longées aussi foin avec une sévérité rigofteuse.
Cest Ji également que notre entendement a
donné les E;lus grandes preuves de sa force, paree
que les idées quil y considére sont du plus haut
degré dabstraction possible dans Tordre positil
Toute éducation scientifique qui ne commence
point par ung telle élude, péche done nécessai-

rement par sa base.

Nous avons jusqu'ici envisagé la science ma-
thématique seulement dans son ensemble tolal,
sans avoir aucun ézard & ses divisions. Nous de-
vons maintenant, pour compléter cette yue gé-
nérale i nous former une jusle idée du cavac-
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tére philosophique de la science, considérer
division fondamentale. Les divisions secondaires
seront examinées dans les lecons suivantes.

Celte division principale ne saurait étre vrai-
ment rationnelle, et dériver de la nature méme
du sujet, quantant quelle se présentera spon-
lanément , en faisant Ianalyse exacte d'une ques-
tion mathématique compléte. Ainsi, aprés avoir
déterming ci-dessus quel est Pobjet général des
travaux mathématiques, caractérisons mainte-
nant avec précision les divers ordres prinei-
panx de recherches dont ils se composent cons-
tamment.

La solution compléte de toute question ma-
thémalique se décompose nécessairement en deux
parties , dune nalure e ntiellement dislinete,
¢t dont la relation est invariablement détermi-
née. I effet, nous avons vu que loute recherche
mathématique a pour objet de déterminer des
grandeurs inconnues , d'aprés les relations qui
existent entre elles et des grandeurs connues. Or,
il faut évidemment d’abord, & cette fin, parvenir
it connaitre avec préeision les relations existantes
entre les quantités que Ion considére. Ce pre-
mier ordre de recherches constitue ce que jap-
pelle Ja partie concréte dela solution. Quand elle
est terminée, la question change de nature; elle
se réduit a2 une pnre question de nombres, con-

TOME L. 10
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sistant simplement désormais & déterminer des
nombresinconnus, lorsqu’on sait quelles relations
précises les lient i des nombres connus. Cest dans
ce second ordre de recherches que comsiste ce
que je nomme Ia partie abstraite de la solution.
De 1a résulte la division fondamentale de Ia
science mathématique générale en deux grandes
sciences, 1a mathématique abstraite et la mathé-
tique concréte,

Cette analyse pent étre ohservée dans toute
question mathématique compléte, quelque sim-
ple ou quelque compl iquée qu'elle soit. 11 suffira,
pour la faire hien comprendre, d'en indiquer un
seul exemple.

Reprenant le phénoméne déja cité de la chute
verticale d’'um eorps pesant, et considérant le cas
Ie plus simple, on voit que pour paeruii" 3 dé-
terminer 'nme par autre 1a hanteur d’ott le corps
ost tombé et la durée de sa chute, il faut com-
mencer par déeouvrir la relation exacte de ces
deux quantilés, ou, suivant le langage des géo-
métres, Véquation qui cxiste entre elles. Avant
que cetle premiére recherche soit terminée, loute
tentative pour délerminer numériquement la va-
Jeur de Pume de ces denx grandeurs par celle de
Tantre serait évidemment prématurée, ear elle
Raurait aucune base. Il ne suffit pas de savoir
vagnement quelles dépendent Tune de Tantre,
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ce quetout le moude apercoit sur-le-champ, mais
il faut déterminer en quoi consiste cette dépen-
dance; ce qui peat étrefort difficile, et conslitue
en effet, dansle eas actuel, la partie incompara-
blement supérieure du probléme. Le véritable
esprit scientifique est si moderne et encore telle-
ment rare, que personne peut-étre avant Galilée
n'avait seulement remarqué Paceroissement de yi-
tesse quéprouve un corps dans sa chute, ce qui
exclut Phypotheése, vers laquelle notre intelli-
gence, toujours portée involontairement & suppo-
ser dans chaque phénoméne les foneiions les plus
simples, sans aucun autre mobif que sa plus
grande facilité & Jes concevoir, serait naturelle-
ment entrainée , la hanteur proportionnelle an
temps. En un mot, ce premicr travail aboutit & la
découverte de Ia Joi de Galilée. Quand cette par-
tie coneréte est terminée, la recherche deyient
Q’une tout autre nature. Sachant que les espaces
pareourus par le corps dans chaque seconde suc-
cessive de sa chute eroissent comme la suite des
nombyres impairs, clest alors une question pure-
ment numérique etabstraite que d'en déduire ou

“la hautenr d'aprbs le temps, ou le temps par la
hauteur, ce qui consistera i trouver que, d'aprés

la lot établie, la premiére de ces deux quantilés

atun multiple connu de la seconde puissance de
: s

lantre, d'oli I'on devra finalement conelure Ja va-

Io.
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Jeur de I'une quand celle de Vautre sera donnée,

Dans cet excmple, la question concréte est plus
difficile que la question abstraile. Ce serait I'in-
verse, si Yon considérail le méme phénoméne
dans sa plus grauds généralité, tel que jelai en-
visagé phus haut pour un auire motif. Suivant les
cas, e sera tantdt la premicre, tantdt la seconde
de ces deux parties qui consliluera la principale
difficulté de la question totale; la loi mathéma-
tique du phénoméne pouvant éire trés-simple,
mais difficile & obtenir, et, dans d'anttres ocea-
sions, facile & découvrir, mais fort compliquée :
en sorle que les deus grandes sections de la
science mathématique, quand on les compare cn
masse, doivent étre regardées comme exactement
équivalentes en étendue et en difficulté, aussi
bien qu'en importance, ainsi que nous le consta-
terons plus tard en considérant ghacune delles
séparcment.

Ces deux partics, essentiellement distinctes,
daprés Lexplication précédente, par T'objet que
Vesprit s’y propose, ne le sont pas moins par la
nature des recherches dont elles se composent.

La prcmii:w doit porter le nom de concréte,
car elle dépend évidemment du genre des phéno-
méues considérds, et doit varier néeessaivement
lorsqu'on envisagera de nouveaux phénoménes;
tandis que la seconde est complétement indépen-
dante de Ja nawure des objets examinés, et porle
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seulement sur les relations numériques qu'ils pré-
sentent, ce quidoit la faire appeler abstraite. Les
mémes relations peuvent exister dans un grand
nombrede phénoménes différens, qui ,maigw-i leur
extréme diversité, seront envisagés par le géométre
comme offrant une question analytique, suscepti-
ble, en I'éindiant isolément, d'étre résolue une fois
pour toutes. Ainsi, par exemple, Jaméme loi qui
régne entre Uespace et le temps, quand on examine
la chute verticale d'un corps dans le vide, se re-

arouye pour d'autres phénoménes qui n'offrent
aucune analogie avee le premier ni enire eux:
car elle exprime aussi la relation entre Vaire d'un
corps sphérique et la Jongueur de son diamétre;
elle détermine également le décroissement de
Pintensité de Ja lumidre ou de la chaleur & rai-
son de la distance des objets éclairés on échauf-
fés, cte. La partie abstraite, commune & ces di-
vETSes (uestions mathématiques, ayant éié Leaitée
4 Loceasion d'une seule d'entre elles, se trouvera
Téwe, par ccla méme, pour toutes les antres;
tandis que la partie concrdte devra nécessaire-
ment étre reprise pour chacune séparément, sans

que la solution de quelques-unes puisse fournir,
sons ce rapporl, ancun secouwrs dirveet pour celle
des suivantes. 1l est impossible d'élablir de véri-
tables méthodes générales qui, par une marche
déterminée et invariable, assurent, dans tous les
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cas, la découverte des relalions existantes entre
les quantilés, relativement i des phénoménes quel-
conques : cesujel ne comporte nécessaircment
que des méthodes spéeiales pour telle ou telle
classe de phénoménes géomélriques, ou méeani-
ques, ou thermologiques,, elc. On peut, au con-
traire, de quelque source que proviennent les
quantités considérdes, établir des méthodes uni-
formes pour les déduice les unes des autres, en
supposant connues leurs relations exactes. La par-
tie abstraite des mathématiques est done , de sa
nature, générale; la partie concréte, spéciale.
Ln présentant cette comparaison sous un nou-
veau point de vue, on pent. dire que Ja mathé-
matique concréte a un earaciére philosopbique
essentiellement expérimental , physique, phéno-
ménal; tandis que celui de Ja mathématique
abstraite est purement logique, rationnel. Ce
nest pasici lelieu de discuter exactement Jes pro-
cédés quemploie Tesprit humain pour découvrir
les lois mathématiques des phénoménes. Mais,
soit que Fobservation précise suggére elle-méme
Ialoi, soit, comme il arrive plus souvent, qu'elle
ne fasse que confirmer la loi construite par le rai-
sonnement daprés les faits les plus communs;
toujours est-il certain que cette loi n'est env isa=
gée comme réelle quiautant qu'elle se montre
daccord avee les résultats de Vexpérience di-
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recte. Ainsi, la purﬁe concréte de toute question
mathématique est nécessairement fondée sur la
considération du monde extérieur, et ne saurait
jamais , quelle qu'y puisse étre la part du raison-
nement, se résoudre par une simple suite de com-
binaisons intellectuelles. La partie abstraite, an
contraire, quand ellea été dlabord bien exacte-
menl séparée, ne peut consister que dans une
série de déductions rationnelles plus ou moins
prolongée. Car, si Ton a une fois trouvé les équa-
tions d'un phénoméne, la détermination des unes
par les autres des quantités quon y considére,
quelques difficultés diaillenrs qulelle puisse sou-
vent offrir, st nniquement du ressort du raison-
nement. C'est A Tintelligence quil appartient de
déduire, de ces équations, des résultats quiy sont
évidemment compris, (uoique d'une maniére
peat-éire fort implicite, sans quil y ait Heu &
consulter de nouveau le monde extérienr, dont
la considération , devenue dés lors étrangére, doil
méme dtre svignensement écartée pour védairele
travail 4 sa véritable difficulté propre.

On voit , par cette comparaison générale,, dont

je dois me borner ici & indiquer les traits prinei-
paux, combien est naturelle et prolonde la divi-
sion fondamentale élablie ci-dessusdansla science
mathématique.

Pour terminer Yexposition générale de cetie
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division,, il ne nous reste plus qu'a circonscrire,

aussi exaclement que nous puissions le faire.

dans ce premier apergu, chacune des deux
grandes sections de la science mathématique.

La mathématique conoréte ayant pour objet
de décourrir les équations des phénoménes, sem-
blerait, a priort, devoir se composer dantant de
sciences distinctes quil y a de eatdgories réel-
lement difléventes pour nous parmi les phéno-
ménes naturels. Mais il sen faut de beaucoup
qu'on soil encore parvenn 4 découyrir des lois
mathématiques dans tous les ordres de phéno-
mdnes ; nons verrons méme tout-i-l’heure que;
sous ce rapport, la majeure partie se dérobera
trés-vraisemblablement toujours & mos efforts.

En réalité, dans I'état présent de Pesprit humain,

il 'y a directement que deux grandes calégo-
ries générales de phénoménes dont on connaisse
constamment les équations; ce sont d’abord. les
phénoménes géoméiriques, el ensuite les phéno-
ménes méeaniques. Ainsi, la partie concréte des
mathématigues se ecompose done de la géomé-
trie et de la mécanique rationnelle.

Cela suffit, il est vrai, pour lui donner un ca-
ractére complet duniversalité logique , quandon
considére Uensemble des phénoménes du point
de vue le plus éleve de la philosophie naturelle.
En effet, si toutes les parties de Iunivers étaient
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concues comme immobiles, il n'y aurait évi-
demment & observer que des phénoménes géo-
méLriques , puisque touk se réduirait & des rela-
tions de forme, de grandeur, et de situation;
ayant ensuite égard aux mouvemens qui 8y exé~
cutent, il y.a liew & considérer de plus des phé-
noménes mécaniques. En appliquant ici, aprés
L'avoir suffisamment généralisée , une conceplion
philesophique, due 4 M. de Blainville, et déja
cilée pour un autre usage dans la 1% legon
( page 32), on peut done établic que, yu sous le
rapport slatique , L'univers ne présente que des
phénomenes géométriques; et, sous le rapport
dynamiq{xe, que des phénoménes mécaniques.
Ainsi la géométric et la mécanique constituent,
par elles-mémes, les deux sciences naturelles
fondamentales, en ce sens, que ious les effets
naturels peuvent €tre cougus comme de simples
résullats nécessaires, ou des lois de I'étendue,
ou des lois du mouvement.

Mais, quoique cette eonception soit toujours
logiquement possible,, la difficulté est de la spé-
cialiser avee la précision nécessaire, el de la
suivee exaciement dans chacun des cas généraux
que nous offre I'étude de la nmature, cest-a-dire,
de véduire effectivement chaque question prin-
cipale de philosophie naturelle, pour tel ordre
de phénoménes déterming, i la question de géo-
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métrie ou de méeanique, 4 laquelle on pourraif
rationnellement la supposer ramenée. Cette trans-

formation , qui exige préalablement de ;,;nmds

progrés dans l'étude de chaque classe de phéno-
ménes, n'a été réellement exécutée jusqu ci que
pour les phénoménes astronomigues, et pour
une partie de ceux que considére la physique
terrestre proprement dite, Clest ainsi que Tastro-
nomie, I'acoustique, loptique , ete., sont deve-
nues finalement des applications de la science
mathématique & de certains ordres d'observa-
tions (1). Mais, ces applications n'étant point,

(1) Je dois faire ici, par anticipation , une mention sommaire
de la thermolegie , 3 laquelle je consacrerai plus tard une legon
speciale. La théoric mathématique des phénoménes de Ta chaleur
a pris , par les mémaorables travaux de son illustre fondateur , un
tel caractére, qulon peut aujourd'hui la concevoir, apres
trie et k méeanique , comme une véritable troisieme section dis-
tiacte de la mathématique coneréte , puisque M, Fouriera établi,
d’une maniére entiérement directe, les équations thermologi-
ques, au lien de se représenter hypothétiquement les questions
comme des applieations de la mécanique , 3insi qu'on a tentd de
le faire pour les phénomenes clectriques, par exemple. Celte
grande découverte, qui, comme toutes celles qui se rappor £
la méthode , n'est pas encore convenablement apprecice
singuliérement notre attenlion; car, oulre 50m imporia
médiate pour I'étude vraiment rationnelle et positive d'un o
de phénoménes aussi universel et aussi fondamental , elle tend &
relever nos espérances philosophigues , quant a Vextension future
des applications iégitimes de I'analyse mathématique ainsi que je
Pexpliquerai dans le second volume de ce eours , en examinant le
earactére général de cette nouvelle série de travaux. Je n'aurais
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pat leur nature, rigoureuacment circonserites ,
ce serait assigner 4 la science un domaine in-
défini et entidrement vague, que de les confon-
dre avee elle, comme on le fait dans la division
ordinaire , si vicieuse & tanl d'antres égards, des
mathématiques en pures ct appliquées. Nous per-
sisterons donc & regarder la mathématique eon-
créte comme uniquemement composée de la
géoméirie et de la mécanique.

Quant A la mathématique abstraite, dont j'exa-
minerai la division générale dans la legon sui-
vante, sa malure est neitement et exactement
déterminée. Elle se compose de ce gqu'on ap-
pelle le caleul, en prenant ce mot dans sa plus
grande extension, qui embrasse depuis les opéra-
tions numériques les plus simples jusquiaux plus
sublimes combinaisons de I'analyse transcendante.
Le ealeuel a pour objet propre de résoudre loutes
les questions de nombres. Son point de départ
est, constamment ¢t nécessairement , la connais-
sance de relations précises , cest-d-dire d'équa-
tions, entre les diverses gra.nlieurs que l'on con-
sidére simullanément, ce qui est, au contraire,

le terme de la mathématique concréte. Quelque

pas. hésitd désa present 4 traiter la thermologie , ainsi congue
comme ugme iroisieme branche principale de la mathématique
concréte , si je n'avais craint de diminver Putilité de cet ouvrage
en m'écartant trop des habitudes ordinaires,
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compliquées ou quelque indirectes que puissent
étre d’ailleurs ces relations , le but final de la
science du ecafoud est den déduire toujours les
valeurs des quantités inconnues par celles des
quantilés connues. Cette serence, bien que plus
perfectionnée qu'aucune autre, est, sans doute,
récllement peu avancée encore, en sorle que ce
but est rarement atteint d’'une maniére complé-
lement satisfuisante. Mais tel n'en est pas moins
son vrai caractére. Pour concevoir nettement la
vérilable nature d'une seience, 1l faut toujours
]ﬂ EUI‘I[][LHU[' [ledlle-

Afin de résumer le plus philusuphi([mr]mfnI.
possible les considérations ci-dessus exposées
sor la division fondamentale des mathématiques,
il importe de remarquer qu'elle west qu'une ap-
plication du principe géuéral de classification
qui nous a permis d'établir, dans la lecon précé-
dente , la hiérarchie rationnelle des différentés
sciences positives.

S5i Uon compare, en effet, dune partile caleul ;
et dune autre part la géomélrie et la mécani-
que, on vérifie, relalivement aux idées considé-
rées dans chacune de ces deux sections prin-
cipales de la mathématique , tous les caracléces
essentiels de notre méthode encyclopédique. Les
Iidées analytiques sont évidemment i la fois plus

abstraites, plus générales el plus simples que les
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idées gciumélri([ues ou mécnniques. Bien que les
conceptions principales de Vanalyse mathématic
que, envisigées hismri([uemenl b se solent for-
mées sous Vinfluence des considéral

s de géo-
méirie ou de méeanique, ay perfectionnement
desquelles les progeés du caleul sont éiroitement
liés, Faualyse w'en est pasmoins, sous le point de
vue logique, essentiellement indépendante de la
géoméirie et de la mécanique, tandis que celles-

ci sont, au contraire, nécessairement fondées sur
la premiére.

Lianalyse mathématique est donc, dapris les
principes que mnous avons constamment suivis
jusqulici, la véritable base rationnelle du sys-
téme enlier de nos connaissances positives. ElIEe
coustilue la premidre et Ia plus pacfaite de toutes
les sciences fondamentales. Les idées dont elle
soccupe, sont les plus universelles, les plus al-
straiteset les plus simples que nous puissions réel-
lement concevoir, On ne saurait tenter daller
plus loin, sous ces trois rapports équivalens, sans
tomberinévitablement dans lesréverics métapliysi-
ques. Car, quel substractum effectif pourrait-il res-
ter dans Uesprit pour servir desujet positif au rai-
sonnement, si on voulait supprimer encorcquel.
(ue circonstance dans les notions des guantités
indéterminées, constantes ou variables, telles que
les géométres les emploient aujourd’hui, afin de
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s'élever & un prétendu degré supérieur d'abstrac-
tion, comme le croient les ontologistes?

Cetle nature propre de analyse mathémati-
que permet de sexpliquer aisément pourquoi,
lorsqu'elle est convenablement employée, elle
nous offre un si puissant moyen, non-senlement
pour donuer plus de précision & nos connaissances
réelles, ce qui est évident de soi-méme, mais sur-
tout pour établir une coordination infiniment
plus parfaite dans érude des phénoménes qui
comporlent celte application. Car, les concep-
tions ayant €1¢ généralisées et simplifiées le plus
possible, & tel point qu'une seule question analy-
tique, résoluc abstraitement , renferme la solu-
tion implicite d'une foule de questions physigues
diverses, il doit nécessairement en résulter pour
Vesprit humain une plus grande facilité & aper-
cevoir des relations entre des phénoménes qui
semblaient d’abord entiérement isolés les uns des
autres, et (i(‘h‘(lll(‘ls on est ainsi parvenn i tirer,
pour le considérer & part, tout ce fiu:ils ont de
commun. Cest ainsi qu'en examinant la marche
de notre intelligence dans la solution des ques-
lions importantes de géométrie et de mécamique,
nous voyons surgiv naturellement, par I'interme-
diaire de lanalyse, les rapprochemens les plus fré-
quens et les plus inattendus entre des problémes
quin'offraient primitivement aucune liaison appa-
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rente, et que nous finissons sonvent par envisa-
ger comme identiques. Pourrions - nous, par
exemple, sans le secours del'analyse, apercevoir
la moindre analogie entre la détermination de la
direction dune courbe 4 chacun de ses points,
et celle de la vitesse acquise par un corps i cha-

que instant de son mouvement varié , questions
qui , quelque diverses qu'elles soient, n’en font
quune, aux yeux du géométre?

La haute perfection relative de Panalyse ma-
thématique, comparée & tontes les antres liran-
ches de nos connaissances positives, se concoit

avec Ja méme facilité, quand on a bien saisi son
vrai caractére géndral. Cette perfection ne
tient pas, comme l'ont cru les métaphysiciens.
et surlout Condillac, d’aprés un examen superfi-
ciel, & la nature des signes ¢minemment coneis
et généraux quon c¢mploic comme instrumens
de raisonnement, Dans cette importamc oceasion
spéeiale, comme dans tontes les autres, I'in-
fluence des signes a élé considérablement exagé-
rée, bien qu'elle soit sans doute, trés véelle,
ainsi que Vavaient reconnu , avant Condillae, et
d’'une maniére bien plus esacte, la plupart des
géométres. Finrvéalité, toules les grandes idées ana-
Iytiques ont élé formées sans que les signes al-
gébriques fussent d'aucun secours essentiel , an-
trement que pour les exploiter aprés que Uesprit




