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domaine du ealen! précédent. Le premier calenl
porte, le plus souvent, le nom d’analyse ord:-
naire , ou d'algebre proprement dite; le second
constilue ce quon appelle Vanalyse transcen-
dante , qui a é1é désignée par les diverses déno-
winations de ealend infinitésimal, caleul des
fluzions et des fuentes, caloul des évanouis-
lmus , ete., selon le point de yuc sous leguel on
Ta congue. Pour écarter touie considération
élrangére , je proposeral de la nomrier caleul
des fonctions indircctes, en donnant 2 l'analyse
ordinaire letitre de caleul des fonctions directes.
Ces expressions, que je forme essentiellement en
généralisant et en précisant les idées de Lagrange,
sont destindes A indiquer simplement avec exac-
titude le véritable caractére général propre 4
chacune des deux analyses.

Avant établi la division fondamentale de Vana-

3 A,
lyse mathématique, je dois maintenant considé

nt Lensemble dechacune de ses denx
parties, en commengant par le calcul des fonc-
tions directes , et réservant ensuite des dévelop-

rer séparéme;

pemens plus étendus anx diverses branches du
calcul des fonctions indirectes.
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CINQUIEME LECON.

Sousiame, Gonsidérations géndrales sur

; le caleul des fongtions
directes,

D’apré‘s Vexplication générale qui termine Ja
leg:a!n pv‘l,‘cédente, le calenl des Sonctions directes
ou L'algébre proprement dite 5 suffit cntiéver.aeu,t
4 la solution des questions mathématiques, quand
.elles sont assez simples ponr qulon puisso}g:'i;lrl-
immédiatement les €quations entre Jes «ranr!em:s
mémes que on considére .
saire d'introduire 3 Jeap
avee

5 5208 qu'il soit néces-
l place ou conjointement
o o ot i
i ? ‘,; aucun systeme de quantités auxiliaipes
crivees des premiéres drite

; premiéres, A la vérité, dans le plus
grand nombre des cas lmportans, sop emploi a
besoin détre précédé ey préparé par eelui du
c:afuuf des_fonctions indirectes 5 desting & faciliter
I'établissement des équations. Mais quoique le
réle dePaluthre ne soit alors i A
: gelbre ne sor‘t alors que secondaire, elle
Ten a pas moins toujours une part néeessaire
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dans lasolution compl&te de Ja question, en sorte
que le ealoul des foretions directes doit conti-
nuer 4 éire, par sa nature, la base fondamentale
de toute I'ynalyse muathémalique. Nous devons
done, avant d'aller plus loin, considérer , d'une
maniére géniérale, la composition rationnelle de
ce caleul, et le degré ee développement auquel il
est parvenu aujourd houi.

Lobjet définitif de <e caleul étant la résolution
proprement dite des equations est-h-dire, la
découverte du mode de formation des quantités
inconnues par les (quaantités connues d'aprés les
éguations qui existent enlre elles; il présente
natorellement antant de parties différentes que
I'on peat concevoir dle classes d'équations vrai-
ment distinctes; et par conséquent, son étendue
propre esk rigonrensement indéfinie, le nombre
des fonctions aunalyTiques susceptibles dentrer
dans les équations, &tant par lui-méme lout-a-
fait illimité, bien quaelles ne soient compuosées
que d'un trés-petit n ombre d'élémens primitifs.

La classification ra:tionnelle des équations, doit
re évidemment déterminée par Ja nature des
élémens analytiques dont se composent leurs
membres; toule autze classification seraif essem-
liellement arbitraire. Sous ce rapport, les ana-
Iystes divisent d'aboxd les dquations & une ou i

plusicurs variables en deux classes principales,
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slelcm qu’elles ne contiennent que des fonctions
des trois premiers couples g
i P i uples (a:;r_:;. le tableau,
- legon, page 173), ou qu'elles renferment
aflsslld c-Ius fonctions, soit exponentielles, soit
eirculaires, Les dénominati i
oo ominations de fonctions al-
gebriques ev fonctions transcendantes . don
: o

nees communement ')1 ces [JC'IIK %’[‘Df_!pﬂs' IJI'EJI—-

cipaux d’élémens analyliques; sont, sans doute
fort peu convenables. Mais la division {mivcrj
sellement éiablie entre Jes équations eorrespon
dantes, n'en est pas moins trés-réelle, en L:Iepsc-n;
que la résolution des L:quntioiisconteu::nt]r‘: i'oz.u'—
tions dites transeendantes, présente ne'cv:v.mire‘-
ment plus de difficultés que celles des e’qna;inns
dites algébriques. Aussi Pétude des premiéres
est.—elle jusqulici excessivement im parfaite, 51/ tel
p,emt que souvent la résolution des plus simples
dentreelles, nous est encore inconnue (1); clest

sur Jél; i @
Pélaboration des secondes que portenl pres-

qu’cixclusivcmem nos méthodes analytiques,

]\ie Lfonsidérant maintenant que cJes équalions
ul}:‘eériqm:s, il faut observer d'abord que, quoi
qu c]iles puissent souvent contenir des fnr,lctIEm ;
trrationnelles des inconnues aussi hien ]s

que des

Quelgne & i
(1) Quelque simple que Puisse paraitre, par exemple, I'équation

TS
il
on ne sa

it point encore la résoudrn e.m eut donner une idda
Esoudre, ce q d
> i bl n;

o) foot?
eme imperfection de cette partie de I'algebre.

o
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200 PHILOSOPHIE POSITIVE.
fonctions rationnelles; on pent toujours, par des
transformations plus ou moins faciles, faire ren-
trer le premier cas dans le second; en sorte que
c'est de ce dernier que les analystes ont dit s'oc-
cuper uniquement , pour résondre toutes les
équations algébrigues.

Dans Lenfance de lalgébre, ces équations
avaient été classées d'aprés le nombre de leurs
termes. Mais cette classification élait évidemment
viciense; comme séparant des cas récllement sem-
blables, et en réunissant d’autres qui n'avaient
rien de commun quin caractére sans aucune in-
portance véritable (1). Ellen’a éié maintenue que
pour les équations i deux termes, susceptibles,
en effet, d'une résolution commune qui leur est
propre.

La classification des équations , d'aprés cequon
appelle leurs degrés, universellement admise
depuis long-temps par les analystes, est, au con-
traire, éminemment naturelle, et mérite d'éere
signalée ici. Car, en ne comparant, dans chaque
degré, que les équations qui se corrcspanr!cnt,
cuant i leur complication relalive, on peut dire
que celie distinction détermine rigourensement la
difficulté plus ou moins grande de leur résolu-
tion. Cette gmdalion est sensible effectivement ,

{1) On a commis plus tard la méme errenr momentanée daos
les premiers temps du caleul infinitésimal, pour Vintégration des

équations différentielles,
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pour toutes les équations que L'on fait résoudre.
Mais on peut sen rendre compte d'une manidre
générale, indépendamment du fait de la réselu-
tion. 11 suffit, pour ccla, de considérer que I'é-
quation laplus généralede chaque degré comprend
nécessairement toutes celles des divers degréd in-
férieurs, en sorte quil en doit étre ainsi de la
formule qui détermine Vinconnue. En consé-
quence, quelque faible quon piit supposer &
priori la difficulté propre au degré que T'on con-
sidére, comme elle se complique inévilablement,
dans 'exéeution, de celles que présentent tous
les degrés précédens , la résolution offre done
réellement plus d'obstacles & mesure que le degré
de I'équation s'éléve.

{ Cet accroissement de difficulté est tel, que
Jusqu’ici la résolution des équations algébriques
ne nous est connue que dans les quatre premiers
degrés seulement. A eet égard, 1'algébre n'a pas
fait de progrés considérables depuis les travaux
dp Descartes , et des analystes italiens du seiziéme
siécle, quoique, dans les deux derniers sigcles, il

wait pent-five pas existé un seul géométre qui ne
se sn'it occupé de pousser plusavant la résolution
des cf]uatians. Uéquation générale du cinguidme
degré elle-méme, a jusquiici résisté A toutes les
tentatives,

La complication toujours croissante que doivent
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nécessairement présenter les formules pour ré-
soudre les équations & mesure que le degreé aug-
mente, lexiréme embarras quloceasione déji
Tusage de la formule du quatriéme degré,, et qui
le rend presqu’inapplicable , ont déterminé les
:ITLRF:“SLE:S :J. I‘CI]U]J.CU]‘: 1]3\‘ un lif:cﬂl'd i&ciiﬁ, 2‘.

g

poursuivre de semblables recherches, quoiquiils
solent loin de regarder comme impossible d'obte-
nir jamais la résolution des équations du cin-
quiéme degré, et de plusicurs autres degrés su-
périeurs, La seule question de ce genre, qui
offrirait yraiment une grande importance, du
moins sous le rapport logique, ce serait la réso-
lution générale des équations algébriques d'un
degré quelcongue. Or, plus on médite sur ce
sujet, plus on estconduita penser, avee Lug.muge,
qu'xl surpasse récllement la portée effective de
notre intelligence. 11 faut d'ailleurs observer que
la formule q-ui exprimerait la racine d'une équa-
tion du degré m devrait néeessairement renfer-
mer des radicaux de lordre m ( ou des fonctions
d’une multiplicité é([uivn]enle ), & cause des m
déterminations qudle doit comporter. Puisque
nous avons vyu, de plus, quelle doit aussi em-
Drasser, comme cas particulier, celle qui cot're%
pond 4 toul autre degré inférienr, il s'ensuit
quelle conliendrait, en outre, inévitablement,

3 »
desradicanx de Fordre m—1 , dautres de 1 ordre
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m—a; ete.; de telle manitre que, sil éait pos-
sible de la découvrir, elle offrirait presjue tou-
jours nne trop grande eomplication pour pouyoir
étre utilement employée, 4 moins qu'on ne par-

vint & la simplifier, en lui conservant cependant
toule la généralité conyenable, par Uintrodue-
tion d’un nouveau genre d'élémens analytiques,
dont nous n'avons encore ancune idée, Il ya

done lien de croive que, sans avoir déji alleint
sous ce rapport les bornes imposées par Ja faible
portée de nolre intelligence, nons ne tarderions
pas & les rencontrer en prolongeant avec une ac-
tivité forte et soutenue celie série de recherches.

1l importe d'ailleurs ’observer que, méme en
supposant  obtenue Ja résolution des équations
algebriques d'un degré quelconque , on naurait
encore traité quune Lrés-petite partie de Valoébre
proprement dite, c'esi-i-dire, du caleu] des fone-
tions divectes, embrassant la résolution de toutes
les équations que peuvent former les fonctions
analytiques ‘aujonrd’hui connues. Enfin, pour
achever d'éclaireir la eonsidération philosophique
de ce sujet, il faut reconnaitre que, par une loi
irrécusable deJa nature humaine, nos moyens
pour concevoir de nouvelles questions étant beau-
coup plus puissans que nos ressources pour les
résoudre , ou, en d’aulres lermes, Tesprit humain
élant bien plus apte & imaginer qu' raisonner ,
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nous resterons nécessairement loujoursau-dessous
de la difficulté, & quelque degré de développe-
mentque parviennent jamais nos travanx intellec-
tuels. Ainsi, quand méme on découvrirait un
jour la résolution compléte de toutes les équa-
lions analytiques actuellement connues, ce qui,
i Vexamen , doit étre jugé tout-a-fait chimérique,
il n'est pas douteux qu’avant d'atieindre ce but |
et probablement méme comme moyensubsidiaire
onaurait déja surmontéla difficulté bien moindre,
quoique trés-grande cependant, de concevoir de
nouveaux élémens analytiques , dont introduc-
tion donnerait lien i des classes d'éqmations que
nons ignorons complétement aujourd’hui ; en
sorte qu'une pareille imperfection relative dela
science algébrique sereproduirait encore , malgré
Jaceroissement réel, trés-important d’ailleurs, de
la masse ahsolue de nos connaissances.

Dans I'état présent de Ialgébre, la résolution
compléte des €quations des quatre premiers
degrés, des équations binomes quelconques, de

certaines dquations spéciales des degrés supérienrs,

et dun teés-petit nombre d'équations exponen-
tielles, logarithmiques, ou circnlaires , consti-
tuent donc Jes méthodes fondamentales que pré-
sente le caleul des fonctions directes pour la
solution des problémes mathématiques. Mais, avec
dos élémens aussi bornés, les géométres nen sont
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pas moins parvenus A traiter, d'une maniére vrai-
ment admirable, un trés-grand nombre de ques-
tions importanies, comme nous le reconnaitrons
successivement dans la suite de ce volume. Les
perfectionnemens généraux introduits depuis un
si¢cle dans le systéme tolal de Panalyse mathé-
malique ont en pour caractére principal d'utiliser
4 un degré immense ce pen de connaissances ac-
quises sur le caleul des fonetions directes, aulicu
de tendre & les augmenter. Ce résultat a éié ob-
tenu & un tel point, que le plus souvent ce caleul
n'a de réle effectif dans la solution compléte des
diverses questions que par ses parties les plus
simples, celles qui se rapportent aux équations
des deux premiers degrés, 4 une seule ou & plu-
sieurs variables.

L'extréme imperfection de Palgébre, relative-
mentd Ja résolution des éqnations, adéterminé les
analystes & s'oceuper d'une nouvelle classe de ques-
tions, dont il importe de marquer ici le véritable
caractére. (Juand ils ont cru devoir renoncer 4
poursuivre plus long-temps la résolution des équa-
tions algébriques des degrés supérienrs an qua-
triéme , ils se sont oceupés de suppléer, aulant
que possible, & cette immense lacune, par ce
quils ont nommé la résoluiion numérique des
équations. Ne pouvant obtenir, dans la plupart
des cas, la formusde qui exprime quellefonciion ex-
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plicite l'inconnue est des donndes , on a cherché,
a défaut de cetle résolution, la seule véellement
algébrigue, & déterminer , du moins, indépen-
damment de cette formule , la valenr de chaque
inconnue pour tel ou tel systéme désigné de valeurs
particuliéres attribuées aux données. Par les tra-
vaux successils des analystes, cetle opération in-

compléte et bitarde , qui présente un mélange

intime des questions vraiment algébriques avec
des questions purement arithmétiques , a pu, du
moins, étre entiérement effectuée dans tous les
cas, pour des équatlions d'un degré et méme
d'une forme quelconques. Sous ce rapport, les
méthodes quion posséde aujourdhni sont suffi-
samment générales , quoique les ealeuls anxquels
elles conduisent soient souvent presque inexéeu-
tables , & cause de leur complication. Il ne reste
dong plus, & cet égard , quh simplificr assez les
procédés pour quils deviennent réguliérement
applicables , ce quon peut espérer d’obtenir dans
la suite. IVaprés cet état du calcul des fonctions
directes, on sefforce ensuite, danslapplication de
ce calcul 3 de d]spasur: aulant que ]J{}sssble, les
questions proposées de fagon & n'exiger finalement
que cette résolulion nwmérigue des dquations.
Quelque précieuse que soit éviderment une
telle ressource, i défaut de la vérilable solulion,
il estessentiel de ne pas méconnaitre le yrai carac-
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tére de ces procédés, que les analystes regardent
avec raison comme une algébre fort imparfaite.
En effet, il sen faut de beaucoup que nous puis-
sions toujours réduire nos questions mathéma-
tiques & ne dépendre, en derniére analyse , que
de la résolution numérique des équations. Cela
ne se peut que pour les questions tout-d-fait iso-
1ées, ou vraiment finales, c'est-d-dire, pour le
plus petit nombre. La plupart des questions ne
sont, en effet, que préparatoires, et destinées &
servir de préliminaire indispensable 4 la solution
d'anires questions. Or, pour un tel bue, il est
évident que ce n'estpas la valenr effective de lin-
connue quil importe de découvrir , mais la_for-
mule qui montre commient elle dérive des autres
quantités considérées. Clest ce qui arrive, par
exemple, dans un cas trés-dlendu, toutes les fois
qu'une question déterminée renferme simultand-
ment plusieurs inconnues. 11 sagit alors, comme
on sait , d’en faire, avant tout, la séparation. En
employant convenablement, i cel effet, le pro-
cédé simple et général heareusement imaging par
les analystes, el qui consiste & rapporter I'une des
inconnues & toutes les autres, la difficulté dispa-
raitrail constamment , si Ion savait toujonrs ré-
soudre algébriquement les équations considérées,
sans que la résolution numérique puisseétrealors
daucune utilité, Clest unignement faute de con-
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naitre la résolution algébrigue des équations i
une seule inconnue , qu'on est obligé de traiter
Télimination comme une question dislinete, qui
forme une des plus grandes diffienltés spéciales
de T'algébre ordimaire. Quc]q‘mz pénibles que
soient les méthodes & Paide desquelles on sur-
monte cette difficulté, elles ne sont pas méme
applicables d'une maniére entitrement générale,
4 Iélimination d'une inconnue entre deux équa-
lions de forme quelcongque.

Dans les questions les plus simples, et lors-

(lu"un n'a véritablement 4 résoudre qu’une seule
équation 4 une seule inconnue, cette résolution
numérigue n'en est pas moins un procédé trds-
imparfait, méme quand elle est strictement suf-
fisante. Elle présente, en effet, ce grave incon-
vénient d'obliger & refaire toute la suite des opé-
ralions pour le plus léger changement qui peat
survenir dans une seule des quantités considérées,
quoigue leur relation reste toujours la méme,
sans que les ealeuls fails pour un cas puissent
dispenser ¢n aucune maniére de ceux qui coneer-
nent un autre cas trés-peu différent, faute d'a-
voir pu ahstraire et traiter distinclement cetie
partie purement a]géf‘n‘iquc de la question qui est
commune 4 Lous les cas résultant de la simple va-
riationfdes nombres donnés.

I¥aprés les considérations précédentes , le cal-
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cul des fonctions directcs , envisagé dans son état
actuel , se divise done naturellement en deux
parties fort distinetes , suivant quon traite de la
résolution algébrigue des équations ou de lenr
résolution mumérigue. Ta premiére partie, la
seule veaiment satisfaisante, est malheureuse—
ment fort pen étendue, et restera vraisembla-
blement toujours trés - bornée; la seconde, le
plus souvent insuffisante , a du moins Iavantage
d'une généralité beaucoup plus grande. La né-
cessilé de distinguer nettement ces deux par-
ties est évidente, & cause du but essenticlle-
ment différent quon se propose dans chacune,
et par suite, du point de vue propire sous lequel
on y considére les quantités. De plus, si on les
envisage relativement aux diverses méthodes dont
chacune esl composde, on trouve dans leur dis-
tribution ralionnelle une marche tonte différenta.
En effet, lo premiére partie doit se diviser d’a-
prés fa nature  des dquations que on saif résou-
dre, ct indépendamment de toute considération
relative aux valewrs des inconnues. Dans la se-
conde partie, au contraire, ee n'est pas suivant
les degrés des équations gue les procédés se dis-
tinguent naturellement, puisquils sont applica-
hles & des équations d'un degré quelconque ; clest
selon Pesplee numérique des waleurs des incon-
nues. Car, pour ealeuler divectement ces nombres
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sans les déduire des formulesqui en feraient con-
naitre les expressions, le moyen ne saurait éyi-
demment étre le méme, quand les nombres ne
sont susceptibles ’étre évalués que par une suite
d'approzimations toujours incompléte, que lors-
qu'on peut les obenir exactement. Cette distine-
tion si imporlante , dans la résolution numérique
des équations, des racines incommensurables ,
et des racines comnmensurables, qui exigent des
principes touta-fait différens pour leur détermi-
nation , est entiérement insignifiante dans la réso-
lution algébrique . ol la nature rationnelle ou i~
rationnelle des mombres obtenus est un simple
accident du calewd, qui ne peut exercer aucune
influence sur les procédés employés, Cest, en un
mot, une simple considération arithmétique. On
en peut dire antant, quoique & un moindre de-
gré, de la distinction des racines commensurables
clles-mémes en emtiéres et fractionnaires. Enfin,
ilen est aussi de maéme, & plus forte raison , ponr
la classification lz plus générale des racines, en
réelles et imaginazires. Toutes ees diverses con-
sidérations, qui sont prépondérantes uant ala
résolution numérzque des équalions, el qui n'ont
aucune importaneedans larésolution algébrique ,
rendent de plus en plus sensible la nature essen-
tiellement distinete de ces deux parties prinei-

pales de I'algebee proprement dite.
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Ces denx parties, qui constituent 1’ah}et im-
médiat du calcul des fonctions directes, sont do-
minées par une lroisiéme purement spéeulative ,
i laquelle I'une et T'aulre empruntent leurs res-
sources les plus puissantes, et quia été trés-exac-
tement désignée par le nom général de theorie
des égualions, quoique cependant elle ne porte
encore que sur les équations dites algébrigues.
La résolution numeérique des équations, 4 cause
de sa généralité, exige spccialement celte base
rationnelle.

Cette dernitre branche si importante de Ial-
gebre se divise naturellement en deux ordres de
questions, d'abord celles qui se rapportent a la
composition des équations, et ensuite celles qui
concernent leur transformation ; ces derniéres
ayant pour ohjet de modifier les racines dune
dquation sans les connaitre , suivant une loi quel-
conque donnée, pourva que cette loi soit uni-

forme relativement & loutes ces racines (1).

(1) Jecroisdevoir, au sujet dela théorie des équalions, sizna-
ler ici une lacune de quelgue importance. Le principe fondame:
tal sur lequel elle repose, et qui est si fréquemment appliqgné
dans toute lanalyse mathématique | la décomposition des fone-
tions algébriques. rationnelles, et entieres , d'nn deged quel-
conque , en facteurs du premier degré, nes! jamais employé
que pour les fonctions d'ane seule variable , sans que personne
wit examiné si on doit I'élendre aux fonctions de plusieurs va-
riables, ce que néanmuins on ne devrail pas bisser incerlain.
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Pour compléter cette rapide énumération gé-
nérale des diverses parties essentielles du caleul
des fonctions directes, je dois enfin mentionner
expressément une des théories les plus fécondes
etles plos importantes de i’algébre proprement

Quant anx fonctions de deux ou de trois variables, les considé-
rations géométriques décident clairement, quoique d’une ma-
te, que leur décomposition en facteurs est ordi-

uairement impossible; car il en résullerait que chaque classe
équations ne pourrait Teprésenter une ligne

sttt generts ; el que son lien géométrique rentre

5 dans le systéme de ceux appartenant & des équations

d serle que, de proche en proche,
toute équation ue produirait janais que des lignes droites ou des
phns. Mais, pi nent 4 cause de celle interprétation con-
te, ce théoréme , quoique purement négatif, me semble
aveir une si grande imporiance pour la itrie amalytique ,
queje m*étonne qu'on n'ait pas cherch & établir directement une
différence aussi earactéristique entre les fonctions 3 une seuleva-
riable et celles plusienrs variables. Ji vais rapporter ici som-
maitement la démonstration abstraite et génerale que jlen ai
traité spécial.
19 Sif{,y) pousait se décomposer en facleurs du premier
degré, on les obtiendrait en vésolvant Péquation f(=, y}=9-
Or, d'aprés les considérations indiquées dans le texte , cette équa-

trouvée , quoiquielle fit plus convensblement placée dans un

tion,, résolue par rapporid @, fournirait des formules qni con~
tiendraient nécessaivement divers radicauy , dans lesquels enlre-
rait y. Les fonctions de y, renfer sous chaque radical , ne
sauraient évidemment étre en général des puissances parfailes.
Oc, il faudrait quelles le devinssent pour que les facteurs éli
mentaires correspondans de £z, ¥ |, el qui sont déja du pre-
en &, fussent oussi du premier degré, ou méme
simplement rationnels , relativement 3 3. Cela ne pourra donc
avoir lien que dans certainscas particuliers. lovsque les coefliciens

mier deg
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dite, celle relative 4 la transformation des fone-
tions en séries & Vaide de ce qu'on appelle

MATHEMATIQUES

- . ln nlék
thode des coefficiens indéterminds. Cette méthode,

si éminemment analylique, et qui doit élre re-
gardée comme une des déeouvertes les plus re-

remplitont les conditions plus an moins nombreyses mais con
ita\‘mmcn.t dé des, quiexige la disparition des z;dicaux.. Le
méme misonnement sappliquerait dvidemment. 4 hien plus furtc-
raison, aux fonctions de trois

2* Une autre démonsieation, de mature trés-dif Erente | se
|ir|.: de la mesure du degrd de généralitd des fonctions 4 p"lu;;‘uu
vaviables , lequel S'eslime par le nombre de constanies arbitraires
entrant dans leur expression by plus compléte et la plus simple, .;-c
me {mr‘nem] a lindiquer ponr les fonctions de deux va iablljcs.‘ il
serait aisé de I'élendre & celles qui en contiennent davamtage :
On sait que le nombire de constantes arbitra ;
la formule générale d*
estm(m O,

ires contenues dans
une fonction du degrd 72 3 deux variables

R 3 3 7
si une telle fonction pouvait seulement se

décal x 7 £ ¥

; mposer en deux [‘aclenrs s Vun do degré n 5 of Tantre du de-
gré m—n, le produit renfermerait un nombre de constantes
arbitraires égal a

a{ntd)+(m
a i 2

Ce n : il est aise i
. :_utmj..m \lm:il comme il est aisé de le voir, inférieur au
précéidentde n [ me—a ), il en résulie qu'un tel produit, ayant
moins de gé :

néralité que fa fonction primitive, ne peutla Tepré-
senter y

nter conslamment. On voil mitme qu'une felle comparaison
exigerait r (m—n ) relations spiciales cntre los cocfficiens de
cetls fonetion, qu'on trouversit aisémenten développantidentité.

(_..- mouvenn genre de démonstration , fondé sue nne considés
ration ordinairement négligé

: e, pourrait probablement étre em-
ployé -

avec avaniage dans plusienrs aulres civconstances.
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marquables de Descartes, a sans doute perdu de
son importance depuis Pinvention et le dévelop -
pement du calenl infinitésimal , dont elle pouvait
tenir lien si heurensement sous quelques rap-
porls particnliers, Mais exte sion eroissanle de
T'analyse transcendante , queique ayant rendu
cette méthode bien meins néeessaire , en a, d'un
autre cbté, multiplié les applications et agrandi
les ressources ; en sorte gque par l'utile combi-
naison qui s'est finalement opérée entre les deux
théories, Vusage dela méthode des coefficiensiu-

déterminés est devenu anjourdhui beaueoup

plus élendu quil ne Iétait méme avant la forma-

tion du calcul des fonctions indireetes.

Aprés avoir esquissé le tableau géndral de Ial-
gbre proprement dite , il me reste maintenant a
présenter quelques considérations sur divers
points principaux du calcul des fonetions di-
rectes, dont les notions peuvent étre ulilement
éclaircies par un examen philosaphique.

Les difficnltés velatives & plusienrs symboles
singuliers mmpm]s conduisent les calculs a]ge’-
briques et notamment aux espressions dites ima=
ginaires, onl été, ce me semble, heaucoup
xagérées par suite des considérations purement
wéthaphuysiques qu’on s'est eflorcé 'y introduire;
au lien d’envisager ces résultals anormaux sous
lenr vrai point de vue, comme de simples fails
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analytignes. En les concevant ainsi, il est aisé de
reconnaitre, en thése générale, que Vesprit de
l'analyse mathématique consistant 4 considérer
les grandeurs sous le seul point de vue de lenrs
relations , et indépendamment de toute idée de
valeur déterminée, il en vésulte nécessairement
pour les analystes I'obligation constante d'ad-
metire indifféremment toutes les sortes despres-
sions quelcongues que pourront engendrer les
combinaisons algébriques. Sils voulaient s'en in-
terdire une seule, a raison de sa singularité appa-
rente, comme elle est tonjours susceptible de se
présenter d'aprds certaines suppositions particu-
lidres sur les valeurs des quantités considérées ,
ils seraient contraints d'allérer la généralité de
leurs conceptions, ct en introduisant ainsi, dans
chaque raisonnement, une suite de distinetions
vraiment étrangéres, ils feraient perdre A lanalyse
mathématique, son principal avantage caracté-
ristique , la simplicilé et Funiformité des idées
quelle combine. L'embarras que Vintelligence
éprouve ordinairement au sujet de ces expressions
singuliéres, me parait provenir essentiellement de
la confusion vicieuse quelle fait 4 son insgu
entre 'idée de fonction et Vidée de valeur, on,
ce qui reyient an méme, enire le point de vue
algebrique , et le point de vue arithmétigue. Si
Ja nature de cet ouvrage me permettait de pré-

3.
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senter & cel égard les développemens sullisans, il
me serait, je crois, facile, par un usage conve-
nable des considérations indiquées dans cette
lecon et dans les deux précédentes, de dissiper
Tes nuages dont une fausse maniére de voir en-
toure habituellement ces diverses notions. Leré-
sultat de cet examen démontrerait expressément
que l'analyse mathématique est, par sa nature,
beancoup plus claire , sous les différens rapports
dont je viens de parler, que ne le croient commu-
uément les géométres eux-mémes, égarés par les
objections vicieuses des métaphysi

'
Relativement aux quantités négatives, qui, par

suite du méme esprit métaphysique, ont donné
licu & tant dediscussions déplacées, aussi dépour-
vues de tout fondement raticnnel que dénuées de
toute véritable utilité scientifique, il faut distin-
guer, en considérant toujours le simple fait ana-
lyiitille, entre leur signification abstraite et lewr
interprétation coneréte, qu'on a presque toujours
confondues jusqu’a présent. Sous le premier rap-
port, la théarie des ¢uantités négatives peut éure
établie d’une maniére compléte par une seule yue
algébrique. Quant & la nécessité d'admettre ce
gemre de rdsultats  concurremment avec tout
autre , elle dérive de la considération générale
que je viens ‘de présenter: et quant & leur em-
ploi comme artifice analylique pour rendre le
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formules plus élendues , ce mécanisme de calcul
ne peul réellement donner lien & aucune diffi-
cultésérieuse. Ainsi, on peut envisager la théorie
ahstraite des quantités négatives comme ne Jais-
sant rien d'essenticl & désiver - elle ne présente
vraiment d'obstacles que ceux qu'on y introduit
mal & propos par des considérations sophistiques.
Mais, il n'en est nullement de méme pour leur
théoric concréle.

Sous ce point de vue, elle consiste essentielle-
ment dans celle admirable propriété des signes
-+ et — de représenter analytiquement les oppo-
sitions de sens dont sont susceptibles certaines
grandeurs. Ce théoréme général sur les relations
du coneretd l'asbteaiten mathématique, estunedes
plus belles découvertes que nous devions au génie
de Descartes, quiFa obtenue comme un simple
résultat de I'observation philosophique convena-
blement dirigée. Un grand nombre de géomeétres
ont tenté depuis d'en élabliv directement la de-
monsiration géndrale, Mais jusquici leurs efforts
ont été illnseires, soit quils aient essayé de
trancher la difficultd par de vaines considéra-
tions mélaphysiques, ou par des. comparaisons
trés-hasardées, soit quiils aient pris de simples
vérifications dans quelque eas particulier plos
oumoins borné pour de véritables démonstrations.
Ces diverses tentatives vicieases, el le mélange
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hétérogéne du poimt de vue abstrait avec le point
de yue concret , ot méme introduit communé-
ment & cet égard wne telle confusion , quil de-
vient nécessaire d’énoncer ici distinctement le
fait général , soit qu'on veuille se contenter
d'en faire usage, soit qu'on se propose de lexpli-
quer. Il consiste , indépendamment de tonte
explicalion, en ce que: si dans une dquation
quel-congue exprimant la relation de certaines
quantités susceptibles d'opposition de sens, nne
ou plusieurs de «es quantités viennent 4 dire
comptées dans un sens contraire i celni qu'elles
affectaient quand Féquation a é1é primitivement
établie ; il ne sera pasnécessaive de former diree-
tement une nouvelle équation pour ce second
état du phénoméne; il suffica de changer, dans
la premiére équation, le signe de chacune des
quantités qui auront changt ens, 1 Péquation
ainsi modifiée eoincidera toujours rigoureuse-
ment avec celle equ’on aurait trouvée en recom=
mencant i chercher pour ce nouveau cas laloi
analytique du phéneméne. Cest dans cetle coin-
cidence conslante el nécessaire que consisle le
théoréme général . Or, jusqulici on n'est point
parvenu récllement i s'en rendre compte direc-
iement; on ne s’en est assure que par un g:rand
nombre de vérifications géométriques et méeani-
ques, qui sont , il est vrai, assez multiplices ef
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surtout assez varices pour quil ne puisse rester
dans auenn esprit TIISEC le moindre doute sur
Pexactitude et la généralité de celte propriété
essentielle , mais qui , sous le rapport philosophi-
que, ne dispensent nullement de chercher une
explication anssi importante. L'extréme étendue
du théoréme doit fuire comprendre & la fois et
la difficulté capitale de cette recherche si souvent
reprise infructueusement , et la haute utilité dont
serait sans donte, pour le perfectionnement de la
seienee malhématique, Ja conception générale de
celte grande vérité, Pesprit ne pouvant évidem-
ment s’y élever quen se placant a nn point de
vue d'ott il découvrirait inévitablement de non-
velles idées, par la considération directe et ap-
profondie de la relation du concret & Fabsteait.
Quoi quil en soit, limperfection que présente
encore la science sous ce rapport, n'a point em-
péché les géoméires de faire Fusage le plus étendu
et le plus important de cette propriété dans toutes
les parties de la mathématique conercte, o l'on
en éprouve un besoin presque contimuel, On peut
méme relirer une certaine utilité logique de la
simple considération netie de ce fait général , el
que je lai décrit ci-dessus; il en résulte, par
exemple, indépendamment de toute démonstra-
tion , que Ja propriélé dont nous parlons ne doit
jamais étre appliquée anx grandeurs qui affectent
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des directions continuellement variables , saus

donner lieu & une simple opposition de sens:
I 1

dans ce cas, le signe dont se leouve néee
ment affecté tout résultat de caleul n'est su
tible d'auenne interpréiation concréte, et clest i
tort ([u:nn sefforce clne](luc{'ois d’en dlabliv ; cette
circonstance a lieu, entreautres occasions, pour
les rayons veeteurs en glométrie, el pour les
forces divergentes en mécanique.

Un second théoréme général sur la relationdu
concreta l'abstrait en mathématique, que je crois
devoir considérer expressément ici, est celm
quon désigne ordinairement sousle nom de prin-
cipe de Ihomogenéite. Tlest sans doulebien moins
imporlant dans so :tpj)liml]unﬁ que Ie ]_‘l‘é&:édent‘
Mais il mérite particuliérement notre attention;;
comme a}'ant_. par sa nature, une étendue encore
plus grande, puisqu’il s'applique indistinctement
4 tous les phénoménes, el & cause de Tutilité
réelle qu'on en retire souvent pour la yérification
deleurs lois analytiques. Je puis d'ailleurs en ex-
poserune démonstration directeergéncrale, qui me
semble fort simple. Elle est fondée sur cetie seule
observation, évidente par elle-méme: Vexactitude
de toute relation entre des grandeurs concrétes
quelconques est indépendante de la valear des
unités ausquelles on les rapporte pour les expri-
mer en nombres. Par exemple, la relation qui
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exisle entre les trois citéds dun briangle vectan-
gle, a lieu soit qu'on les évalue en métres, on en
lieues, ou en pouces , ele.

Il suit de cetic considération générale; que
toute équation qui exprime la loi analytique d'un
P}Jéllﬂﬂléul’. (IUCECUI](illC. dUit jULliJ' dﬂ cette }Il"ﬂ-
pridté de i'étre nullement allérde | quand on fait
subir simultanément & toutes les quantités qui
sy wouvent, le changement correspondant & ce—
lui qu’éprouveraient lenrs unités respeetives. Or,
ce changement consiste évidemment en ce que
toutes les quantités de chaque espéce devien-
draient 4 la fois m fois plus petites, sil'unité qui
leur correspond devient m fois plus grande; on
réciproquement. Ainsi, toute équation qui re-
présente une relation concréte quelconque, doit
offrir e caraclére de demeurer la méme quand
on.y rend m fois plus grandes toutes les quanti-
tés quelle contient, et qui expriment les gran-
deurs entre Iesquelles existe la relation, en ex—
ceptant toutefois les nombres qui désignent sim-
plement lcs rapports mutuels de cos diversesgran-
deurs, lesquels restent invaviables dans lo chan—
gement des unitds. (est dans cetle propriété gue
consiste la loi. de homogénéilé, suivant som ac-
ception Ja plus étendue, cesi-i-dire, de queiques
fonotions analytiques que les équations soient
composées,
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Mais, le plus souvent, on ne considére que
les cas ot cos' fonetions sont de celles qu'on ap-
pelle pavticuliérement algébrigues , et auxquelles
la notion de ¢ (f‘g_’r'u' est ui]llli[‘ﬂbll’- Pans ce cas,
on peut préciser davantage la proposition géné-
rale, en délerminant le caractére ;uzulylique que
doit présenter nécessairement 'équation pour que
celte propriéié soit vérifice. Il est aisé de voir
alors, en effet, que, par la modification ci ~dessus

exposée , tous les termes du premier degré,

quelle que soit leur forme, ralionnelle onirra-

tionnelle, entiére on fractionnaire , deviendront
m fois i\]n.:: ar nds ; tons ceux du second degre,
m* {ois; ceux du troisiéme , m* fois, ete. Ainsi )‘
les termes du méme degré, quelque diverse que
puisse étre leur composition , variant de la méme
maniére, el les levmes de degeds différens variant
dans une proportion inégale, quelque similitude
que puisse offrir leur composition, il faudra né-
cessairement , pour que l'équalion ne soil pas
woublée , que tous les lermes quelle contient
soient d'un méme degré. Clest en cela que con-
siste proprement le théoréme ordinaire de Pho-
mogénéité ; et cest de eette circonstance que la
loi générale a livé son nom, qui cependant cesse
détre exactement convenable pour foute aulre
espéee de fonctions.

Afin de traiter ce sujet dans toule son étendue,
J
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il importe d'observer une condition essentielle ,
i laquelle on devra avoir égard en appliquant
ceile propriéié, lorsque le phénoméne exprimé
par Véquation présentera des grandeurs de na-
tures diverses. En effet, il pourra arviver queles
unitds respectives soient complélement indépen-
dantes les unes des autves, et alors le théoréme
de Fhomegéudité aura lien, soit par rapport a
toittes les classes correspondantes de quautités ,
soil qu'on ne veuille considérer quune seule ou
plusieurs d'entre elles. Mais, il arvivera , dans
d'antres oceasions, que les diverses unités au-
vont entre elles des relations obligées, détermi-
nées par la nature de la question, Alors, il fau-
dra avoir égard a celle subordination des unités
dans la vérification de Phomogénéité , qui n'exis-
tera 1;1 us e un sens purement a]gl’:brique, el dont
le mode précis variera suivant le genre des phé-
noménes. Ainsi, par exemple, pour fizer les 1dées,
quand on considérera dans Uexpression analylique
des phénoménes géoméiriques, a Ta fois des li-
snes, des aires, el des volumes, il faudra obser-
ver que les trois unités correspondantes, sont
nécessairement lides entre elles, de telle sorie que,
suivant la subordination généralement établie a
cet dgard, lorsque la premiére devient m fois
plus grande, la seconde le deyient m? fois , ek
In troisidme ne* fois. Cest avec une telle modi-
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lication que Fhomogénéité existeradans les équa-
tions, ot P'on devra alors, si elles sont algebre-
ques, estimer le (!r‘gr'(f de c!mque terme, en don-
blant les exposins des facteurs qui correspondent
A des aires, ct triplant cenx des facteurs relatifs
& des volumes (1).

Telles sont les principales considérations gé-
nérales, trés-insuffisantes sans doute, mais aux-
quelles je suis conlraint de me réduire par les

limites naturelles de ee cours, relativement au

caleul des fonctions direcles. Nous devons passer .

maintenant & Pexamen philosophique du calenl
des fonctions indivectes, dont Uimportanee et I'é-
tendue bien supérieures réclament un plas grand
développement.

ai Lrouwé d
dans son grand ouvrage surla ‘11 sleur, pul
de son’ €36, unit: marche essenti
heareuse coincidence., q
tion dircete d'un

er a sa démonstral
pourprincipal objet d’embrasser Uense m]m dela qumlmn sans
égard 4 aucune application spéciale.
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SIXIEME LECON.

Soantane: Exposition comparative des divers points de vue gé-
néraux sous lesquels on pes sager le ealeu) des fonetions
indirectes.

Nous ayons déterming, dans la gquatriéme le-
con, le caractére philasophique propre & Vanalyse
transcendante,, de quelque maniére qu'on puisse
la concevoir, en considérant sculement la nature
générale de sa destination effective dans l'ensemble
de la se : mathématique. Cetie analyse a été,
comme on sait, présentée par les géom élles sous
plusieurs points de voe récllement dislinets, quoi-
que nécessairement équivalens, et conduisant
toujours & des résultats identiques. On peut les
réduire & trois principaus , ceux de Léibnitz, de
Newton et de Lagrange, dont tous les antres ne
sont que des machﬁn!mm secondaives. Dans T'é-
tat présent de la science, chacune de ces trois
conceptions géudrales offre des avantages essen-
tiels qui lui appartiennent exclusivement, sans




