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lication que Fhomogénéité existeradans les équa-
tions, ot P'on devra alors, si elles sont algebre-
ques, estimer le (!r‘gr'(f de c!mque terme, en don-
blant les exposins des facteurs qui correspondent
A des aires, ct triplant cenx des facteurs relatifs
& des volumes (1).

Telles sont les principales considérations gé-
nérales, trés-insuffisantes sans doute, mais aux-
quelles je suis conlraint de me réduire par les

limites naturelles de ee cours, relativement au

caleul des fonctions direcles. Nous devons passer .

maintenant & Pexamen philosophique du calenl
des fonctions indivectes, dont Uimportanee et I'é-
tendue bien supérieures réclament un plas grand
développement.

ai Lrouwé d
dans son grand ouvrage surla ‘11 sleur, pul
de son’ €36, unit: marche essenti
heareuse coincidence., q
tion dircete d'un

er a sa démonstral
pourprincipal objet d’embrasser Uense m]m dela qumlmn sans
égard 4 aucune application spéciale.
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SIXIEME LECON.

Soantane: Exposition comparative des divers points de vue gé-
néraux sous lesquels on pes sager le ealeu) des fonetions
indirectes.

Nous ayons déterming, dans la gquatriéme le-
con, le caractére philasophique propre & Vanalyse
transcendante,, de quelque maniére qu'on puisse
la concevoir, en considérant sculement la nature
générale de sa destination effective dans l'ensemble
de la se : mathématique. Cetie analyse a été,
comme on sait, présentée par les géom élles sous
plusieurs points de voe récllement dislinets, quoi-
que nécessairement équivalens, et conduisant
toujours & des résultats identiques. On peut les
réduire & trois principaus , ceux de Léibnitz, de
Newton et de Lagrange, dont tous les antres ne
sont que des machﬁn!mm secondaives. Dans T'é-
tat présent de la science, chacune de ces trois
conceptions géudrales offre des avantages essen-
tiels qui lui appartiennent exclusivement, sans




226 PUILOSOPHIE POSITIVE.

(u'on Sait encore parvenu i consiruire une me-
thode unique réunissant toutes ces diverses qua-
lités caraciéristiques. En méditant sur Pensem-
ble de cette 51-ande question , on est convainen,
je crois, quic c'est dans la conception de Lagrange,
que s'opérera un jour cetle combinaison. Quand
cet important travail 1:]1i'lnsophiqmr, qui exige
une profonde élaboration de toutes Tes idées ma-
thématiques fondamentales,, sera conv ablement
exdenté; on pourra s¢ borner alors, pour con-
naitre Panalyse teanscendante, & la seule étude
de cette conception définitive; les autres ne pré-
sentant plus essenticllement qunn intérét histo-
rique. Mais jusqu’a cette époque, la sc.ieuce‘ de-
vra étre considérée, sous ce rapport, comme ¢lant
dans un véritable élat provisoire, qul exige ahso-
Jument, méme pour I'exposition dogmatigqne de
cefte analvse, la considération simultanée des di-
vers modes sénéraux propres an caleul des fone-
tions indirectes. Quelque pen satisfaisante que
puisse paraitre, sousle rapport logitlue,.mllc lmnl-
tiplicité de conceptions d'un sujet h]!.IJE)HI‘S iden-
tique, il est certain que, sans cette m:llfpe:m‘:ﬂﬂe‘
condition , en ne pourrait se former aujonrdhui
qune notion tré insuffisante de cette analyse,
soit en elle-méme , soit surtout relativement i ses
applications, quelque fiit le mode unique que
Fon aurait eru devoir choisir. Ce défaut de sys-
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tématisation dans la partie la plus importante de
I'analyse m:lthdma[ique, ne paraitra nullement
étrange, si T'on considere, d'une part, son ex—
tréme étendue, sa difficulté supérienre, et, d'une
autre part, sa formation presque récente. La gé-
nération des géométres est & peine renouvelée
depuis la production primitive de la coneeption
destinée sans doute & caordonner la science, de
mani¢re 4 lui imprimer un caractére fixe et uni-
forme ; ainsi, les habitudes intcllectuelles nont
Ppu encore, sous ce rapport, étre suffisamment
OTIn 668,

il sagissait ici de tracer Ihistoire raisonnde
de la formation successive de I'analyse transcen-
dante, il faudrait préalablement distinguer avee
soin du calenl des fonctions indirectes propre-
ment dit, T'idée mére de la méthode infinitési-
male, laquelle pent étee concue par elle-méme,
indépendamment de tout caleul. Nous verrions 5
dés-lors, que le premier germe de eette idée , se
tronve déji dans le procédé constant , employé
par les géoméires grecs, sons le nom de méthode
d’exhaustion , pour passer de ce qui est relatif
aux lignes droites 4 ce qui concerne les lignes
courbes , et qui consistail essentiellement & sub-

i la conrhe la considération anxiliaire dun
gone inserit on eirconserit, d'aprés lequel on

s'élevait & la conrbe elle-méme, en prenant con-
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venablement les Jimites des relations primitives.

Quelgwincontestable que soit celte filiation des

, on lui donnerait une importance fort exa-
gérée, en voyant dans cette méthode d'exhaustion,
]'t?(iui\::ih:ni réel de nos méthodes mn{lt:nurs,
comme V'ont fait plusicurs gémnﬁ s. Car, les an-
ciens n'avaient aucun moyen rationnel et
pour la déterminalion de ces limites, qui consti-
Luait ordinairement la plus cultédela
question; en sorte que leurs solutions n'étaient
pointsoumisesa des réglesabstr
dont Papplication uniforme dit conduire avec
certitude A la connaissance cherchée, ce qui est
le prineipal caractére de notre analyse transcon=
dante. En un mot, il restaiti généraliser la con-
ception employée par les ancien surtont, en
la considérant d’une maniére purement abstraite,
4 la rédui caleul, ce qui leur était impossi-
ble. La premiére idée qui ait été produite dans
celle nouvelle direction , remonte vérilablement a
notre grand géomeétve Fermat, que Lagrange ajus-
tement présenté comme ayant ébauché la forma-
tion directe de lanalyse tran dante, par s
méthode pour la détermination des maxima et
minima, el pour la recherche des tangentes,
qui consistait essenticllement, en effet, & intro-
duire la considération auxiliaive des accroisse-

mens corélatifs des variables proposées, 018~
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semens suppri:m: nsuite comme nuls , aprés que
les équations avaient subi certiines transforma-
tions convenables. Mais, quoique Fermat eiit e
premier coneu cette analyse dune manidre yrai-
ment abstraite, elle éiail encore loin didtre régn-
liérement formée en un caleul général et dis-
tinet, ayant sa notation propre , et surtont ﬂégagé
de la considération superflue des termes, qui
finissaient par n'étre plus comptés dans Panalyse
de Fermat, aprés avoir néanmoins siugulf(gré-
ment compliqué par leur présence Lautes les apé-
rations. Clest-ee quia si heureusement exdeutéd
Leibnivz un demi-sicele plus tard,, aprés quelques
modifieations intermédiaires apportées par Woal -
lis, et surtout par Barrow, aux iddes de Fepmat;
et par li il a éié le véritable créateur de Panalyse
transcendante, telle que nous Femployons au-
jourd’hui. Cette découverte capitale était telle-
ment miire , comme toutes les grandes cun{:ep-
tions de lesprit humain au moment de leur
manifestation, que Newlon, de son ¢tté , érait
parvenu ¢n méme temps, ow un peu auparavant ,
4 une méthode exactement équivalente, en con-
sidérant cette analyse sous un point de vue frés-
différent,, et qui, bien que plus rationnel en Tui-
méme, est réellement moins convenable pour
donner 4 la méthode fondamentale commune
loute Vétendne et la facilité que lui ont imprimées
TOME L. ; 16
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les idées de Leibnitz, Fnfin, Lagrange, éeartant
les considérations hétérogénes qui avaient guidé
Leibnilzet Newton, est parvenu plus tard & ré-
duire l'analyse transcendante, dans sa plus grande
perfection, & un systéme purement algebrique,
;uu]nc'l il ne mangue encore que plus d’aptifuﬂc
aux applications.

Aprds ce coup-d'wil sommaire sur Uhistoire
générale de Fanalyse transcendante, procédons &
i’:.‘.tpusiliun dngmaliquc des troisconceptions prilu'—
cipales, afin d'apprécier exactement leurs proprié-
tés caractéristiques, et de constater Videntité né-
cessaire des méthodes qui en dérivent. Commen-
gous par celle de Leibnitz.

Flle consiste, comme on sail, 4 introduire
dans le calenl , pour faciliter I'établissement des

équations , les élémens infinimenl petits dont on

considére comme composées les quantités entre
lesquelles on cherche des relations. Cies élémens
ou différentielles auront enire eux des relations
constamment el nécessairement plus simples et
plus faciles & déconvrir que celles des qunnillé‘s
primitives , et dlaprés }es:luellus on pourrait
ensuite , par un caleul spécial ayant Pom_def—
tination propre V'élimination de ces infinitési-
males auxilinives, remonter aux équ:xl,inus cher-
chées, quil eiit ¢été le plus souvent impossible
d'obtenir direetement. Cette .'mu|}'s-e indirecte
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pourra I'étre & des degrés divers; car, sion tonve
quelquefois wop de difficulté a former immédia-
tement V'équation entre les différentielles mémes
des grandeurs que on considére , il faudra, pat
un emploi redoublé du méme artifice général,
traiter , & leur tour, ces dilférentielles comme de
nonvelles quantités primitives, et chercher la re-
lation entre leurs élémens infiniment petits, qui,
par rapport aux objels définitifs de la question ,
sevont les différentielles secondes ; et ainsi de
suite, la méme transformation pouvant étre ré-
pétée un nombre quelconque de fois, & la condi-
tion tonjours d’éliminer finalement le nombre
de plus en plus grand des quantités infinitési-
males introduites comme auxiliaires.

Un esprit.encore étranger i ces considérations
wapercoik pas sur-le-champ comment Vemploi de
cesquantités auxiliaires peut faciliter ladéconverte
des lois analytiques des phénoménes; car les ae-
croissemens infiniment petils des grandeurs pro-
posées élant de méme espéee quelles , leurs rela-
tions ne paraissent pas devoir s'obtenir plus
aisément, la valear plus ou moins pelite d'une
quanlité ne pouvant, en effet, exercer aucune in-
fluence sur une recherche nécessairement indé-
pendante, par sa nature, de toute idée de valenr.
Mais il est aisé , néanmoins, de sexpliquer trds-
netiement, et d'une maniére tout-i-fait aénérale,

16.
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& quel point , par un tel artifice , la question doit
se trouver simplifiée. 11 faut, pour cela, eom-
meuncer par distinguer les différens ovdres d'in-
finiment petits, dont on peut se faire une idée
fort précise, en considérant que ce soni ou les
puissances successives d'uu méme infiniment pe-
it primilif, ou des quantités qu'on peut présen-
ter comme ayant avec cs puissances des rapporis
finis, en sorte que, par exemple, les différen-
tielles seconde , troisiéme, etc. , d'une méme va-
riable , sont classées comme infiniment petits du
second ordre, du troisiéme, elc., parce quiil
estaisé de montrer cn elles des mulliples finis des
puissancesseconde, troisi¢me, etc., d'une certaine
différentielle premidre. Cesnotions préliminaires
étant posées, Vespril de analyse infinitésimale
consiste i négliger constamment les quantités in-
finiment petites & Pégard des quantilés finies, ct,
généralement,, les infiniment pelits d'un t{rﬁ‘l:e
quelconque vis-a-vis tous ceux d'un ordre infé-
rieur. On eoncoit immeédiatement combien une
telle faculté doit faciliter la formation des équa-
tions entre les différentielles des quantités , puis-
que, au lien de ces différentielles, on poorra suh_.
stituer tels autres élémens qu'on voudra, et qui
seraient plus simples a considérer , en se confor=
mant & cette seule condilion , gue les nouveanx
dlémens ne différent des précédens que de quan-
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tilés infiniment petites par rapport a eux. Clest
ainsi qu'il sera possible, en géoméirie, de traiter
les digues courbes comme composées d'une infi-
nité d'élémens rectilignes, les surfaces courhes
comme formées d'élémens plans; et, en méca~
nique, les mouvemens variés comme une suite
infinie de mouvemens uniformes, se suceédant
4 des intervalles de temps infiniment petits. Vu
Pimportance de cetle conception admirable , je
crois devoir ici, par lindication sommaire de
quelques exemples principanx, achever d'éclair-
eir son caractére fondamental.

Qu'il $ngisse de déterminer , en chaque point
d'une courbe plane dont I'équation e¢st donnée ,
la direction de sa tangente, question dont la so-
Tution générale a ét¢ T'objet primitif quavaient
en vue les inventenrs de I'analyse transcendante.
On considérera la langente comme une sécante
qui joindrait denx points infiniment voisins; et
alors, ¢n nommant dy et dx les différences infi-
niment petites des coordonnées de ees deux points,
les premiers élémens de la géométrie fourniront
immédiatement l'équation f.::'—: , pour la tangente
trigonométrique de Fangle que fair avee Iaxe
des  la tangente cherchée, ce qui, dans un sys-
téme de coordonnées rectilignes , est la maniére
la plus simple d’en fixer la position. Cette équa-

tion, commune I toutes les courbes, étant posée ,
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la question est réduite & un simple probléme ana=
Iytique , qui consistera & éliminer les infinitési~
males dx et dy, introduites comme auxiliaives,
en déterminant , dans chaque cas particolier, d'a-
prés Iéquation de la courhe proposée, le rap-
port de dy & dx , ce qui se fera constamment par
des procédés uniformes et trés-simples.

Ln sceond lieu, quion veuille connaitre lalon-
gueur de Farcd’'une courbe quelconque, considéré
comme une fonetion des coordonnées de ses ex=
trémités. 11 serait impossible d'éwablir immédia-
tement I'équation enire cet arc s el ces coordon-
ndes , tandis qu'il est aisé de trouver Ja relation
correspondante entre les différentielles de ces di-
verses grandeurs. Les plus simples théorémes de
la géométrie élémentaire donneront, en effet,
sur-le-champ , en considérant 'ace infiniment pe-
tit ds comme une ligne droite , les équations

dsr=dy>~{—dz?, ou dsi=dw—fdy>—=dz*,

suivant que Ia conrbe sera plane ou double cour-
bure. Dans Pun et Pautre cas, la question est
maintenant lout entiére du domaine de I'analyse,
qui fera remonter, d'aprés cette relation, & celle
qui existe entre les quantités finies elles-mémes
que Ton considére, par I'élimination des diffé-
rentielles, qui est I'objet propre du caleul des
fonctions indirectes.

1l en serait de méme pour Ja quadrature des
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aires curvilignes. Si la courbe est plane el rap-

portée & des coordonnées rectilignes , on conce-
vra Vaire 4 comprise entre elle, Taze des =, et
deux coordonnées extrémes, comme augmentant
d'une quantité infiniment pelite 4.4, en résultat
d’un aceroissement analogue de labeisse. Alors
la relation entre ces deux différentielles pourra
s'oblenir immédiatement avec la plus grande fa-
eilité, en substituant 3 1'élément curviligne de
I'aire proposée le rectangle formé par Iordonnée
extréme et Pélément de Pabeisse, dontil ne dif-
fére dvidemment que dune quantité infiniment
petite du second ordre, ce qui fournira aussitét,
quelleque soit I eourbe,, Iéquation différentielle
trés-simple
dd =ydx,

d'ott le ealcul des fonctions indirectes , quand la
courbe sera définie , apprendra & déduire I'équa-
tion finie ; objet immédiat du probléme.

Pareillement, en dynamique, quand on vou-
dra connaitre Pexpression de la vitesse acquise &
chaque inslanl par un corps animé d’'nn mouve-
ment varié suivant une loi quelcongue, on con-
sidérera le mouvement comme uniforme pendant
la durée d’un élément infiniment petit du temps £,
et on formera ainsi immédiatement I'équation
différentielle de —wvd ¢, v désignant la vitesse
acquise quand le corps a parcouru Vespacee ,
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et de ld il sera facile de conclure, par de simples
procédis analytiques invariables, la formule qui
donnerait la vitesse dans chaque mouvement
particulier, d’aprés la relation correspondante
enire le temps et Uespace; ou, réciprogquement,
quelle serait cette relation si le mode de varia-
tion de la vitesse élait supposé connu , soit par
rapport 4 Vespace, soit par rapport au temps.
Enfin, pour indiguer une autre nature de
questions, c'est par une marche semblable que,
dans T'étude des phénoménes thermologiques,
comme I'a si heurensement congue M. Fournier,
on peut former trés-simplement, ainsi que nots
le verrons plus lard , Péquation différentille
générale qui exprime la répartition variable de
lﬂ C]’l;l]!:l.lr {ILI])S un (:Ul'ps (i'lll-f]CO]ILIUE_ A“L qﬂe]‘
ques influences quon le suppose soumis, d'aprésla
seule relation , fort aisée 4 obtenir, qui repré-
sente la distribution uniforme dela chaleur dans
un parallélipipéde rectangle, en considérant géo-
mélriquéement tout autre corps comme décomposé
en élémens infiniment petits d'une telle forme,
et thermologiguement le {lux de chaleur comme
constant pendant un femps infiniment petit.

Dés-lors, toutes les questions que pent prsen=

ter la thermologie abstraite se trouveront ré-
duites, comme pour la géométrie et la mécanique,
i de pures difficultés d'analyse, qui consisteront
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toujours dans. Iélimination des différentielles
introduites comme auxiliaivesipour faciliter I'é-
tablissement des équations.

Des exemples de nature aussi diverse sont plus
que suffisans pour faire nettement comprendre
en général Iimmense portée de la conception
fondamentale de Fanalyse transcendante, felle
que Leibnits 'a formée, et qui constitue sans ati-
cun doute la plus haute pensée a laguelle Tesprit
humain se soit jamais élevé jusqua présent.

On voil que celte conception était indispensa-
ble pour achever de fonder la science mathémati-
que, en permettant détablir d'une maniére large
et féconde , la relation du concret i Tabstrait.
Sous ce rapport, elle doit étre envisagée comme
le complément nécessaire de la grande idée-mire
de Descartes, sur Ja représentation analylique
générale des phénomeénes naturels, idée qui n'a
commencé A étre dignement appréeide el conve-
nablement exploitée que depuis la formation do
Vanalyse infinitésimale, sms laguelle elle ne
pouvail encore produire], méme en géométric,
de résultats trés-importans (1)

Quoique j’aie cru devoir , dans les considéra-
tions précédentes , insister parliculiérement sur

(x) 1 est hien remarquable, en effet , que des hommes tels que
Pascal , sient Gl aussi peu d'attention 3 la conception fonda-
mentale de Descartes, sans pressentir nullement la révolution

gendrale qulelle était nécessaivement; destinée & produire dais e
systeme entier de b seience mathématique. Cela est venn de ¢e
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l'admirable facilité que présente par sa nature
l'analyse transcendante pour la recherche des
lois mathématigues de tous les phénoménes,
je ne dois pas négliger defaire ressorliv une se-
conde propri€ié fondamentale, peu t-étre auss im-
portante que la premiére, et qui ne lui est pas
moins inhérente : je veux parler de Uextréme gé-
néralité des €ormules différentielles’, qui expri-
ment en ume seule équation chaque phéno-
méne détermxing, quelque variés que puissent
ttreles sujets dans lesquels on le considére. Ainsi,
sous le point de vue de L'analyse infinitésimale,
on voit, dams les exemples qui précédent. wne
seale équation différenticlle donner les tangentes
A toules les courbes, une autre leurs rectifica-
tions, une Troisicme leurs qundmtures; ot de
méme, une formule invariable exprimer la loi
mathémaliquze de tout mouvement varié; enfin
une équation unique représenter constamment
la répartiliom de la chaleur dans un corps et
pour un cas quelconques. Cette généralité si
éminemment remarquable, et qui est pour les
géométres la base des considérations les plus
que , sans le secomrs de l'analyse transcendante , cette admirable
méthode ne pom réellement encere conduire & des résullats
essentiels, qui me pussent &re obtenus presquaussi bien par la

méthode géométrique des anciens.Les esprits rnémes les plus émi-
nens ont toujowars bien moins appréeié jusqu'ici les méthodes
générales par lemr simple caractére philosophique , que par les
connaissances effectives quielles pouvaient procurer immédiate-
ment.
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¢levées, est une heurcuse conséquence néoes-
saire et presquimmédiate de l'esprit méme de
I'analyse transcendante, surtout dans la concep-
tion de Leibnitz. Elle résnlte de ce que, en sub-
stituant aux élémens infiniment petits des gran-
deurs considérées , d'aulres infinitésimales plus
simples, qui seules entrent dans les équations
différentielles , ces infinitésimales se trouvent,
par lear vature, étre constamment les mémes
pour chaque classe totale de questions, quels
que soicnt les objets divers du phénoméne étn-
dié, Ainsi, par exemple, toute courbe, quelle
quelle soil, duant toujours décomposée cn €lé-
mens rectilignes, on congoil & prior que la
relation entre ces élémens uniformes doib né-
cessairement, étre la méme pour un méme
phénoméne géoméirigque quelconque. quoique
Iéquation finie correspondante A cette loi diffé~
rentielle doive varier d'une courbe & une autre.
Il en est évidemment de méme dans tout au-
tre eas quelconque. Lanalyse infinitésimale na
donc pas seulement fourni un procédé général
pour former indirectement des équations gu’il

efit ét¢ impossible de découyric dune ma-

niére direc elle a permis en outre de consi-
dérer, pour Pétude mathématique des phéno-
ménes natarels, un ordre nouvean de lois plus
générales et néanmoins offrant une signification
claive et précise & lout esprit habitué & lenr in-
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terprétation. Ces lois sont constamment les
:lrl[,‘mL‘,\' EJOUI' (‘.-llﬂq-lll_' pilfflll‘lmt‘!ue, (]}1[13 (]U[‘]qﬂ{‘.\‘
objets qu'on 1'étudie, et ne changent qw'en pas-
sant d'un phénoméne & un autre; d'ott Yon a pu
dailleurs, en comparant ces variations, s'élever
quelquefois, par une vue encore plus générale, 4
des r:l[lpl'orhemms pniLlifs entre diverses classes
de phénomenes tout-i-fait divers, d'aprés les
analogies présentées par les expressions différen-
tielles de leurs lois mathématiques. Dans [é-
tude philosophigue de la mathématique concrete;
je m'attacherai & faire exactement apprécier celte
seconde propriéé ecaraclévistique de analyse
transcendante , non moins admirable que la pre-
miére, et en vertu de laguelle le systéme entier
d'une science immense, comme la géométrie ou
la méeanique, a pu se trouver condensé en un pelit
nombre de formules analytiques, d'oli Pesprit
humain peut déduire, par des régles certaines
et invariables, la solution de tous les problémes
particuliers.

Pour terminer I'exposition générale de la con-
ception de Leibnitz, il me reste maintenant i
considérer en elle-méme la démonsteation du
procédé logique auquel elle conduit, ce qui
constitue malheureusement la partie la plus int-
parfaite de cette belle méthode.

Dans les premiers temps de Fanalyse infinitési-

male, les géométres les plus céléhres, tels que les
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deux illnstres fréres Jean etJacques Bernouilli at-
tachérent , avec taison, bien plus d'imporlance &
étendre, enladéveloppant, limmortelledécouverte
de Leibnitz, et i en multiplier les applications,
qu’a établir rigourensement les bases logiques sue
lesquelles reposaient les procédés de ce nouveau
calenl (1).Ils se conlentérent pendant long-temps
derépondre parlasolution inespérde des problémes
lesplusdifficiles d Fopposition proncncéedelaplu-
partdes géométres dusecond ordre contre les prin-
cipes dela nouyelieanalyse, persuadés sans doute,
contrairement aux habiwdes ordinaires, que,
dans la science mathématique bien plus que dans
aucune autre, on peul accueillir avec hardiesse
lesnouveanx moyens, méme quand leur rationna-
lité est imparfaite, pourvu quils soient féconds,
puisque, les vérifications étant hien plus faciles et
plus multipliées, l'erreur ne saurait demeu
long-temps inapercue. Néanmoins, aprés le pre-
mier élan , il était impossible d’en rester Ii; etil

() On ne peut contempler , sans un profond intérét, le naif
enthousiasme de lillustre Hugghens , au sujet de cetle admirable
erdation , quoique son dge avancé ne lni permit point d'en faire
Ini- méme aueun usage important , et qu'il se [t dojd élevd sans
ce puissant secours & dos découvertes capitales. Je wois geee sur-
prise ef. gve admiration, cerivait-il, en 1Bga , au marquis de
LHopital , Uétendue ef la féconditd de cef arl ; de queique cité
queje tourne la vue , j'en apergors de mouweaTT USGHE enfin,
7y congois un progres el une spéculation infinis
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fallait revenir nécessairement sur les fondemens
mémes de I'analyse leibnitzienne pour constater
énéralement V'exactitude rigoureuse des procé-
dés employés, malgré les infractions appaventes
qu'on s'y permeltait anx régles ordinaires du rai-
sonuement. Leibnilz, pressé de répondre, avait
lui-méme présenté une explication tout-d-fait
erronée, en disant quiil traitait les infiniment
pelits comme des tneomparables , et qu'il les né-
gligeait vis-2-vis des quantités finies comme des
grains de sable par rapport i la mer, considéra-
tion qui et complétement dénaturé son analyse,
en la réduisant i m'étre plus qunn simple caleul
d'approximation, qui, sous ce rapport, serait
radicalement vicieux, puisqu'il serait impossible
de prévoir, en thése générale, 4 quel point les
opérations successives peuvent grossic ces erreurs
premiéres, dont laceroissement pourrait méme
évidemment devenir ainsi quelconque. Leibnitz
n'avait donc entrevu (ue d'une maniére extréme-
ment confuse les véritables fondemens rationnels
de Vanalyse qu'il asait créée. Ses premicrs succes-
scurs se bornérent d'abord A en vévifier Pexacti-
tude par la conformité de ses résultals, dans
certains usages particuliers , avec ceux que four-
nissait lalgébre ordinaire ou la géométrie des
anciens, en reproduisant, autant quils le pou-
vaient, d’aprés les anciennes méthodes, les solu-
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tions de quelques problémes, une fois qu'elles

avaient été obicnues par la méthode nouvelle,-
seule capable primitivement de les faire décou-
yrir. Quaud celte gmnde question a €té consi-
ddrée d’une maniére plus générale, les gﬁom(‘ttl‘es,
au liew d'aborder directement la difficulté, ont
préféré léinder en quelque Surte, comme l'ont
fait Euler et d’Alembert, par exemple, en dé-
montrant abstraitément la conformité’ nécessaire
et constante de la conception de Leibnitz, envi-
sagée daus tous ses usages quelconques, avec
d'aulres conceptions fondamentales de P'analyse
transcendante , celle de Newton surtout, dont
lexactitude était & Fabri de toute objection. Une
telle vérification générale est sans doute striete-
ment suffisante pour dissiper tonte incertitude sur
Pemploi légitime de Vanalyse leibnilzienne, Mais
la méthode infinitésimale est tellement impor-
tanie, elle présente encore, dans presque toutes
les applications,, une telle supériorité effective sur
les autres conceplions générales successivement
proposées , qu'il y aurait véritablement imperfec~
tion dans le caractére philosdphiq_ue de la seience
4 ne pouvoir la justifier en elle-méme, et i la
fonder logiquement sur des considérations d'un
autre ordre, qu'on eesserait ensuite d'employer
efficacement. Il était done d'une importance
réelle d'établic directement et d'une maniére gé-
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nérale la rationnalité nécessaire de la méthode

infinitésimale. Aprés diverses tentatives plus ou |

moins imparfaites pour y parvenir, les travaux
phl]usophiquee de Lagrange ayant fortement re-
porté, versla fin du sicele dernier, Vattention des

;
géomitres sur la théorie générale de lumalyse

infinitésimale , un géométre Lrés-recomman~
dable, Carnot, présenta enfin la véritable expli-
cation logique directe dela méthode de Leibuitz,
en la montrant comme fondée sur le principe de
la compensation nécessaire des erreurs, ce qu
est vaisemblablement, en effet, la manifestation
précise et lumineuse de ce que Leibnitz avait va-
guement et confusément apercu, en concevant les
bases rationnelles de son analyse, Carnot a rendu
ainsi 4la science un service essentiel (1), etdont
Vimportance me semble n'étre pas encore suffi-
samment appréciée, quoique, comme nous le
verrons 4 la fin de ecelte legon , tout cet échafau-
dage logique de la méthode infinitésimale pro-
prement dite ne soit susceptible tres-vraisem-
blablement que dupe existence provisoiré,-en

(1) Voyez Pouvrage remarquable quil a publié sous le tilre de
Eeflexions sur le Métaphysique du calcul infinitésimal , et
dans le l[\ el on Lrowve daillenrs une exposition claire et ulile,

u approfondie , de tous les divers points de yue
concu le systéme géndral du calend des foncs
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tant que radicalement vicieux par sa mature. Je
wen crois pas moins, cependant, devoir considé-
rer ici, afin de compléicr celte importante expo-
sition, le raisonnement général proposé par
larnot, pour légitimer directement analyse de
Leibnitz. Voici en quot il consiste essentiellement.

I,Drsr[u’uil établit 'équation différentielle d'un
phénoméne, on substitue anx élémens 1immeédiats
des diverses quantités considérées, dautres infi-
nitésimales plus simples qui en différent infini-
ment pen par rapport i eux, et cette substitution
constitue le prineipal artifice de la méthode de
Leibnitz, qui, sans cela, noffrirail aucune faci-
Tité réelle pour la formation des équations. Car-
not regarde une telle hiypothése comme produi-
sanl véritablement une erveur dans I'dquation
ainsi obtenue , et que, pour cette raison, il ap-
nelle imparfaite; seulement, il est clair que cette
erveur ne peut étre qu'infiniment petite. Or; dun
autre coté, tous les pracédds analytiques, soit de
différentiation, soit d'intégration,, qu'on apolique
4 ces dquations différenticlles pour sélever aux
équalions finies en éliminant tontes les infinité-
simales introduiles comme auxiliaives, produi-
sent aussi constamment , par leur nature, ainsi
qu'il estaisé de le voir, d'autres erreurs analogues,
en sorte qu'il a pu sopérer une exacle compen-
sation, et que les équations définitives peuvent,

TOME L 17
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suivant l'expression de Carnot, étre devenues par-
Sfaites. Carnot considére comme un symptéme
certain et invariable de Pétablissement effectif de
celte compensation nécessaire,, I'élimination com-
pléte des diverses quantités infiniment petites,
qui esl constamment, en effet, le but définitif de
toutes les opérations de Panalyse transcendante.
Car, si on n'a jamais commis d’autres infractions
aux régles générales du raisonnement que celles
ainsi exigées par la nature méme de la méthode
infinitésimale, les erreurs infiniment petites pro-
duites de cetle maniére n'ayant jamais pu engen-
drer que deserveurs infiniment petites dans toutes
les équations, les relations sont néeessairement
d'une exaetitude rigoureuse aussitdt quielles nont
plus lien quientre des quantitds finies , puisqu'il
ne saurait évidemment exister alors que des er-
veurs finies, tndis qu'il n'a pu en SUrvenir au-
cune de ce genre. Tout ce raisonnement général
est fondé sur 2 notion des quantilés infinitési-
males, cougues comme indéfiniment déerois-
santes, lorsque celles dont elles dérivent sont
envisagées comme fixes.

Ainsi, pour éclaireir cette exposition abstraile
par un seul exemple, reprenons la question des
tangentes, qui est la plus facile & analyser com-

: P dy .
pletcmcut. On i'(zgar‘dera if_‘r[u:muu t= P obte
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nue ci-dessus comme affectée dune erveur infipi-
ment petite , puisquelle ne: serait tout-d-fajg
TigouTeuse que pour la séeante. Maintenant, on
achévera la solution en cherchant, daprés 1'é
quation de ehaque conrbe, le rapport entre les
différentielles des coordannées. 5i ceite équation
est, je suppose, y = ax’ , on aura évidemment

dy = 2 ax do - dz*

Dans cette formule, on devra négliger le terme
dr% comme infiniment petit du second ardre.
Dés lors la combinaison des deux équalions #m-
parfaites ;

dr
dz’

A=

dy = 2axdz,

suffisant pour éliminer entiérement les infinité-
simales, le résultat fini ¢ = 2 @ % sera nécessai-
rement rigourcux par leffet de la compensation
exacte des deux erreurs commises puisqu'il ne
pourrait, par sa nature, étre affecté d’one erreur
infiniment petite, la seule néanmoins qu'il pitt y
avoir, daprés Uesprit des procédés quiont été
suivis.

Il serait aisé de reproduire uniformément le
méme raisonnement par T.’lpPDl‘lE‘i tontes lesautres
applications générales de I'analyse de Leibnitz.

Cette ingénieuse théorie est sans doute plus sub-
tile que solide, quand on cherche & Papprofon-

5
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dir. Maiselle n'a cependant en réalité d'aut
].t)giqut‘ radieal que eelui de la méthode infinité-
simale elle-méme, dont elle est, ce me semble, le
développement naturel et Vexplication géuérale,
en sorte quelle doit étre adoptée aussi long-temps
quon jugera convenable d’cmployer directement
cette méthode.

Je passe maintenant & V'exposition générale des
deux antres conceptions fondamenteles de Fana-
lyse transcendante , en me bornant pour chacune
4 Vidée pringipale, le caractére philosophique de
cette au:\lj’sc ayant é1é, du reste, suffisamment
déterminé ci-dessus , d'aprés la conception de
Leibnitz, & laguelle jai dit spécialement matta-
cher, parce quelle permet de le saisir plus aisé-
ment dans son ensemble, et de le déerire avee
plus de rapidité.

Newton a présenté successivement , sous pln—
sieurs formes diffécentes , sa maniére propre de
concevoir Tanalyse transcendante. Celle qui est
aujourd’hmi le plus communément adoptée , du
moins parmi les géomélres du continent , a élé
désignée par Newton, tantét sous le nom de mé-
thade des premiéres et derniéres raisons , tantdt
sous celui de méthode des limites , quion em:
ploie pliss on moins fréquemment.

Sous ce point de yue , Vespril général de Fa-

nalyse transcendanle consisle a introduire comme
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auxiliaires , 4 la place des quantités primitives ou
concurremment avee elles, pour faciliter Iétablis-
sement des équations, les limites des rapports
des accroissemens simultanés de ces quanliiés ,
ou, en dantres termes, les derniéres raisons de
ces accroissemens, limites on derniéres raisons
qu’on pent aisément montrer comme ayant une
valenr déterminée et finie. Un caleul spéeial,
qui est I'équivalent du calcul infinitésimal , est
ensuite destiné & s'dlever de ces équations entre
ces limites aux équations correspondantes entre
les quantités primitives ellcs-mémes.

Lafaculté que présenteune telle aualyse pour ex-
primer plus aisément les lois mathématiques des
phénoménes tient,en général i cequele calenl por-
tant, non surlesaceroissemensmémesdes quantités
propasees, mais sur les limites des rapports de ces
accroissemens , on pourra tonjours substiluer i
chaque accroissement toute autre grandeur plus
simple & considérer, pourvu que leur derniére
raison soit la raison d'égalité, ou , en d'autres
termes , que la limite de lear rapport soit -
nité. 1l est clair, en effer, que le calcul des
limites ne saneait ére nullement affecté de cette
substitution. En partant de ce prineipe, cn re-
trouve & peu prés Iéquivalent des facilités of-
fertes par 'analyse de Leibnitz , qui sont seule-
ment congues alors sous un autre point de vue.
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Ainsi, les courbes seront envisagées comme les
Timites d'une suite de polygones rectilignes , les
motvemens variés comme les limites d'on en-
semble de mouvemens uniformes de plus en plus
rapprochés, ete.

Qn’nn veuille, par (‘}i('mplt:, déterminer la
direction de la tangente & une courbe; on lare-
gardera comme la limite vers laquelle tendrais
une sécante, quitournerait autour du point donné,
de maniére que son second point d'intersection se
rapprochit indéfiniment du premier. En nom-
mant &y et Az les différences des coordonnées
des deux poinls , on aurait, & chaque instant,
pour la tangente trigonométrique de l'angle que

- v 3 ‘. Ay
fait la sécante avec laxe des abeisses, r:s-i;

dott, en prenant les limites , on déduira, rela-
tivement & la fangente elle-méme, celle formule
générale d’analyse transcendante

dapréslaquelle le calcul des fonclions mdirectes

enseignera , dans chaque cas particulier, quand
Féquation de la courbe sera donnée , 4 déduire la
relation entre £ et a2, en dliminant les quamités
auxiliaives introduites. $i, pour achever la solu-

1) Femploie f coractéristique T pous disigner la Timite.
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tion , on suppose que ¥ = a x? soit Véquation de
la courhe proposée, on aura évidemment ,

Ay=sewmds—+(8a)%
d'oit l'on conelura

Ay

T 3aT~4a.
Or, il est clair que Ja limite vers laquelle tend
le second membre, & mesure que Ao diminue ,
est 2 @a. On trouvera done par cetle méthode,
t—2 ax, comme nous lavions obtem1 ci-dessus
pour le méme cas, d'aprés lanalyse de Leibnitz:

Pareillement , quand on cherche la rectifica-

tion d'une courbe, il faut substituer i laccroisse-
ment delarc s, la corde de cet aceroissement .
qui est évidemment avee lui dans une relation
telle, que la limite de leur rapport est Tunité, et
alors on trouve, en suivant daillenrsla méme
marche quavec la méthode de Leibnitz, cetie
équation générale des rectifications

AN i iy
f’an)‘ .:1+|\ ‘I’a—i -

N

T L (il BN v -':j'-
I\L —‘_t> = +L\L s = L\L A/’

selon que la courbe est plane on a double cour-
bure. I fandra maintenant, pour chaque courbe




