MATHEMATIQUES.

SEPTIEME LECON.

Sowararke. Tableau genéral du caloul des fonctions indirectes.

Par suite des considérations exposées dans la
lecon précédente , on concoit que le calcul des
fonctions indirecles se’ divise nécessairement en
deux parties, on, pour mieux dire, se décom-
pose en deux calenls tout-a-fait distinets, quoi-
que, par leur nature, intimement liés ; suivant
quon se propose de trouver les relations entre les
grandeurs auxiliaires, dont lintroduction con-
stitue Vesprit général de ce calenl, d'aprés les
relations entre les grandeurs primitives corres-
pondantes; on quon cherche, en sens inverse ,
A découvrir ces équationsdirectes d'aprésles équa-
tions indirectes établies immédiatement. Tel est,
en eflet, le double objet quon a continuellement
en vue dans P'analyse transcendante.

Ces deux calculs ont recn différens noms , se-
lon le point de vue sous lequel a été envisagé Fen-
semble de cette analyse. La méthode infinitési-
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+
male proprement dite étant jusquici la plus usi-

1éc , par les raisons que jai discutdes, ]Jl".’sqm:.‘. tous
les géométres du continenl emploient habituel=
lement, pour désigner ces deux caleuls, les dé-
nominations de caleul différentiel et de caleul
intégral, établies par Leibnitz, ct qui sont, en
effet, des conséquences trés- rationnelles de sa
eonception. Newton, d'aprés sa méthode, a nom-
mé le premier, le calcul des fluxions, etle :w(:on}ri
le calcul des fluentes , expressions commune-
meat adoptées en Angleteire. Funfin, en snivant
la théerie éminemment philosophique fondée par
Lagrange, on appellerait I'nu, le ealcul des fone-
tions dérivées et Uomire le calenl des. fome-
tions primitives. Je continuerai & me servir des
termes de Leibnitz , comme plus propres, dans
notre langue , A la formation des e\\pw_ smnslse-
condaires, quoique je doive, d"::p:'?s les explicas
tions contenues dans la leon précédente, em:
ployer concurremment loulcs les diverses con-
ceptions , en me rapprochant , autant que possi-
ble, de celle de Lagrange.

Le caleul différenticl est évidemment Ja hase
rationnelle du caleul intégral. Car nous ne sayons
el ne pouvons savoir inlégrer immédialement qﬂ[f‘
lesexpressions différenticlles produites par ladi :
férentiation des diverses fonctions simples qu
constituent les élémens généraux de motre amalyses
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Lart de Vintégration consiste ensuite essentielle-
ment 4 ramener, autant que possible, tous les an-
tres cas & ne dépendre finalement que de ce petit
nombre d’intégrations fondamentales.

En considérant Vensemble de Panalyse trans=
cendante, tel que je lai caractérisé dans la lecon
précédente , on ne voit pas dabord quelle peut
étre I'utilité propre du calenl différentiel , indé
pendamment de ceite relation nécessaire avec le
calcul intégral, qui semble devoir éwe, par lui-
méme , Je senl directement indispensable. En ef-
fet, Vélimination des infinitésimales on des déri-
yées , introduites comme auxiliaires pour faciliter
I'établissement des équations, constitnant, d'aprés
c& que nous avons vi , Pobjet définiuif et inyaria-
ble du calenl des fonctions indireetes ; il est na-
turel de penser que le caleul qui enseigne & dé-
duire deséquations entre ees grandeursauxiliaires,
celles qui ont lien entre les grandeurs primitives
elles-mémes , doit strictement suffire aux hespins
généranx de Uanalyse transcendante , sans qu'on
apergoive, au premier conp-d'eeil, quelle part spé-
ciale ef constante peut avoir, dans une telle ana-
lyse, la solution dela question inverse. Ce serait
abusivement que, suivant Fusage ordinaire, pour
expliquer 'influence directe et nécessaire propre
au caleul différentiel , on Ini assignerait la desti-
nation de formerles équations différentielles, d’on

Ig.
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le caleul intégral fait parvenic ensuite aux équa-
tions finies. Car la formation primitive des équa-
tions différentielles n'est, et ne peul étre 4 pro-
prement parler, Vobjet d’aucun caleul, puisquelle
couslitue, au conlraire, par sa nature , le point
de départ indispensable de tout calcul quelconque.
Comment, en particulier, le caleul différentiel

qui , par lui- méme, se réduit & enseigner les

moyens de différentier les diverses équations
pourrait-l ére un procédé général pour en éta-
blir? Ce qui, dans toute application del'analyse
transcendante , facilite en effet la formation des
équations, cest la methode infinitésimale , et non
le caleul infinitésimal , qui en est parfaitement
distinet, quoiqu’en étantle complément indispen-
sable. Une telle considération donnerait donc une
fausse idéedeladestination spéciale qui caractérise
le caleul différenticl dans le systéme général de
T'analyse transcendante.

Mais ce serait, néaumoins , concevoir bien im-
parfaitement la véritable importance propre de
cette premiére branche du calcul des fonetions
indirectes, que d'y voir seulement un simple tra-
vail préliminaire , n'ayant dautre objet général
et essentiel que de préparer au calenl intégral des
fondemens indispensables. Comme les idées sont
ordinairement confuses i cet égard , je crois de-
voir expliquer sommairement ici cetle imporlanie
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velalion , telle que je la congois, et monlrer gue,
dans chaque application quelconquede Panalyse
transcendante,, une premiére part directe el néees-
saire est constamment assignée au calenl diffé-
rentiel.

En formant les équations différentielles d'un
phénoméne quelconque, il est bien rare qu’on se
borne & introduire différentiellement les seules
grandeurs dont on cherche les relations. Simpo-
ser cetie condition , ee serait diminuer inutile-
ment les ressources que présente Panalyse trans-
cendante pour Pexpression des lois mathématiques
des phénomeénes. Le plus souvent on fait entrer
aussi par leurs différentielles , dans ces équalions
premiéres, daulres grandews , dont la relation
est déja connue ou supposée Iéire, et sansla con-
sidération desquelles il serait fréquemment im-
possible d'établic les équations. Clest ainsi, par
exemple, que dans le probléme général de la vec-
tification des courbes, Péquation différentielle

dy* = dy* 4 dx*, ou ds = dx® - dyt+ &%

west pas sealement élablic entre la fonction cher-
chée s et Ja variable indépendante a4 laquelle on
veut la rapperter ; mais on a introduit en méme
temps , comme intermédiaires indispensables , les
différentielles d’'nme ou denx autres fonctions y
el z, qui sont awmombre des données du pro-
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parvenue a ¢ point Péliminalion des infinitdsi-
males ne peut plus étre achevée que par le caleul
intégral.

Tel est done Voffice général nécessairement
propre an calcul différentiel dans la solution lo-
tale des questions qui exigent l'emploi de Jana-
lyse transcendante: préparer, autant que possible,
Pélimination des infinitésimales, cest-i-dire ré-
duire, dans chaque cas, les éyuations différen-
tielles primitives a ne plus conteniv que Jes diffé-
rentielles des variables réellement indépendantes
et celles des fonctions cherchées , en faisanl dis-
paraitre , par la différentiation, les différenticlles
de toutes les antres fonctions connues qui ont pit
étre prises pour intermédiaires Jors de la forma-
tion des équations différentielles du probléme.

Ponr cerlaines questions; qui, quoiqu'r:u petit
nombie, n'en oni pas moins, ainsi que nous le
verrons plus tard , une tebs—grande iwportance
les grandeurs cherchdes se tronvent méme entrer
directement ; et non par leurs différentielles ,
dans les équations différentielles primitives, quine
contiennent alors différenticllement que les di-
verses fonctions connues , cmployées comune in-
termédiaires d'aprés Vesplication précédente. Ces

cas sont , de tous, les plus favorables, car, il st
évident que le caleul dilférentiel suffit alors en-
tidrement & Pélimination compléte des infinitési-
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males, sans que la question puisse donner lieu 4
aucune intégration. Cest ce qui arrive, par exem-
ple, dans le probléme des tangentes, en géomé-
trie; dans celui des vitesses , en mécanique, elc,
Enfin , plusieurs autres questions , dont le nom-
bre est aussi fort petit, mais dont 'importance
west pas moins grande , présentent un second cas
dexception, qui est, par sa nature, exaetement
I'inverse du lzrécédcul. Ce sont celles oi les
équations différentielles se trouvent étre imme-
diatement propres A Vintégration, parce quielles
ne contiennent, dés leur premiére formation,
que les infinitésimales relatives aux fonctions
cherchées ou aux variables réellement indépen-
dantes, sans qu'on ait é1é obligé d'introduire
différentiellement dautres fonctions comme inter-
médiaires. Si, dans ces nouveaux cas, ona effee-
tivement employé ces de s fonctions, comime,
par }ly;)ulhésu) elles entreront direelement ¢t
non par lenrs différentielles , I'alaébre ordinaire
suffira pour les éliminer , et réduire Ja question
& ne plus dépendre que du calenl intégral. Le
calenl différentiel n'aura donc alors aucune part
spéciale & Ja solution compléte du probléme, qui
sera tout entiére dit ressort du caleul intégral- La
question générale des quadratures en offre un

exemple important, cat Péquation différentielle

éunt alors, dAd=ydx, deviendra immediates
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ment propre 3 Vintégration aussitdt quion anra
liminé, d'aprés Véquation de la courke proposée,
1a fonclion intermédiaire ¥, qui 'y entre point
différentiellement : la méme circonstance a lieu
pour le probléme des cubatures , et pour quelques
autres aussi essentiels.

En résultat généual des considéralions précé-
dentes, il faut donc partager en trois classes les
questions mathématiques qui exigent Pemploi
de Vanalyse transcendante: la premicre classe
comprend les problémes susceptibles d’étre en-
tiérement résolus an moyen dn seul caleul diffé-
rentiel, sans aucun besoin du ecaleul intégral;
la seconde, ceux qui sont, au contraire, enlié—
rement du ressort du caleul intégral, sans que le
caleul différentiel ait ancune part & leur solution;
enfin; dans la troisiéme ¢t la plus éendue, qui
constitue le eas normal , les deux aulres n'élant
que d’exception les deux caleuls ont successive-
ment une part distinete et nécessaire & la solution
compléte du probléme, le caleul différentiel fai-
santsubiraux équations différentielles primitives,
une préparation indispensable 4 Japplication. du
caleul intégral, Telles soni exactement Tes rela-
tions générales de ces denx caleuls, dont on se
forme communément des iddes trop peu précises.

Jotons maintenant un coup-deeil général sur
Ia composition rationelle de chacun d'eux, en
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Commengant, comme il convient évidemmen)
parle caleul différentiel. i
Pam l!(!xpusitiundc ]’aualyselrunsoﬂndanle,un
?l_ Fhabivude de méler 4 la partie purement analy-
U(]ull«‘, Yui se réduit au traité absteait de la diffé
I'E‘Ilil_:l[l\_"ll etdel'intégration, I'étude de ses diverses
applications principales , surtout de celles qui
concernent la géoméirie. Cette confusion d'idées,
(fui (:‘sl tne suite du mode effeetif suivant leqwel
lascienee s'est développée, présente, sous le rap-
pm:i dﬂ}.:muii(lue, de graves inconvénicns ence
qu elle tfl}lpél?ht: de concevoir convenablement,
Tin_ii Vanalyse, soit la géométrie. Devant considérer
ici la coardination la plus rationnelle possible, je
ne comparendrai, dans le tableau suivant, que le
:'flm_ll des fonctions indirectes proprement dit,
;-eu‘m‘\aut y pour la portion de ce volume relative
aJéwde philosophique de la mathématique con-
eréle, lessamen général de ses gr'zmdes applica-
lions :,'Lcl.,f métrigues ef mécaniques (1).
: La diwision fondamentale du caleul difléren-
iel 1?‘“‘.- ou du traité général de la différentiation,
consiste 3 distinguer deux cas, suivant que les

3 bli depuis long-temps , dans mon enseignement or-
dinaire de

L, alyse transcendante , Vordre que je vais exposer:
n nonveas 5

T 1 professeur d'analyse transcendante 3 1'Ecole Poly-
ke - cauel 1 H ¢
e :1 €s avec lequel je licite de m'tire renconiré,
M. Mathie g 7

athiew: aadoptd,, dans son cours de cette an une marche
essentiellemennt semblable,
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fonctions analytiques quil sagit de différentier
sont eapliciles ou implivites; d'olt devx. parties
ordinairement désignées par les noms de différen-
tiation des formules et différentiation des équa-
tions. 11 est aisé de concevoir d priori Yimpor-
tance de cette classification. En effet, wne telle
distinetion serait illusoire si Vanalyse ordinaire
était parfaite ; clest-b-dire ; si Fon savail résoudre

_ algébriquement toutes les équations; car alors il

serait possibie de rendre eaplicite toule fonction
impligile; et, en ne la différentiant que dans cet
état; la seconde partie du caloul différentiel ren-
trerait immédiatement dans ld premiére; sans
donner lieu 4 aucune nouvelle difficulté. Maisla
résolution algébrique des équations éiant; comiie
nousFavons vu, encore presque dans lenfance , et
igriorce josqu’a présent pour le plusgrand nombre
des eas, on comprend quiil en doit étre tout au-
trement; puisqu'il sagit dés lors, & propremont
parler, de difiéentier une fonction sans la con—
naftre, bien qu'elle soit déterminée. La différen-
tiation des fonctions implicites constitue done,
par sa natuve, une question viaiment distincte
de celle que présentent lo fonetions explicites,
et iiécessairement plus compliquée. Amsi cest
évidemment par la différentiation des formnles
quiil faut commencer, et on parvient cnsuite &
ramener générelement & ce premier cas la diffé-
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rentiation des équations, par cerlaines considé-
rations auulyti(jues invariables , que je ne dois
pas mentionner ici.

Cees denx cas généraux dela différentiation sont
encore istincts sous un autre rapport également
néeessaire, et trop important pour que je néglige
de le signaler. La relation obtenue entre les diffé-
rentielles est constamment plus indirecte, par
rapport A celle des quantités finies , dans la diffé-
rentiation des fonetions implicites que dans celle
des fonctions explicites. (n sait, en effet, daprds
les considérations présentées par Lagrange sur Iz
formation générale des équations différentielles,
que, d'une part, la méme équation primitive
pent donner lieu & un plus ou moins grand nom-
bre d'équations dérivées de formes trés-diverses,
(luui(]m}. aufond, L"clti ivalentes, suivant cellesdes
conslantes arbitraires que I'on élimine, ce qui na
pas lieu dans la différentiation des formules ex-
plicites; et que,, d'une autre part, le systéme in=
fini d’équations primitives différentes qui corres-
pondent & une méme équation dérivée, présente
une variété analytique bien plus profonde que
celle des diverses fonctions susceptibles d'une
méme différentielle explicite, et qui ne se dis-
tinguent les unes des aulres que par un terme
conslant. Les fonetions implicites doivent dore

dtre envisagées comme élant réellement encore
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plus modifiées par la différentiation que les fone-
tions explicites, Nous retrouverons touta heure
cette considération relativement au caleul inté-

gral , olt elle acquicrt une importance prépondé

rante.

Chacune des deux parl.ies'fundamenta]cs du eal-
cul différentiel se subdivise elle-méme cn deux
théories trés-distinctes, suivant quil sagit de
différentier des fonctions i une seule variable , ou
des fonetions b plusieurs variables indépendantes,
Ce second cas est, par sa nature, tont-i-fait dis-
tinck du premier, et présente évidemment plus de
complication, méme en ne considérant que les
fonclions explicites, et & plus forte raison pour
Jes fontions implicites. Du reste, Lun se déduit
généralement de Tantre, 4 Vaide d’un principe
invariable foct simple, qui consiste & regarder la
différentielle totale d'une fonction en’vertu des
aceroissemens simultanés des diverses variables
indépendantes qu'elles contient, comme Ja somme
des différentielles partielles que produirait Vac-
croissement séparé de chaque variable successi-
vement , si toutes les aulres étaicut constantes. I
faut, dailleurs, soigneusement remarquer 4 ce
sujet une notion nouvelle quiintroduit, dans le
systéme de Panalyse b anscendante, la distinction
des fonctions & une seule variable et & plusieurs:
est a considération de ces diverses fouctions
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dérivées speciales , relatives i chaquevariable iso-

lément . et dopt le nombre croit de plus en plus

i mesire que lordre de la dérivation s'éléve, of
aussi (qaaand les variables sont plus multiplides, I}
en résulte que les relations difféventiclles propres
aux foneetions de plusieurs variables, sont, par
lenr nature, et bien plus indirectes, ot surtout
beaucowp plus indéterminées que celles velatives
aux foruetions d'une seule variable. Cela est prin=
cipalenxent sensible pour les fonclions impliciles
oti, au lieu des simples constanles arbilraires que
Pélimimation fait disparaitre quand on forme es
équations différentielles propres aux fonctions
d’une seule variable, ce sont des fonctions arhi-
traives eles variables proposées qui se trouvent éli-
minées , d’otl doivent résulier, lors des intégia-
tions, es difficultés spéciales.

Enfiz, pour compléter ce tableau sommaire
des diverses parties essentielles du calenl diffé-
rentiel proprement dit, je dois ajouler que, dans
la diffésentiation des fonctions implicites, soib &
une sewale variable, soit & plusienrs, il fanten-
core distinguer le cas out il sagit de différentier
4la foiis diverses fonctions de ce genre, mélées
dans eertaines éqnalimls primitives, de celui B
toutes eces fonctions sont sépardes.

Les fonctions sont évidemment , en effet, eneote
plus immplicites dans le premier cas que dans le
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second , silon considére que laméme umperfee-
tion de Panalyse ordivaive, qui empéche de con-
vertiv toute fonction implicite en unc fonetion
explicite équivalente, ne permet pas davantage
de séparer los fonctions qui entrent simnitané-
ment dans un sysiéme quelconque d'équations, 11
sagit alors de différentier, non-senlement sans
sayoir résoudre les équations primitives, mais
méme sans pouvoir effectuer cntr'elles les élimi-
nations convenables , ce qui constitueune nouvelle
difficulté.

Tels sont done Tenchainement naturel et la
distribution rationnelle des diverses théories
principales dont se compose Je traité général de
la diffécentiation. On voit que, la différentia-
tion des fomctions impliciles se déduisant de
celle des fonctions explicites par un seul prin-
cipe constant, et la différentiation des fonetionss
i plusicurs vaviables se ramenant , par un auire
principe fixe, & celle des fonctions A une seule
variable, toul le calenl différentiel se trouve
reposer, en derniére analyse, sur la différentia-
tion des fonctions explicites & uneseule yariable,
Ja seule qui sexéente jamais directement. Or, il
est aisé de concevoir que eetle premiére théorie,
base nécessaire du systéme enbier, consiste simple-
ment dans Ja différentistion des dix fouctions

sirnples, qui sont les elémens uniformes de toutes
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nos combinaisons analytiques, et dont ai pré-
senté le tablean (4 lecon, page 175). Car Iy
différentiation des fonclions composées se déduil
évidemment, d’une maniére immédiate et néees-
saire, de eclle des fonctions simples qui les con-
stituent. Cest donc  la connaissance de ces dix
différentielles fondamentales, et & celle des deux
principes généraux, ci-dessus mentionnés, quiy
raménent tous les autres cas possibles, que seré-
duit, & proprement parler, tout le traité de la
différentiation. On voit, par la combinaison de
ces diverses considérations, combien est & la fois
simple et parfait le systéme entier du calenl dif
férentiel proprement dit. Il constitue cerlaine-
ment, sous le rapport logique, lespectacle le plus
intéressant que T'analyse mathémaltique puisse
présenter A notre intelligence.

Le tableau général que je viens desquisser
sommairement offrirait, néanmoins , une lacune
essentielle, si je n'indiquais ici distinctement une
derniére théorie, qui forme, par sa nature, le
complément indispensable du traité de la diffe-
rentiation. Cest celle qui a pour objet la trans-
formation constante des fonctions dérivées, en
résultat des changemens déterminés de variables
indépendantes, d'oit résulte la possibilité de rap-
porter & de nouyelles vay iables toutes les formules
différentielles générales établies primitivement

MATHEMATIOUES. 28q
pour d’antees. Cette question est maintenant ré-
solue de la maniére Ja plus compléte et Ja plus
simple, comme toules celles dont se compose le
caleul différentiel. On congoit aisément 'impor-
tance géndrale qu'elledoit avoir dans les applica-
tions quelconques de Panalyse transcendaute,

dontelle pent éuce considérée comme augmentant

les ressources fondamentales, en permettant de
choisir, pour former diabord plus aisément les
équations diffécenticlles, le systéme de variables
indépendantes qui paraitra le plus avantageux,
bien qu'il ne doive pas éure maintenu plus tard.
(Clest ainsi, par exemple, que la plupart des
questions principales de la géometrie se résolvent
beancoup plus aisément en rapportant les lignes
et les surfaces i des coordonndes rectilignes, et
qu'on peut néanmoins étre conduit & les appli=
quer & des formes exprimées analytiquement, A
Jaide de coordonnées polatres, on de lonte antre
manidre. On pourra commencer alors la solution
différentielle du probléme en employant toujours
le systéme rectiligne, mais senlement comme un
intermédiaire, d’aprés lequel, par la théorie gé-
nérale que nous avons en vue ici, on passera au

-systéme définitif, quiil eit été quelquefois im-

possible de considérer directement.
Dans la classification rationnelle que je viens
dlexposer pour Vensemble du caleul différentiel ,
TOME 1. 20
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on serait naturellement tenté de signaler upe
omission grave, puisque je n'ai pas sous-divisé
chacune des quatre parties essentiel les d'aprés une
autre considération générale, qui semble d'abord
fortimportante en elle-méme, celle de Tordre plus
ou moins €levé de la différentiation. Mais il est
aisé de comprendre que cette distinetion n'a au-
cune'influence réelle dans le caleul différentiel,
en ce qu'elle n’y donne lieu & ancune difficulis
nouvelle. En effet, si le caleul différentiel n'était
pas tigoureusement complet, clest-h-dire, sion
ne savait point différentier indistinctement toute
fonelion queleoneue , la différentiation an seeond
ordre, on i un ordpe supérieur, de chagque fone-
tion déterminée , pourrait engendrer des difficul-
tés spéciales, Mais la parfaite universalité dweal-
cul différentiel donne évidemmentlassurancede
pouvoir différentier & un ordre quelconque toutes
les fonctions analytiques connues, la question se
réduisant sans cesse 4 une différentiation au pre-
mier ordre, successivement redoublée. Ainsi, la
considération des divers ordres de différentielles
peut bien donner naissance 3 de nouvelles re-
marques plus ou moins importantes, surtout en
ce qui concerne la formation des équations diffé-
rentielles, etles dérivées partielles successivesdes
fonetions i plusieurs variables. Mais elle ne san-
rait, évidemment , constituer aucun nouveau pro-
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bléme général dans le traité de la diffrentiation.
Nous verrons tout & Ihenre que cette distinction,
qui na, pour ainsi dire, aucune importaneedans
le caleul différentiel, en acquiert, an contraire,
une trés-grande dans le cal cul intégral , en veriu
de lextréme imperfection de ce dernier calenl.

n, quoique jaie cru, en thése génrale ,
ne devoir nullement envisager en ee moment les
diverses applications principales du calenl diffé-
rentiel, il convient néanmoins de faire une excep-
tion pour celles qui consistent dans la solution
de questions purement analytiques igui doivent,
en effet, éire rationnellement placdes 4 la suite
du traité de la différentiation proprement dite, &
cause de 1'homogénéité évidente des considéra-
tions. Ces ruestions penvent 'se réduire 4 trois
essentielles: 1% le développement en séries des
fonctions hune seule ou & plusicurs variables, ou,
plus géndralément, la transformation des fonc-
tions, qui constitue la plus belle et la plus impor-
tante application du caleul différenticls Panalyse
générale, et qui comprend , outre la série fonda-
mentale découverte par Taylor, les séries si re-
marquables trouvées par Maclaurin, par Jean Ber-
nouilli, par Lagrange, ete.; 2° la théorie géné-
rale des valeurs maxima et minima pour les
fonetions quelconques & une seule ou & plusieurs
variables , un des plus intéressans problémes que

20.
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puisse présenter analyse, quelque élémentaire
qw'il soit devenu allimu-d‘hui! etd la solution
compléte dutlucl le caleul différentiel sapplique
trés-naturellement; 30 enfin, la détermination
générale dela vraie valeur des fonctions qui se
pl‘éseﬂil}l]l S0Us une El'ppm'cm:c .lli[ié ter Illinéc pﬂu[‘
certaines h_t,'pnth‘esr faites sur les valeurs des va-
riables correspondantes, ce qui est le probléme
le moins étendu et le moins important des trois,
quoiquil mérite d'étre noté ici. La premiére ques-
tion est, sans contredit, la principale sous tous
les rapportss elle est aussi la plus susceptible
d'acquérir dans la suite une extension nonvelle,
surfout en concevant , Lru[il_‘ I'[m]ﬁ(".r(; I'lll'lS ia[ge
qu'on nel’a fait jusqu’iei, Femploi du caleal dif-
férentiel pourla transformation des fonctions, an
sujet de laquelle Lagrange a Juissé quelques indi-
cations précieuses, qui n'ont encore ¢té nigénérali-
sées ni suivies.

Je regrette beaucoup d'éire obligé, par les li-
mites nécessaires de cet ouvrage, de me borner
i des considérations sommaires aussi insuffisantes
sur tous les divers sujets que je viens de passeren
revue, et gui comporteraient, par leur nature,
des développzmens heaucoup plus étendus, en
continuant toujours néANMOIns i rester dans les
généralilés qui sont le sujet propre de ce couts:

Je passe maintenant & Pexposilion également 13-
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lﬁde dn tableau 5_!,'s:zimaiiquc du ealeul inl.égml
proprement dit, c'est-i-dire du trailé abstrait de

I'intégration.

£
La division fondamentale du calenl mtégral est

fondée sur Je méme principe que celle ci-dessus
exposée ponr le caleul différentiel , en distinguant
I'intégration desformules différentiellesexplicites,
et Vintégration des différentielles implicites, on
des équations différenticlles. La séparation de ces
deux cas est méme bien plus profonde relative-
ment 4 lintégration , que sous le simple rapport
de la différentiation. Dans le calcul différentiel,
en effet, cette distinction ne repose , comume nous
Pavons vu, que sur Vextréme imperfection del'a-
nalyse ordinaire. Mais, au contraire, il est aisé
de voir que, quand méme toutes les équations
seraient résolues algdbriquement, les équations
différentielles n'en conslitueraient pas moins un
cas d'intégration tout-i-fait distiner de celui que
présentent les formules différentielles explicites.
Car, en se bornant, par exemple , au premier
ordre et & une fonction unique 3 d'une seule va-
riable &, pour plus de simplicité, si F'on suppose
résolue, par rapport 4 %, une équation diffé-
rentielle quelconque entre @, y, et :—;Ji-} Tex—
préssion de la fonction dérivée se Lrouvant alors.
conlenir généralement la fonction primitive elle-
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méme qui est 'objet de la recherche, la question
dlintégration n’surait nullement changé denature,
et la solution n’aurail fait réellement d'antre pro-
grés que davoir amené I’équation différentielle,
proposée & ne plus éwre que dn premier degr‘é Te-
lativement 4 ka fonction dérivée, ce qui est, en soi,
de peu d'importance. La différentielle n'en scrait
done pasmoins déterminéed unemaniérea peuprés
aussi implicite quauparavant, sous le rapport de
Fintégration, qui continuerait i présenter essen-
tiellement la méme difficulté caractéristique. La
résolution algébrique des équations ne pourrait
faire rentrer le cas que nous eonsidérons dans la
simple intégration des différentielles explieiles,
que dans-les occasions trés-particuliéres ot I'é-
quation différentielle proposée ne contiendrait
point la fonction primitive elle-méme, ce qui
permettrait , par conséquent, en la résolvant, de

d) S "
Irouver ?:-r en fonction de a senlement, et de ré-

duire ainsi la question aux qu-.admiurcs.

Ta considération que jeviens d’indiquer pourles
équations différenticlles les plus simples aurait évi-
demmentencore plus 'importanee pour cellesdes
ordres supérieurs ou qui contiendraient simultané-
ment diverses fonctionsde plusieurs variables indé-
pendantes. Ainsi , Vintégration des différentielles
quinesont déterminéesquimpliciterent constitue
par sa nature, el , sans ancun égard 3 I'état de Tal
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gebre, un cas entiérement distinct de celul relatif
aux différentielles explicitement exprimées en
fonction des yariables indépendantes. Lintégra-
tion des équations différentielles est done néces-
sairement plus compliquée que celle des différen-
tielles explicites, par U'élaboration desquelles le
caleul intégral a pris naissance, et dont ensuite
on sest efforcé de faive, autant que possible, dé-
pendre les autres. Tous les divers procédés ana-
lyliques proposés jusquiei pour intégrer les
équations différentielles , soit la séparation des
variables, soitla méthode des multiplieateurs, eie,
ont en effet pour but de ramener ces intégrations
i celles des formules différentielles, la senle qui,
par sanature, puisse étre entreprise directement.
Malheureusement , quelquiimparfaite que soit
jusquici cette base mécessaire de loutle calcul
intégral, Vart d'y réduire Vintégration dos é équa
tions difiérentielles cst cncore bien moins avancé

Chacune de ces deux branches fondamentales
du caleul intégral se sous-divise ensnite en
deux autres, comme dans le caleul différentiel ,
et par des meu['s exactement analogues ( que je
me dispenserai, par conséquent, de repmd‘“f“)
suivant quelon considére des fonctions 4 vne
seule variable ou des fonctions & plusiears varia-
bles indépendantes. Je ferai sculement obscrver
que cetle distinclion est, commela précédente ,
encore plus importante pour lintégration que
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pour la différentiation. Cela est surfout remars
quable, relativementaux équations différentielles,
En effet, celles qui se rapportent i plusieurs
variables indépendantes peuvent évidemment
présenter cette difficul té caractéristique et d'nn
ordre bien plus élevé, que la fonction cherchée
soit définic différentiellement par nne simple re-
lation enire ses diverses dérivées spéciales rela-
tives aux difféventes variables prises séparément.
De 1i résulte la beanche la plus difficile, et
aussi la plus étendue du caleul intégral , ec quon
nomme ordinairement le caleud intégral aux dif-

feérences partielles , créé par d’Alembert , et dans

lequel, suivant la justeappréciation de Lagrange,
les géometres auraient di voir réellement un
calcul nouvean , dont le caractére philosophique
wlest pas assez exaclement juge. Une différence
trés-saillante entre ce cas et celuides équations &
une seule variable indépendante consiste , comme
je Iai observé ci-dessus , dans les fonctions arbi-
traives qui remplacent les simples constantes
arbitraires pour donner aux intégrales corres-
pondantes toute la généralité convenable.

A peine ai-je besoin de dire que celte branche
supérieuce de Vanalyse transcendante est encare
entiérement dans enfance, puisque, seulement
dans le cas le plus simple, celui d'une équation
du premier ordre entre les dérivées particlles

d'une seule fonelion & denx variables indépen-
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dantes, on ne sait point méme jusqu’ic complé-
tement ramener Vintégration 4 celle des équations
différenticlles ordinaires. Lintégration relative
aux fonctions de plusieurs variables est beaucoup
plus avancée, dans le cas, infiniment plus simple,

“ & la vérité, ot il ne sfagit que des formnles diffé-

rentielles explicites. On sait alors en effet, quand
ces formules remplissent les conditions conve-
nables d'intégrabilité , réduire constamment leur
inlégration aux quadratures.

Une nonvelle distinction générale, applicable,
comme sous-division, i Fintégration des différen-
tielles explicites ou implicites, & wie seule va-
riable on & plusieurs, se tire de Fordre plus ou
moins dlevé des différentiations, qui ne donne
Jien i aucune, question spéciale dans le ealeul
différentiel , ainsi que nous Vavons remarqué.

Relativement anx différentielles explicites,
soit & une yaridble, soit & plusieurs, la nécessité
de distinguer leurs divers ordres ne tient qu'a
Pextréme imperlection du calenl intégral. En
effet, silon savait constamment intégrer loute
formule différenticlle du premier ordre, in-
tégration d'une formule du second ordre ou de
tout autre ne constituerait pomt, dyidemment ,
une guestion nonvelle, puisquen lintégrant
d’abord an premier ordre, on parviendrait &
Texpression différentielle de V'ordre immédiate-

menl précédent , d’ott, par une suite convenable
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d'intdarati i i
miearations analogues, on serait certain de re-

monter finalement & la fonetion primitive, ob-
}Ct_[!l'ﬂprﬂ d’'un tel travail. Mais le pen de con-
naissances que nous possédons sur les intégrations

p‘mmiéms fait quiil n'en est point ainsi, et que
Tordre plus on moins élevé des différentielles
E{llg(‘ndl(: des difficultés nouvelles. Car, ayant des
i’GrIl]L-l]ES différenticlles d'un ordre quelconque
Sup(.fl'!c’l-lr au premier, il peut arriver qu'on sache
]CS. miegrer une premiére fois on plusieurs foisde
-‘“_mf-'s €lque, néanmoins, on ne puisse re monter
“'“"‘if aux fonetions primitives, si ces travaux
]'f‘t‘ftlmnaircs ont produit, pour les différentielles
fi un ordrve inféricur, des expressions: dont les
intégrales ne sont pas connues, Cette circons-
tance doil s¢ présenter d’'autant plus fréquem-
mcm.., lenombre des intégrales connues étant en-
ccfre} fort petit, que ces inu‘gmlcs successives sont
généralement, comme on sait, des fonctions trés-
diffécentes des dérivées qui les ont cngendl.‘(k"s-

VP.ﬂl' rapport aux différentielles implicites, la
distinclion des ordres est encore plus impor-
tante; car, ontre le motif précédent, dontlin-
fluence est évidemment ici analogne , et méme &
un phfsh:mt degré, il est aisé de sentir que lordre
supérienr des équations difféentielles donne lieu
nécessairement 4 des questions d'une mature
nlouvelk‘. En effer, siit-on méme intégrer indis-
tmctement toute éqnation du premier ordre relar
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tive i une fonction unique, celane suffirail point
pour faire obtenir Vintégrale définitive d'une
équation d'un ordre quelconque,, toute équatien
différentielle n'étant pas réductible & celle d'un
ordre immédiatement inférienr. Si Ton a par
exemple, pour déterminer une fonction 7 de la
variable &, une relation quelconque entre &, ¥
:S—;, el % 6n n'en pourra point déduire immédia-
tement , en effectuant une premiére intégration,,
Ja relation différentielle correspondante entre
X, 7, et j'l, &'oi, par une seconde intégration on
remonterait & Uégnation primitive, Cela n'aurait
lien nécessairement , du moins sans introduire do
nouvelles fonctions auxiliaires, que si Iéquation
du second ordre proposée ne contenait point la
fonction cherchée y, concourremment avee ses
dérivdes, En thése générale, les dqualions diffé-
rentielles devront donc réellement éure envisagdes
comme présentant des cas d'autant plus mplicites
que lenr ordre est plus élevé , et quine pourront
rentrer les uns daps les auires que par des métho-
des spéciales, dont la recherche constitue, par
conséquent , une nouvelle classe de questions, &
Végard desquelles on nesait jusqu'ici presquerien,,
méme pour les fonctions d’une seule variable (1).

(1) Tee seul cas important de ce genre «qui it ¢1¢ complétement

traité jusqulici, est intégration érale des équations fimeaires
Tum ordre quelcontue , & coeflicions conslans, Encore se trouye—
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Aureste, quand on examine, d'une maniére trds-
approfondie, cette distinction des divers ordres
d'équations difiérentielles, on trouve qu'elle pour
rait rentrer constamment dans une derniére dis-
tinction genérale, relative aux équations diffé-
rentielles , que jai encore i signaler. En effet,
les équations différentielles 4 une seule ou & plu-
sieurs variables indépendantes peuvent ne con-
tenir simplement qu'une seule fonction , ou bien,
dans un cas évidemment plus compliqué et plus
mplicite, qui correspond a la différentiation des
fonctions implicites simultanées , on peut avoir
4 déterminer en méme temps plusienrs fone-
tions daprés des équations difféventielles ot elles

se trouvent mélées, concurremment avec leurs

diverses dérivées. Il est clair qunn tel éuat de
la question présenle nécessairement une nou-
velle difficulié spéciale, celle d’établir la sépa-
ration des différentes fonctions cherchées, en

formant pour chacune , daprés les équations dif-
férentielles proposées , une équation différentielle
isolée , qui ne contienne plus les aulres fonclions
ni leurs dérivées. Ce travail préliminaire, qui est
Tanalogue de I'élimination en algébre, est évi-
demment indispensable avant de tenler aucune
intégration directe,, puisqu’on ne peut entrepren-
dre généralement, & moins d'artifices spécians

t-elle dépendre finalement de la résolution algébrique des équa~

tions d'un degré égal 3 Pordre dela différentiation.
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trés-rarement applicables , de déterminer immé-
diatement & la fois plusieurs fonclions distinetes.
Oc, il est aisé d'élabliv la eoincidence exacte et
nécessaire de cette nouvelle distinction avee la
précédente, relative & Fardre des équalions dif-
férenticlles. On sait, en effet, que la méthode
géndrale pour isoler les fonctions dans les équa-
tions différenticlles simultanées , consisle essen-
tiellement 4 former des équations différentielles,
séparément relatives & chaque fonction, et dont
Lordre est égal & la somme de tous ceus des di-
verses équations proposées. Celte transformation
peut seffectuer constamment. D’un autre cblé,
toute équation différentielle d’un ordre quelcon-
que relative A une seule fonction pourrait évi-
demment se ramener foujours au premier ordre,
enintroduisant un nombre eonvenable d’équations
Adiffiérentielles auxiliaives , contenant simullané-
ment Jes diverses dérivées antérieares considérées
comme nouvelles fonctions & déterminer. Ce pro-
cédé a méme €16 quel quefois employéaves suecds,
quoique ; en général, il ne soit pas normal. Ce
sont done denx genres de conditions néeessaire-
mentéquivalens, dansla théorie sénérale des équa-
tions difiérenticlles, que la simultanéité dun plus
ou muins grand nombre de fonctions, et Tordre
de différentiation plus ou moins élevé d'une fone-
tion unique. En angmentant 'ordre des équations




