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différenticlles, on peut isoler toutes les fone-
tions; et, en multipliant artificiellement le nom-
bre des fonctions, on peut ramener toutes  les
équations au premier ordre. Il 0’y a, par consé-
quent, dans l'un et I'autee eas, quune mémg
difliculté , envisngée sous denx points de vue dif:
{évens. Mais, de quelque maniére qu'on la eon-
coive, cette nouvelle difficulté commune nlen

est pas moins réelle, et n'en constitue pas moins,

par sa nature, une sép:u‘aliun tranchée entrelinté-
gration des équations du premicr ordre et celle des
éq\miousd 'unordre supérieur. Je préfére ind iquer
la distinction sous cette derniére forme, comme
plus simple, plus générale et plus rationnelle.

Daprés les diverses considéralions indiquées
ci-dessus sur Uenchalnement rationnel des diffé-
renies parlies principales du caleul intégral , on voit
que l'intégration des formules différentielles ex-
plicites du premier ordre i une seule variable
estla hase néeessaire de toutes les autres intégra-
Lions, qu'on ne parvient jamais & effectuer quiau-
tant quon pent les faire rentrer dans ce casélé-
mentaire, le senl évidemment qui , par sa nature,
soit susceptible d'éire traité directement. Cetle in-
tégration simple et fondamentale est souvent
désignée par I'espression commode de quadra-
tures, attendu que toute intégrale de ce genre
8§ f(a)dax, peut, en effet, éire envisagée comme
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représentant Vaire d'une courbe dont Iéquation
en eoordonnées vectilignes serait 3= f(x), Une
telle classe de questions correspond , dans le eal-
cul différentiel, an’cas élémentaire de la-diffé-
rentiation des fonetions explicites & une seule
yariable. Mais la quesiion intégraleest, par sana-
ture, bien antrement compliquée , et surtout
beancoup plus étendue que la question différen-
tielle. Celle-ci se réduit nécessairemen, en effet,
comme nous Vavons vu, 4 la différentiation des
dix fonctions simples, élémens de toutes celles
que Vanalyse considére. Au contraire, Yintégra-
tion desfonctions composées ne se déduil point né-
cessairement de celle des fonetions simples, dont
chaque nouvelle combinaison doit présenter,
sous le rapport da caleul intégral ; des difficalués
spéciales. De I, I'étendue naturellement indéfi-
nie, el la complication si varide de la q'ucslio?
des quadratures, sur laqueﬂe , malgré thls leset-
forts des analystes; on pusséde encore si pen de

connaissances complétes. ;

En décomposant celle question,, comme il est
naturel de le faire, suivant les diverses formes
que peut affecter fa fonclion dérivée, on dis-
tingue d'abord le cas des fonetions algébriques ,
et ensuite celui des fonctions transcendantes.
Liintégration vraiment ﬂnal}'tiql-le de ce dernier
ordre dexpressions. est jusqﬂ’icl fort peu avan-




304 PHILOSOPHIE POSITIVE,

cée, soit pour les fonctions exponentielles, soit
pour les fonctions logacithmiques, soit pour les
fonctions circulaires. On n'a fraité encore qu'un
trés-petit nombre de cas de ces trois divers gen-
ves, en les choisissant parmi les plus simples .
qul conduisent mémeordinairement i des caleuls
extrémement pénibles. Ce que nous devons sur-
tout remarquer i ce sujet sous le rapport philo-
sophique , cest que les divers procédés de qua-
drature ne tiennent 4 aucune vne générale sur
Vintégration , et consistent en de simples artifices
de caleul fort incohérens enlre eux . et dont
le nombre est trés-mllhiphé. i cause de 1'é
tendue trés-hornée de chaenn d'eux. Je dois ce-
pendant :\i:__;mlicr ici un de ces artifices qui,
sans dtre réellement une méthode d'intégration;
est néanmoins remarquable par sa généralité ¢
dest le procédé inventé par Jean DBernonilli, et
connu sous le nom de V'intégration par parties,
dlaprés lequel toute intégrale peut éire ramenée &
uneautre, qui se trouvequelquefoisétre plus facile
& obtenir. Cetie ingénieuse relation mérite d étre
1'101(,:(’ S0U8 un aulre |‘appm'1 , comme U.}"i'l!ll nlf(‘-l‘t
Ja premiére idée de cette transformation Jes unes
dans les autresdes intégrales encore inconnues,
qui arecu dans ees derniers temps une plus grande
extension, et dont M. Fourier surtouta fait

un usage si nouveaw et si imperlant pour
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s questions analylirues engendrées parla théo-

vie de la chaleur.

Quant i lintdgration des funr:!iﬂusa%réé;-{qws’
elle est plus avancée. Cependant, on ne sait en=
COore pi‘f‘ﬁ({’\l(‘. ri{:u l'(flﬁti vement anx fﬂﬂtliﬂﬂﬁ
irrationnelles, donl les intégrales n'ont été obte-
nues que dans des cas extrémement bornés, et
surtout en les rendant rationnelles. Lintégration
des fonetions rationnelles est jusquiici la seule
théorie de calcul intégral qui ait pu étre traitde
d’une maniére yraimenf compléle : sous lerapport
logique, clle en constitue done la partie la plus
satisfaisanle , mais peut-éire aussi la moins im-
portante. Il est méme essentiel 'de remarguer,
pour avoir une juste idée de lexivéme impc_rfec—
tion du calent intégral, que ee cas si pen élendu
n'est entiérement résolu que pour ee qui con-
cerne proprement Pintégration, envisagée dune
maniéreabstraite; car, dans Fexéeution, la théorie
se tronve le plus souyent, indépendamment de la
complication des ealeuls, toul-h-fail arrétée par
Timperfection de Yapalyse ordinaive , attendu
qulelle fail dépendre finalement liniégration de la
résolution algébrique des équations) ee qui en
limite singuliérement I'usage.

Pour saisic; dune manitre générale, Lesprit
des divers procédés daprés lesquels on procéde
anx quadratuzes . nons deyons reconnaitre dail-
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lears que, par leur nature, ils ne peavent étre
fondés primitivement que sur la différentiation
des dix fonctions simples, dont les résultats,
considérés sous le point de vue inverse, établis-
sent autant de théorémes immédials de caleul
intégral, les seuls qui puissent éire connus di-
vectement, tout lart de I'intéeration consistant
ensuite, comme je I'm exprimé en commencant
cette lecon , & faire rentrer , autant que possible,
toules les autres quadralures dans ce petit nombre
de quadratures élémentaires, ce qui malheuren-
sement nous est encore le plus souvent inconnu.
Dans cette énuméralion raisonnée des diverses
parties essenticlles de ealcul intégral suivant leurs
relations logiques, j'ai négligé i dessein, pour ne
pas interrompre Venchainement, de considérer
distinetement une théorie fort importante, qui
forme implicitement une portion de la théorie
générale de Pintégration des équations différen-
tielles, mais que je dois ici signaler séparément,
comme élant, pour ainsi dire, en dehors du
caleul intégral , et offrant néanmoinsle plus grand
intérét, soit par sa pL'rf{'(!lio;] rationnelle, soit
par Pétende due ses applications. Je veux pacler
de ce quon appelle les solutions singuliéres des
équations différentielies, dites quelquefois, mais
a tort, solutions f.m'r[f(tf;‘('*n_'s‘ :tui onit été le su-
jetde travaux trés-remarcuables de la part d’Enler
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et de Laplace, et dont Lagrange surtout a pré-
senté une si belle ¢t si simple théorie géndrale.
On sait que Clairaut, qui le premier, eut occa-
sion d’en remarquer lexistence, ¥ vil un para-
doxe de calcul intégral, puisque ces solutions
onl pour caractére propre de satisfaire aux
équations différentielles sans éire - néanmoins
comprises dans les intégrales générales correspon-
dantes. Lagrange a, depuis, expliqué ce para-
doxe de la maniére la plus ingénieuse et la plus
satisfaisante , en montrant comment de telles so-
lutions dérivent toujours de Findgrale générale
par la vaviation des constantes arbitraires, Il a
aussi, le premier, convenablement apprécié l'im-
portance de cette théorie, et clest avec raison
quil lui a consacré,, dans ses lecons sur le calcul
des fonctions, un si grand développement. Sous
le point de vue rationnel , cette théorie mérite
en effel toute notre attention, parle caractére de
parfaite généralité qu'elle comporte , prisque
Lagrange a exposé des procédés invariables et fort
simples pour tronver la solution singuliere de
toute équation différentielle quelconque qui en
est susceplible; et, ce qui n'est pas moins remar-
quable, ces procédés n'exigent aucune intégration,
consistant senlement dans des différentiations, et
par 13 méme toujours applicables. La différen—
tiation estainsi devenue, par un heurenx artifice,
21,
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un moyen de snppiéel- dans’ cerlaines cireon-
stances i l"imperfcnlian du caleul intégral, En
effet, eortains - problemes exigent surtout, par
leur nature, 1a connaissance de ces solutions sip-
guliéres. Telles sont, par semple, en géomeé-

trie, toutesles questions ot il s'agit de dérerminer

unie courhe d'aprés une propriété quelcongue de
sa tangente ou de son cercle osculateur. Dans
tous les cas de ez genre, aprés avoir exprimé eetle
propriété parune équation différentielle , ce sera,
sous Je rapport analytique, Téquation singuliére
qui constitucra Vobjet le plus important de la
recherche, puisqu’elle seulereprésenterala courbe
demandée,, Vintégrale générale, qui devient dés
lors inutile & connaitre, ne devant désigner aute
chose que e systéme des tangentes ou des cercles
osculatenrs de cette conrhe. On concoit aisément,
aprds cela , toute l'importance de cette théorie;
qui me semble n'éive pas encore suffisamment
appeéeice par Ja plupart des géométres.

Enfin, pourachever de signaler le vaste en=
semble de vecherches analytiques dont se com-
pose le caleul intégral proprement dit , il mereste
i menltionner une théorie fort importante dans
toutes les applications de Vanalyse transcendanté,
quee jlai 44l Jaisser en dehors du systéme commé
w'étant pas réellement destinée i une véritable
intégration , ot s proposant au contraire derem-
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placer la connaissance des iulégrales yraiment
analytiques, qui, sont le plas souvent ignorées.
Ou voit quil s'agit de la détermination des inté-
grales définies. "

Llexpression , toujours possible, des intégrales
en séries indéfinies, peutd'abord éire envisagée
comme un heureux moyen général de compenser
sonvent Vextrémeimperfection du caleul intégral.
Mais Vemploi de telles séries, & canse de- Jenc
complication et de la difficulié de découvrir la
Toi deleurs termes, est ordinairement d’une mé-
diecre uiilité sous le rapport algéhrique, bien
qWon en ait déduit quelquefois des relations fory
essentielles. (Vestsurtout sousle rapport arithmé-
tique que ce procédé acquiert une grande impor-
fanée; comme moyen de calculer ce quwon ap-
polle les intégrales’ définies , cest-ddire, les
valeurs des fonetions cherchées pour certaines va-
leurs déterminées des variables correspondantes.

Une recherche de cetie nature correspond
exnctement, dans Vanalyse transcendante; ilaré-
solution numérique des équations dans Tanalyse
ordimaire. Ne pouvant. oblenir le plus souventla
véritable inlégrale , celle guon nomme par oppo-
sition, lintégrale géndrale ow indefinie , esisi
dire, Ja fonelion qui, différentice; a preduitda
formule difiérenticlle proposée, les analystes ont
it sattacher X déterminer, du moins, sans cou-
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maitre unc telle fonetion, les valeurs numériques
articuliéres qu'elle ait en assi i

e qu'elle prendrait en assignant awx
AT g W o et doe 2 -

variables des valeurs désignées. Clest évidemment
résoudre la -question arithmétique , sans avoir
préalablenent résolu la question algébrique cor-
respondante, qui, le plus souvent, est précisé-
ment la plus importante. Une telle analyse est
done par sa nature, aussi imparfaite que nous
avons vi l'étre la résolution numérique des équa-
tions. Elle présente, comme celle-ci, une con-
fusion vicieuse du point de vue arithmétiqueavee
le point de vue algéhrique; d'ol résultent, soit
sous la rapport purement logique , soit relative-
ment aux applications, des inconvéniens analo-
gues. Je puis donc me dispenser de reproduire ici
les considérations indiquées dans la cinguiéme
legon an sujet de Talgébre. On congoit néunmoins
que, dansVimpossibilité o nous sommes presque
toujours de connaitre les véritables intégrales , it
est de Ja plus haute impertanee d'avoir pu obte-
nir au moins cette solution incompléte et néves-
sairement insuffisante. Or, c'est & quoi on est
heureusement parvenu aujourd’hui pour tous les

cas, Pévalnation des intégrales définies ayant été

vamenge i des méthodes entiérement générales,

qui ne laissent 4 désirer, dans un gmud nombhre
1 . s . 2 et

d'occasions, quune moi ndre complication des

ealculs, but vers Iur[m:] se dirigent au}nurd’hlli
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toutes les transformations spéciales des analystes.
Regardant maintenant comme parfaite cetle sorke
Qarithmétigue transcendante , la difficalié ; dans
les applications, se réduit essentiellement i ne
faire dépendre finalement 12 recherche proposée
que d'une simple détermination d'intégrales de-
finies, ce qui, évidemment, ne saurait étre 1on-
jours possible, quelquehabiletéauul_vt‘iquc qu'on
puisse employer & effectuer une transformation
aussi forcée.

Par Tenscmble des considérations indiqudes
dans cette lecon, on voit que; st le caleul diffé-
rentiel constitue , de sa nature, un systéme limité
¢t parfait auquel il ne reste plus & ajouter rien
dessentiel, le calenl intégral proprement dit, ou
Je simple traité de Fintégration, présenle néces—
sairement un champ inépuisable & Iactivité de
Yesprit humain, ndépendamment des applica-
tions indéfinies dont Yanalyse transcendante est
évidemment susceptible. Les motifs généraux par
lesquels jai taché de faire sentic, daps la cin-
quieme legon l’impasa‘ibl]ité de découyrir jamais
la résolution algébrique des équations dun degré
et d'ane forme quelconyues, ont sans aucnit doute,
infiniment plus de force encore relativement & la
recherche dun proeédé unigue d'intégration , in-
variablement applicable & lous les cas. Cest,
dit Lagrange, un de ces problemes dont an ne




Ji2 PHILOSOPHIE POSITIVE.

saurail espérer de solution genérale. Plus on mé-
ditera sur ce sujet, plus on sera convainen,, jene
crains pas de Vaffirmer, qu'une telle recherche
est tolalement chimérique, comme étant heau-
eoup trop supéricure & la faible portée de notre
intelligence, bien qie les travaux des géomdtees
doivent cerfainement augmenter d:ul.; la suite
Vensemble de nos connaissances acquises sur Fins
tégration, et crder aussi des procédés d'une plas
grande généralité. L'anelyse transcendante est
encore trop prés de sa naissanee, il y a surtout
trop pen de temps qu'elle est congue d'une ma-

niére vraimentrationelle, pour quenous puissions

nous faire une juste idée de ce iili’(‘]l(: pourra de- «

venir un jour. Mais, quelles que doivent éwenos
légitimes espér s, n'oublions pas de considéres
ayant toulJes limites imposées par notré cottslitu-
tion intellectuelle, et qui, pour n'étre passuscep-
tibles d'une détermination précise, n'en ont pas
moins une réalité incontestable.

Aulien de tendre & imprimer au caleul des
fonctions indirectes, tel que nous le concevolis

aujourd’hui, une perfeetion chimdrique,, je suis

porté i penser (e |u1's<i1|r_‘ les gi’:cmélrcs auront
épuisé les applications les plus importantes de
notre analyse transcendante actuelle , ils se erée-
ront plutét denouvellesressourees , en changeant

le mode de dévivation des quantitées auxiliaires
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intreduites poor faciliter établissement des équa-
lions, et dont la formationpourrait suivienne ip-
fimité dautres lois que la relation trés-simple qui
a été choisie, apris une conception que jai déja
indiquée dans Ja quatriéme legon. Les moyens de
celle pature me paraissent susceplibles, en cux-
mémes, dne plus grande fécondité que cenx qui
conisisteraiont seulement & pousser plusloin notre
caleul actuel des fonctions indirectes. Clest une
pensée que. je sonmels aux géométres dont les
médiiations se sont tournées vers la philosophie
générale de Ianalyse.

Du reste, quoigue jaie di, dans Vexposition
sommuire qui élait Fohjet propre de eetic legon,
rendre sensible Tétat dexteéme imperfection ou
s trouve encore leealeul intégral, on auraitunc
fausse idée des ressources générales de analyse
transcendante , si on accordait ¥ celle cousideéra-
tion une lrop gronde imporiance. 1l en est iel, en
offet, coinme dans Fanalyse ordinaive, ott lon est
parvenu & utiliser, & un degré immense, un lrés=
pelit nombre de connaissances fondamentalés sut
Ia résolution des équations. Quclrl:!e peu avanets
quils solent récllement jusquici dans la seience
des intégrations,, Jes géomélres nen ont pasmoins
tiré , de nolions abstrailes aussi pen multiplides,
la solution d’une multitude'de questions de pre-
miére imporlance en géomélrie , en mécanique
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en t]lci‘umlol_s}ie » elc. L’explic.‘itiou Iﬁliiomphi ue
de ce double fait géneral résulte de I’imporlazcg
et de la portée nécessaivement prépondérantes
des connaissances abstraites, dont la moindre s
trouve maturellement correspondre 4 une foule
de recherches concrétes, Ihomme nayant d'autre
ressource pour Vextension suceessive deses moyens
intellectuels , que dans la considération d’jdée;i
de plus en plus abstraites et néanmoins positives.
Pour achever de faire connaitre, dans toute
son étendue, le caractére philosophique de Ta-
nalyse transcendante,, il me reste & considérer une
derniére conception par laquelle l'immortel La:
grange, que nous retrouvons sur toutes les
grandes voies de la science ma tllémnlique , aren-
d’u cette analyse encore plus propre 4 faciliter
T'établissement. des équations dans les problémes
les p.]u.-; difficiles, en considérant une classe d'é
qutmus encore plus indirectes que les équations
différentielles proprement dites. Clest lo caloul
ou p_iutﬂlla méthode des variations , dont Vappré-
ciation géncrale sera Iobjet de la legon suivante:
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Sommarne. Considérations génévales sur le calcul des variations.

Afin de saisir avec plus de facilité le caractére
philosophique de la méthode des variations , il
convient d'abord de considérer sommairement Ia
nature spéciale des problémes dont la résohution
générale a nécessité la formation de cette analyse
hyperflranscendanle. Ce calcul est encore trop
prés de son origine , Jes applications en ont éié
jusqu’ici trop peu yariées , pour qu'on piit en con-
cevoir une idée générale suffisamment claire , si
jo me bornais 4 une exposition purement absLraite
de sa théorie fondamentale , bien quune telle ex-
position doive étre ensnite , sans aucun doute ,
Pobjet principal et définitif de eette legon.

Les questions mathématiques qui ont donné
naissance au calcul des wvartations consistent ,
en général , dans larecherche des maxima et des
minima de certaines formules intégrales indéter-
minées , qui expriment Ja loi analytique detel on




