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Telles sont les diverses considérations princi-
pales que J'ai cru devoir indiquer relativement an
caleul des différences finies. Cet examen complete
Pétude philosophique que jem’étais proposé d'es-
quisser pour la mathématique abstraite. Nous de-
vons maintenant procéder & un travail semblable
sur la mathématicue coneréte, ol nous nousatta-
cherons surtout & concevoir comment, en suppo-
sant parfaite lasience générale du calcul, on a pu,
par des procédés invariables, véduire & de pures
questions d'analyse tous les problémes que peu-
vent présenter Ja géoméirie et la mécanique, et
imprimer ainsi & ces deux bases fondumentales de
la philosophie naturelle, un degeé de précision
et surtout d'unité , en un mot, un caractére de
hante perfection, quune telle marche pouvait
seule Jeur communiquer.
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SommAIRE. Vue générale de la géométrie.

D'aprés Tesplication générale présentée dans
la troisiéme lecon relativement au caractére phi-
losophiquede la mathématique concréte, comparé
3 celui de Ja mathémalique abstraite, je n'ai pas
hesoin d’établirici, d’'une maniére spéciale, que la
géoméirie doitétre considérdecommeune véritable
science naturelle, seulement bien plus simple et
par suite beaucoup plus parfaite qu'aucune aulre.
Cette perfection nécessaire de la géoméirie, obte-
nue essenticllement par Papplication , quelle com-
porte si éminemment, de I'analyse mathématique,
fait ordinairement illusion sur la nature réelle
de cette science fondamentale, que la plupart
des esprits congoivent aujourd’hui comme une
science purement rationnelle, tout-A-fait indépen-
dante de Uobservation. Il est néanmoins évident,
pour quicongue examine avec attention le carac-
tére des raisonnemens géométriques , méme dans
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actuel de la géométrie abstraite , que, siles
frils gu'on y considére sont heaucoup plus liés
enlr’eux que cenx relatifs & loule aulre scicnee ,
il existe toujours eependant, par rapport & cha-
que corps éludié par les géométres, un cevtain
nombre de phénomenes primitifs, qui , n'étant
établis par aucun raisonnement , ne peuvent étre
_i':n'ud(_’-a' que sur Pobservation , el constituent la
iase nécessaire de toutes les déductions. Lier-
renr commune i cet ézard doit étre regardée
.omme un resie d'influence de Vesprit mélaphy-
sique, qui a si long-temps dominé, méme dans
les dludes géomélviques. Indépendamment de sa
gravilé logigne , eetle fausse maniére de voir pré-
sente continuellement, dans les applications de
1a péoméliric rationnelle, les plus geands inconyeé-
niens, cn ce quelle empéche de coneevoir netie-
menit le passage du coneret & Pabstrait.

La supériorité scientifique de la géomérrie
Lient, en 5(}!:61‘31 L hoeeque les phéuumélms quelle
considire sont , néeessairement, les plus nniver-
sals et les plus simples de tous. Now-seulement
tous les: corps de la nature peuvent évidemment

donner liew i des recherches géoméliriques, ansst

bien qui des recherches mécaniques, mais, de
plus, Jes plidnoménes géomélrigues subsisteraient
engore, quand méme: tonles Jes parties de P'uni-
vers seraient supposées immobiles. La gdométrie
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est done , par sa nature ]Jlti.‘o génér:!h- que la mé-
canigue. En méme temps , ses phénoménes sont
plus simples; car ils sout éyvidemment indépen-

)

dans des phénoménes mdécanigues tandis que
cenx-ci s¢ compliquent tonjours nécessairement
des premiers, 1l en est de méme, en comparanl
la géométried la thermologicabstraite, qu'on peut
coneevoir aujourd’hui depuis les travaux de M.
Fourier, ainst que je l'ai indiqué dans la troi-
siéine lecon, comme une nouvelle branche géné-
rale de la mathématique coneréle, Bn effet, les
phénomenes thermologiques; considérés mémein-
dépendamment des effets dynamigques qui les ac-
compagnent presque conslamment , surtout dans
les corps fluides, dépendent néeessaivement des
phénoméncs glométriques , puisque la forme des
corps influe sur la répartition de la chalenr.

Cest pour ces diverses raisons que nous avous
di classer précédemment la géométrie comme la
premiére. partie de la nathématique concréte,
celle dont Pétude, outre son imporiance propre,
sert de base indispensable i tontes les autres.

Avant de considérer directement. I'éiude phi-
losophique des divers ordres de recherches qoi
constituent la géométrie actuelle, il faut se faire
une idée rette et esacle de la destination générale
de celle science, envisagée dans son ensemble.
Tel estTobjet de cette legon,

2.
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On définit communément la géométrie d'une
maniére trés-vague el tont-4-fait vicieuse, en se
bornant & la présenter comme lu soience de Uéten-
due. TI conviendrait d’abord d’améliorer cette
définition, en disant, avec plus de précision,
que la gdométric a pour objet 1a mesure de I'éten-
due. Mais unc telle explication serait, par elle-
méme, fort insuffisante, bien que, au fond,, elle
soit exacte. Un apergu aussi imparfait ne peut
nullement faire connaitre le véritable caractére
général de la science géométrique.

Pour y parvenir, je crois devoir éclaircir préa-
lablement deux notions fondamentales, qui, trés-
simples ¢n elles-mémes, ont été singulidrement
obscurcies par Vemploi des considérations mé-
taphysiques.

La premiére est celle delespace, qui a donné
Jiew & tant de raisonnemens sophistiques, & des
discussions si crenses et si puérilesde la part des

métapliysiciens. Réduite 3 son aceeption positive.

ceite conception consiste simplement en ce que,
au lien de considérer V'étendue dans les corps
eus-mémes , nous lenvisageons dans un milien
indéfini, que nous regardons comme contenant
tous les corps de I'univers. Cette nolion nous est
naturellement suggérée par I ohservation , quand
nous pensons i I'empreinte que laisseraitun corps
dans un fluide ob il anrait été placé. Il est clair,
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en effet, que, sous le rapport géométrique , une
telle empreinte peut dire substituée au corps lui-
méme, sans que les raisonnemens en soient al-
térés, Quant & la nature physique de cet espace
indéfini, nous devons spontanément nous le re-
présenter, pour plus de facilité , comme analogue
au milieu effectif dans lequel nous vivons, telle-
ment quesi ce milieu était liquide, au lieu d'étre
gazeux, notre espacegéométrique seralisans doute
congu aussi comme liquide. Cette circonstance
west d'ailleurs évidemment que trés-secondaire ,
Vobjet essentiel d'une telle conception étant senle-
ment denous faire envisager I'étendue séparément
des corps qui nous la manifestent. On comprend
aisément & prior{ Vimportance de. cette image
fondamentale, puisquelle nous permet d'étudier
les phénoménes géométriques en enx-mémes ,
abstraction faite de tous les autres phénoménes
qui les accompagnent constamment dans les corps
réels, sans cependant exercer sur eux aucune in-
fluence. L'élablissement régulier de cetle abstrac-
tion générale doit dtre regardé comme le premice
pas qui ait été fait dans Pétude rationnelle de la
géométrie, qui ciit été impossible #'il avait fallu
continger i considérer avee la forme et Ja gran-
deur des corps Vensemble de totites lenrs autres
propriéiés physiques. Lusage d’une semblable
hypothése, qui est peut-ére la plus anciennc
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coneeption philesophique créde par Vesprit hu-
wait, nous est maintenant devenusi familier, que
nous avons Pelnf,’ 51 mesurer exaclement: son 1m-
portance, en appréciant les conséquences qui ré-
sulteraient de sa suppression.

Les spéculations géoméiriques ayant pu ainsi
devenir absteaites, clles ont aequis non-sculement
plus desimplicité, mais encore phus de généralité.
Tant que Fétendue est considérée d:m:\' les corps
cux-mémes, on ne pent prendre pour sujet des
vecherches que les {ormes effectivement réalisées
dans lanature, ce qui restreindrait singuliérement
le champ de la géométrie. Au confraire, en cou-
cevant Vétendue dans Vespace Vesprit humain
peut envisager toutes les formes quelcongues ima-
ainables, ce qui est indispensable pour donner &
la géoméirie un caraciére entiérementpationnel.

La seconde conceplion géométrique prélimi-
llili"e lilli‘, nous Il“_“f-[:l].'lb examiner est Cf‘]l[' d(’.'i
différentes sortes d'éiendne , désignées par les
mots de volume (1), swrface ,ligne, et méme

(1) M, Lacroix a critiqué avec raison |'expression de solide
communément empl par les gdomélres pour désigner un
volurie, 1l est cortain s en effet; que lorsque noss voulons consi-
dérer séparément une cerlaine |portion de Vespace indélini .
congi comme gazeux , nous en solidifions par I pensée Peaceinte
extévieure , en sorte quiune gre of une surface sont habituelle
mesit, pour nofre esprit, tout aussi. sulides quuo volume.: Ou
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point, el dont Pexplication ordinaire est sl pen

satisfaisante.

Quoiqu'il seit évidemment. impossible de cou-
cevoir aucune étendoe absolument privée delune
quelconque des trois dimensions fondamentales,
il west pas moins incontestable que, dans uie
foule d’occasions, méme dune utililé immédiale ;
les queslions géomélriques ne dépendent que de
doux dimensions , considérdes séparément de la
troisiéme , ou d'une seule dimension ; considérde
séparcment des deux autres. Diun, antre coi€,
indépendamment de ce motif diveet, Iétude de
Yétendue h une seule dimension et ensuite & deux
se présente clairement comne i préliminaire
indispensahle pour faciliter Vétude des corps com-
plets ou & trois dimensions ; dont la théorie im-
médiate serait trop compliguie. Tels sont les
denx motifs généraux gui obligent les géomgtues
4 considérer isolément 'étendue sous le rapport
e ou de deus dimensions, aussi bien gquene-
lativement i toutes les trois ensemble.

Cest afin de pouveir penser, d'une maniére
peemanente , i Tétendue dans denx sens ou dans
un seul , que Vespril humain se forme les notions

prut méme TemarquUeT gue, le plussouvent ,alin que les corps se

pénbtrent mutuellement avec plus de faci
senler comme CLenT Tintérienr des volumes,
du ot solide.

2oms sommes obli-

gés de neus repré:
e yui read encore plus sensible Mimpropriété
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géne'ralcs'de surface , el de ligne. Les expressions
h?rper‘bohqu.cs habituellement employées par les
glométres pour les définir , tendent 4 en faire
concevoir une fausse idée. Mais, examinées en
cllessmémes , elles n'ont d'autre destination que
de nous permetire de raisonner avee facilité sur
¢es deux genres d'étendue, en faisant compléte-
ment abstraction de ce qui ne doit pas éire pris
en considération. Or, il suffit, pour cela, de con-
cevoir la dimension que Fon veut éliminer comme
devenue graducllcmenl. de plus en plus petile,
les deux aotres restant les mémes, jusqui ce
qu'elle soit parvenue & un tel degré de téuuité
quelle ne puisse plus fixer Favtention. (Yest ainsi
qu'on acquiert naturellement lidée réelle d'une
stirface, et, par une seconde opération analogue,
l'idée d'une ligne; en renouvelant pour la lar-
geur ce quon a d'abord fait pour I'épaisseur.
Enfin, si l'on répéte encore le méme travail, on
parvient & l'idée d'un point, ou d'une étendue
considérée uniquement par rapport 4 son lien,

abstraction faite de toute grandeur , et destinée,

par conséquent, & préciser les positions. Les sur-
faces ont dailleurs évidemment la propriété gé-
nérale de circonserire exactement les volumes:

el, de méme les lignes , i leur tour, cir(:ﬁusc1'1;

vent les surfaces , et sont limitées par les points.

Mais cette considération , & laquelle on-a donné
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souvent trop d'importance , W'est que secondaire.
Les surfaces et les lignes sont donc réellement
toujours congues avee \rois dimensions ; il serait,

en effet, impossible de se représenter une sur—
face autrement que comme une plaque extréme-
ment mince , ef une ]igue aulrement que comme
un fil infiniment délié. Il est méme évident que
e degeé de ténuité attribué par chaque individu
aux dimensions dont il veut faire abstraction ,
nest pas constamment identique , ear il doit dé-
pendre du degré de fincsse de ses observations
géométriques habituelles. Ce défaut duniformité
wa dailleurs auenn inconvénient réel , puisquil
suffit, pour que les idées de surface et de ligne
remplissent la condition essentielle de leur des-
tination , que chacun se représemehzs dimensions
A négliger comme plus petites que toules celles
dont ses expériences journaliéres lui donnent oc-
casion d'apprécier la grandeur.

On doit sans doute regretter qu'il soit encore
néeessaire aujourdbui dindiguer expressément
une explication aussi simple que la préclﬁdcnte .
dans un onvrage tel que celui-ci. Mais jai crn
devoir signaler rapidement ces considérations &
cause du nuage ontologique dont une fausse ma~-
nidre de voir enveloppe ordinairement ces notions
premidres. On voit par 12 combien sont dépour-
sues de toute espéce de sens les discussions fan-
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tastiques des métaphysiciens sur les fondemens
de la géométric. On doit anssi remarquer que ces
idées primordiales sont habiluellement présentées
par les géométres d'une maniére pen philosophi-
que, puisquiils exposent , par exemple, les no—
tions des différentessortes d'étendue dans un ordre
absolument inverse de lewr enchainement natu-
vel, ce qui engendre souvent, pour 'enseignement
élémentaire, les plus graves inconvéniens.

Ces préliminaires étant posés , nous pouvois
procéder directement 3 la définition géudrale de
la géométric, en concevant tonjours cette SGIence
comme ayant pour bul. final la mesure de I'é-
tendue.

1 est tellement nécessaire dentrer i cet égard
dans une explication approfondie, fondée sur la
distinction des trois espéces d’élendue, que la
notion de mesure west pas exactement la méme
pa rapport aux surfaces et aux volumes que rela-
tivement aux ligues , en sorle que, sans cet exa-
men, on se formerait une fausse idée de la na-
tnre des questions géomélriques,

Si Yon prend le mot mesure dans son acception
mathématique directe et géndrale, qui signifie
simplement V'évaluation des rapports quiont en=
trelles des grandeurs homogénes queleonques
on doit considérer , en géométrie ; que la mesure
des surfaces et des volumes, par opposition 3
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celle des lignes ., w'est jamais congue, méme dans
les cas les plus simples et les plos. favorables .
comme seffectuant immédiatement. On vegapde

comme directe la comparaisen de denx lignes;
celle de deux swifaces on: de; denx volumes est,
an contraive’, constamment indirecte. En effer,
on eoncoil que deux lignes puissent étre super-
posées 3 mais la superpasition de deux surfaces,

o, & phus forte raison , celle de denx volumes ,
esl évidemment impossible & établir dans le plus
grand nombre des easy et, lors méme qu'elle de-
vient rigourcusement praticable , une telle com-
paraison West jamais ni commode, ni suseeptible
Lexactitude. 11 est done bien néeessaire dexpli-
quer en quoi consiste proprement la mesure yrai-
meit géométrique d'une surface on d'un volume.

1l faut considérer , pone cela, que, quelleque
puisse éie la forme dun corps, il existe toujours
un certain’ nombre de lignes. plus ou moins
faciles & assigner, dont la longuene suffit pour
déhinir exactement la grandear de sa surface on
de son volume. Lagéomélric, regardant ces lignes
comme seales susceptibles d'étre mesurées immé-
diatement, se propose de déduire, de Jear simple
détermination , Je rapport de la sucface on du
volume cherchés, i lunité de surface ou i Iunité
devolume. Ainsi Uobjet général de la géométrie,

relativement anx surfaces et-aux volumes, es
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proprement de ramener toutes les comparaisons
de surfaces ou de volumes, & de simples compa-
raisons de lignes.

Outre Ta facilité immense que présente évi-
demment une telle transformation pour Ja mesure
des volumes el des surfaces , il en résulte, en la
considérant d'une maniére plus étendue et plus
scientifique , la possibilité générale de réduire &
des questions de lignes, toutes les questions re-
latives aux volumes et aux surfaces, envyisagés
quant & leur grandeur, Tel est souvent usage le
plus important des expressions géomélriques qui
déterminent les surfaces et les volumes en fonc-
tion des lignes correspondantes.

Ce n'est pas que les comparaisons immédiates
entre surfaces ou entre volumes ne soient jamais
employées. Mais de telles mesures ne sont pas re-
gardées comme géométriques, et on o'y voit qu'un
supplément quelquefois néeessaire , quoique trop
rarement applicable, 4 insuffisance ou & la diffi-
culté des procédés vraiment rationmels, (est
ainsi que souvent on détermine le volume d'un
corps, et, dans cerlains cas, sa surface, d’aprés
son poids. De méme , en d'autres occasions, quand
on peut substituer au volume proposé un volume
liquide équivalent , on établit immédiatement la
comparaison de deux volumes , en profitant de la
propriélé que présentent les masses liguides , de
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pouvoir prendre aisément toutes les formes qulon
veut leur donner. Mais tous les moyens de cette
nature sont purement mécaniques, et la géomeé-
irie rationnelle les rejette nécessairement.

Pour rendre plus sensible la différence de ces
déterminations avec les véritables mesures géomé-
triques , je citerai un seul exemple trds-remar-
qquable , la maniére dont Galilée évalua le rapport
de Vaire de la eycloide ordinaire 4 celle du cercle
génératenr. La gdométirie de son temps étant en-
core trop inféricurella solution rationnelle d'un
tel probléme, Galilée imagina de chercher ce
rapport par une expérience directe. Ayant pesé
le plus exactement possible deux lames de méme
matiére et d'égale épaisseur, d’ont I'une avait la
forme d'un cercle et Vautre celle de la cycloide
engendsée, il trouva le poids de celle-ci con-
stamment triple de celui de la premiére , d'ou il
conclut que laire de In eyloide est iriple de celle
du cercle générateur , résultat conforme & la vé-
ritable solution obtenue plus tard par Pascal et
Wallis. Un tel succds, sur lequel diailleurs Ga-
lilée n'avait pas pris le change, tient évidemment
i Fextréme simplicité réelle du rapport cherché;
et on concoit I'insuflisance nécessaive de sembla-

bles cxpédiens, méme lorsqu'ils seraient effecti-
vement praticables.

On voit clairement, d'aprés ce qui précéde,
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en quot consislent proprement la partie d
géomélrie velative aux volumes et celle relative
aux surfaces. Mais on ne congoit pas anssi nette-
tement le eavactére de la geumoln\_ des h“n:-s
puisque nous avons semblé, pour simplifier lel-
position, considéver la mesure des lignes comme
se fesant immédiatement. 1L faut done, par rap-
port i elles, un complément d'explicalion.

A ceveflet, il soffit de distinguer, entre la ligne
droite et les lignes courbes; la mesure de la
premidre étant seale regacdée comme directe, el
celle des autres comme conslamment indivecte.
Bien que la superposition soit quelquefois rigou-
reusement Ill‘uﬁl”-abli: pour les li:_;ncs courbes , il
esl éyidenl néanmoins que la géomélrie vraiment
rationnelle doit la rejeter nécessairement, comme
ne comportant, lors méme quielle est passible,
aucune exactitude. La géométric deslignes a done
pour objet général de ramener conslamment la me-
sure des lignes courbes i celle des Jignes droites ;
el par suite, sous un poinl de vue plus élendu,
de véduire i de simples guestions de lignes droites
toutes les questions relafives a la grandeur des
courhes quelcongues. Pour comprendre la possi-
bilité dune telle transformation , il faut remar-
querque, dans toute conrbe quelconque, il existe
constamment. cerlaines droiles dont la longueur

doit suffive pour déierminer celle de la courbe.
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Ninsi, dans un eerele, il est évident que de Ja
longuenr du rayon on doit pouvoir conclure celle
de la eivconférence; de méme, lalongueur dune
ellipse ﬂ{’pcnd de celle de ses denx axes; la
longuenr duneey cloide, du diamétre du cerelegé-
nérateur, cte.; et si, aulien de considérer la tota~
Titd ile L.].]'I( e conrbe, on demande plus générale-
ment la ]ma"nenn d’un are quelcongue , il suffira

d'ajouter , aux divers paramétres reclilignes qui

déterminent Fensemble dela courbe, la corde de
Pare proposé , ou les coordonnées de ses extré-
mités. Découvrir la relation qui existe entre la
limguenr d'une ligne courbe et celle de sembla-
bles lignes droites, tel est le probléme g énéral
quion a essenticllement e vae dans la partie de
la géoméirie relative 4 Fétude des lignes:

En combinanl eette Luumdemtmn avee celles
L‘C(‘t ‘demment e\puaecs sur les volumes et sur
les surfaces , on peut se former une idée trés-netie
de la seience géoméirique , congue dans son cn-
semble, en lui assignanl pour desun.mon géné-
vale de réduire finalement les comparaisons de
Toutes le: ;Pspecca d’étendue, volumes, surfaces,
on lignes, & de simples comparaisons de lignes
dluil(': les seules regardées comme ponvant étre
offectudes immédiatement, et qui, en effet, ne
canvaient évidemment éire: ramendes & autres
plus faciles: En méme tomps quiune telle eoncep-
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tion manifeste ¢lairement le véritable caractére de
la géométrie, elle me semble propre i faire aper-
cevoir, d'un coup-d'eeil unique, son utilité e
sa perfection.

Afin de compléter rigoureusement cette expli-
cation fondamentale , il mereste d indiquer com-
ment il peut y avoir, en géomélrie , une section
spéciale relative ala ligne droite, ce qui paralt
d’abord incompatible avec le principe quela me-
sure de cetle classe de lignes doit étre toujours
regardée comme immédiate.

ElleTest, en effet, par rapport & celle deslignes

courbes, et de tous les autres objets que la géo-
métrie considére. Mais il est évident que Vesti-
mation d'une ligne droite ne pent étre envisagée
comme directe qu'autant qu'on pent immédiate-
ment porter sur elle I'unité linéaire. Or, cestce
qui présente le plus souvent des difficultés insur-
monfables, comme Jai e occasion de l'exposer
spécialement pour un autre motif dans latroisiéme
legon. On doit alors faire dépendre la mesure de
la droite proposée dantres mesures analogues,
susceptibles d'étres immédiatement effectudes. 11
y a donc nécessairement une premiére étude géo-
métrique distinele , exclusivement consacrée 4 la
ligne droile; elle a pour objet de déterminer les
lignes droites, les unes par les autres, d’aprés les
relations propres aux figures quelconques résul-
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pant de lear assemblage. Cetie partiepréliminaive
de la géoméirie ; qui semble pour ainsi dire i
perceptible quand on envisage Vensemble de la
science , estndanmoins susceptible d'nn trés-grand
développement, lorsquion veub la traiter dans
touteson étendue. Elle est évidemment d’autant
plusimportante , que, toutes les mesures géome-
triques dévant se ‘ramener; aulant que possible,
i celle des lignes droites, impossibilité de dé-
terminerces derniéres suflivait ponrerendreincom-
pléte Ja solution de ehaque question quelcongue.

Telles sont done, suivant leur enchainement
naturel ; les diverses parties fondamentales de la
géométrie vationnelle. On yoit que, pour suivre
dans son élude générale nn: ordre vraiment dog—
matique ; il faut eonsidérer d’abord la géoméirie
des lignes', en commengant par la ligne droite,
et passer ensnite & la géoméirie des surfaces , pour
traiter enfin celle des: volumes. Il yea lieu des’é-
tonner, sansdoute , guune classification mélhodi-
que qui dériveaussi simplement de la nature méme
dela science n'ait pas été constamment suivie.

Aprés avoir délerming avec précision objel gé-
néral et définitif des recherches séométriques
il faut maintenant considérer la science sous le
rapport du champ embrassé par chacane de ses
trois sections fondamentales.

Ainsi envisagée , la géométrie est évidemment
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susceplible, par sa nature, d'une extension rigou-
reusement indéfinie: car la mesure des lignes, des
surfaces ou des volmmnes, présente nécessairement
autant de questions distinctes que F'on pent con-
cevoir de formes différentes, assujetlies i des dé-
finitions exactes, ¢tle nambre en est évidemment
infini.

Les géoméires se sont bornés d’abord & consi-
dérer les formes les plus simples quela nature leur
fournissait immédiatement , ou quise déduisaient
de ces dlémens primitifs par les combinaisons les
moins compliquées. Mais ils ont senti, depuis
Descartes , que, pour constiluer la science de la
maniére la plus philosophique , il fallait nécessai-
rement la faive porter, en général; sur toutes les
formes imaginables. Tls ont ainsi acquis la cerli-
tude raisonnde que cette géométrie abstraite com-
prendrait indvitablement, comme cas particuliers,
toutes les dive formes réelles que le monde
exlérienr pourrait présenter, de facon & n'élre
jamais pris an déponrvu. 51, au coniraire, on
sétait toujours réduit  la senle considération de
ces formes naturelles, sans sy éive préparé par
une élude générale et par 'examen spéeial de cer-
taines formes hypothétiques plos simples il est
clair que les diflicultés auraicnt été le plus sou~
vent insurmontables an moment de Tapplication
efieetive. Cest done wu principe foudamental ,
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dans la géométrie vraimeni vationnelle, que la né-
eessité de considérer | autant que possible, tontes
les formes quon peul coneevoir rigoureusement.

L'examen le moins approfondi suflit pour faire
comprendre que ces formes présentent une va-
riété tout-d-fait infinie, Relativement aux lignes
courbes , en les regardant comme engendreées par
le monvement d"un point assujelti 4 une certaine
loi, il est clair qu'on aura, en général , antant de
courbes différentes que 'on supposera de loisdif-
térentes pour ce mouvement, gui peut évidem-
ment s'opérer suivant nne infinité de conditions
distinetes , quoiqu'il puisse arriver accidentelle-
ment quelquefois que de nouvelles générations
produisent des conrbes déja obtenues, Ainsi,
pour me borner aux seules courbes planes , sk un
point se meut de maniére i resler constamment
i la méme distance d'un point fixe, il cagendrera
un cercle; si clest la somme on la différence de
ses distances i deux points fixes quidemeure eons-
tante . la courbe déerite sera nne ellipse on nne
hyperbole; si clest leur produil, on auwra une
courhe tonte différente; sile point s'éearte lonjours
également d'un point fixe et d'une droile fize, il
décrira nne parabole ; s'il tourne sur un eerele cn
]:Ilélll() tf.'mph l]'[li’- CC CC (.'jc I'UU}C sur une ]jg[[('
droite’, ouaura unc cyeloide;; 84l savauce lelony

d'une droite, tandis que cetle droile, fixde par

ah
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une de ses exteémités, tourne d’upe maniére
quelcongue il en résuliera ce (|u’un appelle , en
général ; des spivales quiy & elles seules, présen-
tont évidemment autant de courbes parfaitement
distincles , qu'on peut supposer de relations diffé-
rentes enteer ces denx mouvemens de translation
ct de rolation ; etc, ete. Chacune deces diverses
courbes pentensuite en fournir de nouvelles, par
les différentes constructions générales que les
géometres ont imaginées , el qul dennent nais-
sance aux développées ; aux reloides , aux
causliques , €Lo: 5 €le. Enfin il existe dvidem-
ment une variéié encore plus grande parmi les
courbes & double courbure.

Relativement aux surfaces, les formes en sont
nécessairement bien plus diverses encore, en les
regardant comme engendrées par le mouvement
des ligues. En effét, la fornie peut alors vasier ;
nott seulement en considérant, comme dans les
conrlhes,  les difféventes lois en nombre infint

ausquelles peut éire assujetti le mouvement de
Ia ligne génératrive,, mais aussi en supposant (que

cette ligne dlle-méme vienue i changer de na-
ture,, ce qui n'a pas d'analogne dans les courbes,
Tes points qui les décrivent ne pouvant avoir at-
cune figure distincle. Deux classes de condilions
trés-diverses penvent douc faire varier. les formes
des surfaces . tandis quil n'en existe qu'nne seule
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pour les lignes. Il est mutile de eiter spécialement
une série d‘exemples propres A vérifier cette mul-
tiplicité doublement infinie ¢u’on remargue par-
miles surfaces. Tl suffirait, pour sen faire une
idée, de considérer Pextréme variétd que pré-
sente le senl groupe des surfaces dites réglées ,
Cest-a-dire engendrées par une ligne droite, €t
qui comprend toute la famille’des surfaces ey-
lindriques, celle des surfaces coniques, la classe
plus générale des surfaces développables quel-
cofigics, ete. Par rapport aux volumes, il n'ya
lien & ancune considération spéciale, puisquiils
ne s¢ distinguent entrenx que par les surfaces
qui les terminent. y

Afin de compléter cet apergu géométrique, il
fant ajonter que les surfaces elles-mémes fournis-
sent un nouvean moyen géneral de concevoir des
courbes nouvelles, puisque toute courbe peut étre
envisagée comme produite par Vinterseetion de
deux surfaces. Cest-ainsi, en cffer, quiont été
ohtennes Jes premiéres lignes quion puisseregar-
der comme yraiment inventées par les géomiéires,
puisque la nature donnait immédiatement Ja'li-
gne droite et le cerclo. On sait que Tellipse,, 1a
parabole et Uhyperbole, les seules courbes com-
plétement étudides par les anciens , javaient €té
seulement congues , dans Forigine, comme résul-
tant de Vintersection d’unl cone & base eireulaire
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par un plan diversement situé. 11 est évident que
par Femploi combiné de ces différens moyens gé-
néraux pour Ja formation des lignes et des surfa-
ces, on pourrait produile une suite rigoureuse-
ment infinie de formes distinctes, en partant
seulement d'un trés-petit nombre de figures diree-
tement fournies par I'olservation.

Du reste, tous les divers moyens immeédials

pour Uinvention des formes, n'ont presque plus
aucune importance, depuis que la géométrie ra-
tionnelle a pris, entre les mains de Descar-
tes, son caractére définmitif. En effet, comme
nous le verrons spécialement dans la douziéme
]l‘(“.ml , Pinvenlion des formes se réduit Lluioul'-
d'hui & Tinvention des équations , en sorte que
rien n'est plus aisé que de coneevoirde nouvelles
lignes et de nouvelles surfaces , en changeant i
volontélesfonctions introduitesdansleséquations.
Ce simple procédé abstrait est, sous ce rapporl ,
infiniment plus fécond que les ressources géo-
métriques directes, développées par limagination
la plus puissante, qui sappliquerait uniquementi
cel ordre de conceptions. Il explique d'ailleurs, de
la maniére Ja plus générale et la plus sensible, la
variété néeessairement infinie des formes géomé-
triques , qui corvespond ainsi A la diversité des
fonctions analyliues, Enfin, il montre non moins
clairement que les différentes formes de surfaces
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doivent étre encore plus multipliées que celles
des lignes , puisque les lignes sont représentdes
analyliquement par deséquations i deunx variables,
tandis que les snrfaces donnent lien & des équa-
tions 4 trois variables , qui présentent néeessaire-
ment une plus grande diversité.

Les considérations préeédemment indiquées
suffisent pour montrer nettement Vextension ri-
goureusement infinie«ue comporte, par sa nature,
chacune des trois sections générales de la géomé-
trie, relativernent aux lignes, aux surfaces et aux
volumes, en résultat de la variéié infinie des corps
A mesurer.

Pour achever de nous faire une idée exacte: et
suffisamment étendue de la pature des recher-
ches géométriques , il est maintenant indispensa-
ble de revenir sur la définition générale donnée
cidessus , afin de la présenter sous un nouveaun
point de vue, sans lequel T'ensemble de la seience
ne serait que fort imparfaitement eongn.

En assignant pour but & la géométrie la mesure
de toutes les sortes de lignes, de swrfaces et de
volunies, cest-i-dire , comme je Vai expliqué ,
la réduction de toutes les eomparaisons géométri-
quesa desimples comparaisons de lignes droites,
nous ayons évidemment Pavantage d'indiquer une
destination génél'aie trés-précise et trés-facile &
saisiv. Mais, si Geartant toute définition ; on
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examine la composilion cffective de la seience
géomélrique , on sera d'abord porté & regarder 4
définition précédente comme  beaucoup - trop
étroite; car il n'est pas douteux que la majeure
partie des recherchies qui constituent notré géo-
wéleie actuelle ne paraissent nullement, avoir
pous ohjet la mesure de Fétendue: Glest proba-
Wement une telle considération qui. maintient
encore, pour la géométrie , usage de ces défini-
Lions vagues , quine comprennent loul que parce
qu’vllus ne caractérisent rien. Je crois néanmoins,
malgré cette objection fondanientale , pouvoir
persister & indiquer la mesurs de I'étendue comme
le but général ‘et uniforme de la science géomé-
triqu(:, el en vV comprenant (!ept:m!.mt tout ce
(ui entre dans sa composition réelle, En effet ,
sty an lien deseborner 4 considérer isolément
Tes diverses recherches géoméiriques, on sattache
asaisiv: les. questions principales, par rapporl
auxquelles toutss les antres, quelqueimportanies
qu'clles sotent ;- ne daivent étve rvezarddes (‘[uc
comme secondaires, on finira par reconnaitie
que la mesture des lignes , des surfaces et des/vo-
jumes, estle but invaviable, quelquefois direct,
et le plus:souvent indirect de:tous les travanx
aéométriques. Cette praposition générale. dlant
fondamentale . puisquiclle peut senle donnes! i
notre: définition: towic s valeut il estibdispen-
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sable d’entrer i ce sujet dans quelques dévelop-
lJ(‘"ll.‘flS.

En :examinant avec attention les recherches
geomélriques qni ne paraissent poivt se rapporier
4 la mesure de Pétendue , on teouve qu'elles con-
sistent- essentiellement dans Vétude des diverses
propriétés de chaque ligne ou de chaque surface,
clested=dire ; en termes précis, dans la connais-
sance des différens modes de génération , ou du
moins de définition, propres & chaque forme quie
Voni considére. Or,; on pent aisément établir , de
la maniére la plus générale, la relation néeessaire
d'nne telle étude avee la question de mesure,
pour laquelle la conmaissauce la plus eompléte
possible des propriétés de chaque forme est un
préliminaire indispensable. Cest ce qud concou- .
rent & prouver deux considérations également
fondamentales, quoique de nature lout-i-fait
distinete.

La premiére, purement scienlifique, consiste
a remarquer que si Pon ue connaissait, pour
chague ligne ‘ou pour: chague surface , ‘dautre
propriélé  caractéristique que celle d'aprés la-
quelle Jes géométres Pont primitivement concue,
il serail le plus souvent impossible de paivenic:d
fa solution: des  questions Telatives i sa mestme.
B effet ;' ill est facile de sentir que les différentes
définitions dout uhaquc forme est suseeplible ne




