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bt , que la destination essentielle de celte re-
cherche doit continuer  la faire classer plus
convenablement parmi les questions de méeani-
que; quoigue, par sa nature propre , et aussi par
le caractére analytique de la méthode correspon-
dante, elle appartienne réellement 4 la géomé-
trie, ce qui m'a engagé i Vindiquer ici par anti-
cipation. :

Telles sont les principales questions fonda-
mentales dont se compose le systéme acluel de
notre géoméirie générale i deus dimensions. On
voit que;, sous le rapport analylique, elles peu-
vent étre nettement distinguées en trois classes:
la premiére , comprenant les recherches géomé-
triques qui dépendent sealement de I'analyse or-
dinaire; la seconde, celles dont la solution exige
Pemploi du calcul différentiel ; la troisiéme, en-
fin, celles qui ne peuvent étre résolues qu'a Taid e
du calenl intégral.

11 nous reste maintenant & considérer sous le
méme aspect, dans la lecon suivante, Fensemble
de la géoméirie générale 4 trois dimensious.

MATHEMATIQUES.

QUATORZIEME LECON.

Soamare. De la gdométrie generale & trols dimensions.

Létude des surfaces se compose d'une suite
de questions générales exactement analogues 3
celles indiquées dans la legon préeédente par
rapport ans lignes. Il est inutile de considérer
iei distinctement celles qui ne dépendent que de
Vanalyse ordinaire, car elles s¢ résolvent par des
méthodes essentiellement semblables; soit qu'il
s'agisse de connaitre le nombre des points néces-
saires & lentiére détermination d’une surface,
soit qu'on Soecupe de la recherche des eentres,
soit quion demande les conditions préeises de Ia
similitude entredenx surfaces du méme genre, etc.
M'n'’y a dautre différence analytique que d'en-
visager des équations & trois variables au lien d'é-
quations i deux variables. Je passe donc immé-
diatement aux questions qui exigent Vemploi de
Fanalyse transcendante, en insistant seulement
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sur les considérations nouvelles qu'elles présen-
tent relalivement aux sucfaces.

La premiére théorie générale cst eelle des plans
tangens. En se servant de Ja méthode infinitési-
male proprement dite, on pent aisément trouver
Péquation du plan qui touche une surface quel-
conque en un point donné, et qui est alors défi-
ni eomme coincidant avee la surface dans une
étendue infiniment petite tout autour du point
de contact. Il suffit, en effet, de considérer que,
afin de remplir une telle condition, Iaceroisse-
ment infiniment petit recu par Tordonnée verl
cale en résultat des aceroissemens infiniment pe-
tits des deux coordonnées horizontales , doit ére
le méme pour le plan que pour la surface; el ce-
la indépendamment d’aucune relation détermi-
née entre ces deux derniers accroissemens, sans
quoila coincidence n'aurail pas licu ex tont sens.
Diaprés ceite idée, lanalyse donne immédiate-
ment I'équation générale :

pour celle du plan tangent , A el désignant
les coordonnées du point de contact. La déresmi=
nalion de ce plan, dans chaque cas particulier,
se tronve ainst rédnile & une simp]e différentia=
tion de Péquation de la surface preposée.
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On peul aussi obtenir cette équation générale
du plan tangent, en faisant dépendre sa recher-
che de laseule théorie des tanzentes aux courlies
planes. 11 faul, pour cela, considérer ce plan,
ainsi gw'on le fait hubituellement en géométrie
descriplive, comme déterminé par les tangentes
it deux sections planes quelconques de la surface
passant au point donné, En choisissant les plans
de ees sections paralléles 3 denx des plans coor-
donnés, en parvient sur-le-champ équation
précédente. Cette maniére de concevoir le plan
tangent donne lien d'établic facilement un im-
portant théoréme- de géoméivie générale, que
Monge a démontré le premier, e qui consiste en
ce que les tangentes & toutes les courbes quion
peut tracer en un méme pciln sur une surface
quelconque sont toujours eomprises dans un
méme plan. -

Eunfin, il est encore possible de parvenir 4 I'é-
quation générale du plan tangenten le considé-
rant comme perpendienlaire 4 la normale ¢orres-
pondante, et définissant celle-ci par sa propriété
géométrique directe d'dtre le chemin maximum
ou minimim pour aller d'un point extérieur ila
surface. La méthode ordinaire des mawima et
minima suffit pour former , d'aprés cette notion,
les deux équations de Ja normale, en appliquant
cette méthode & V'expression de la distance entre
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deux points, Iun situé sur la surface, lautre
extérieur, donl lepremier congu comme variable,
est ensuite supposé fixe quand les conditions ana~
Iytiques ont €té exprimées, tandis que lesecond,
primitivement constant, est alors envisagé, com-
me mobile, et décrit la droite cherehée. Les équa-
tions de la normale une fois obtcnues, on en
déduit aisément celle du plan tangent. Celle in-
génieuse maniere de Vétablir est éealement due &
Monge.

La question fondamentale gue nous venons
d’examiner devient, comme dans le cas des cour-
bes, la base @um grand nombre de recherches
relatives 4 la détermination du plan tangent,

lorsqu'on vemplace le point de contact douné

par d'autres conditions équivalentes. Le plan
tangentne peut point évidemment élre déterming
par un senl point donné extéricur , comme Test
la tangente ¢ il fant Passujétiv 4 contenir une
droite donnée; & cela prés, lanalogie cst parfaite,
et les deux questions se résolvent de la méme ma-
niére. Il en est de méme si le plan tangent doit
étre paralléle & un plan donné, ce qui fixela
valeur des deux constanies qui assignent.sa di-
rection, et par suite détermine les coordonndes
du point de contact , dont ces constantes sont,
pour chaque surface désignée, des fonctions con~
nues. Enfin on peut aussi trouver eomme dans
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les courbes, la relation nilza]ylique qui exprime
généralement lo simple phénoméne du contact
entre un plan et une surface, sms spécifier le
lien de ce contact ; d’on résulte parcillement la
solution de plusieurs questions relatives aux plans
taugens , entr'autres celle qui consiste & déter-
miner un plan qui touche & lafois trois surfaces
queleongues données, recherche analogue & celle
de la tangente commune 4 deux eourhes,

La théorie généraledes contacts plus on moins
intimes qui penvent exister entre deux surfaces
queleouques par suite des relations plus on moins
nombreuses de leurs équations, se forme daprés
une méthode exactement semblable @ celle indi-
quée dans la legon préeédente relativement aux
conrbes, en exprimant, & Taide de Ja série de
Taylor pour les fonctions de denx variables, la
distanes verticale des denz surfaces en un second
point voisin de Tent point d'intersection, et dont
les ccordonnées horizontales auraicnt reeu deux
accroissemens & et k& entiérement indépendans
Pun de Fauire. La considération de cetie distanee,
développée selon les puissances croissantes de
et k, et dans lexpression de laquelle on suprime-
Ta suCcCssi\'E.'ulL‘ut E(.'S t(.‘l']'lles Li'll pl“cmict‘ degré
en f et &, ensuite ceux du second, etc, détermi-
nera les conditions analytiques des conlacls de
différens ordres que peuvent avoir les dewx sur-
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faces suivant le plus ou moins gr;md nombre de
constantes arbilriires contenues dans I'équation
genérale de celle qu'on regarde comme variable.
Moais, malgré la conformité de méthode, cette
théorie présentera avec celle des courbes une
différence fondamentale relativement an nombre
de ces condilions, par suite de la nécessilé oi I'on
se tronve dans ce casde considérer denx accroisse-
mens indépendans an liew @un seul. Il en ré-
sulte, en effet, que, afin que chague contacl ait
lien dans tous les sens possibles autour du point
commun, on doit annuler séparément tous les
différens termes du méme degré correspondant,
et, dout le nombre augmentera d’aulant plus que
ce degré ou l'ordre du contact sera plus ¢levé
Ainsi, :iprés la condition de ]’égﬂli[é des denx or
données verticales z nécessaire pour la simple in-
tersection, on lronyera que le contact du pl‘emiel'
ordre exige, en outre, denx relations distinctes,
consistant dans Fégalité respective des deux fone-
tions dérivées partielles dupremier ordre propres
a chaque ordennée verticale, En passant au con-
tact du second ordre, il faudra ajouter cncore
trois nouvelles conditions, i cause des trois ter=
mes distincts dn second degré en ki et k dans
Vexpression de Ia distance , et dont Ja suppression
compléte exigera Iégatité respective des trois fonc-
tions dérivées partielles du second ordre relatives
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au = de chaque surface. On trouvera de la ménie
maniére quele contact du troisiéme ordre doune
lieu en outre & quatre autres relations, et ainsi
de suite, le nombre des dérivées partielles de
chacque ordre restant constamment égal au nom-
bie de termesen etk da degré correspondant.
11 est aisé d'en conclure, en général, que le nom-
bre total des conditions distinctes nécessaires an

Fa
contact de Pordre 7, a pour valeur Mf

tandis que dans les courbes, il était simplement
égl & n—-1.

Par suite de cette seule différence essentielle,
la théorie des surfaces est loin d'offrir & cet égard
la méme facilité et de comporter la méme per-
fection que celle des eourbes. Quand an se horne
au contact du premier ordre, il y a parité com-
pléte, puisque ce contact wexige que trois con-
ditions , auxquelles on peut loujours satisfaire &
Faide des trois constantes arbitraires que ren-
ferme D'équation générale d'un plan; de li ré-
sulte , comme cas particulicr, la théorie des plans
tangens, exactement analogue i celle des tan-
gentes aux courbes , et présentant la méme utilité
pour étudier la forme d'une surface quelconque.
Mais il w'en est plus ainsi lorsqn’on considére le
contact du second ordre, afin de mesurer la cour-
bure des surfaces. 11 serait naturel alors de com-
parer toutes les surfaces 4 la sphére, la seule qui
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présente une courbure uniforme, comme on com-
pare toutes les courbes au cercle. Or, le contact
du second ordre entre deux surfaces exigeant six
conditions, tandis que I'équation la plus générale
d’une sphérc contient seulement quatre con-
stantes arbitraires, il n'est pas possible de trou-
ver, en chaque point d'une surface quelconque ,
unc sphére qui soit complétement osculatrice en
tous sens , an lien que nous avons vu un arc de
courhe infiniment petit pouvoir toujours dire
assimilé i un certain arc de cercle. ’aprés cetie
impossihilité de mesurer la eourbure d'une sur-
face en chaque point i Iaide d’une seule sphére ,
les géomeétres ont déterminé les coordonnées du
centre et le rayon d’une sphére qui, au licu d'étre
osculatrice en tout sens indistinctement, le scrait
seulement dans une certaine direction particulic-
re, correspondante 3 un rapport donné entre les
deux accroissemens h et k. 11 suffit alors, en ef-
fet, pour établir ce conlact dun second ordre re-
latif, d'ajouler, aux lrois eonditions ordinaires
du contact du premier ordre, la condilion uni-
que qui résulte de la suppression totale des ter-
mes du second degré en 4 et k envisagés eollecti-
vement, sans qu’il soit nécessaire de les annuler
chacun séparément ; le nombre des relations se
trouve par 13 seulement égal & celui des con-
stantes disponibles cenfermées dans Iéquation gé-
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nérale de la sphére, qui est ainsi déterminde.
Ce procédé se réduit proprement & étudicr la
courbure d’'une surface en chaque point par celle
des différentes courbes que tracerail, sur cette sur-
face une suite de plans mends par la normale
correspondante.

Daprés la formule générale qui exprime le
rayon de courbure de chacunie de ces sections nor-
malesen fonction de sa direction, Euler, augnel est
essentiellement due toute cette théorie, a décou-
vert plusieurs théorémes importans relatifsa une
surface quelconque. Il.a d'abord aisément établi
que, parmi Loutes les séctions normales d'une sut-
face en un méme point, on en pouvait distinguer
deux principales , dont la courbure, comparée
4 celle de toutes les antres, était un mingmum
pour la premiére, etun maaximum pourla seconde,
et dont les plans présentent cetie eirconstance
remarquable Iéive constamment perpendiculaires
entee cux. Il a fait voir ensuite que, quelle que
pitt étre la surface proposée, et sams quil fiit
méme néeessaire de la définir, la courbure de ces
denx sections principales suffisait scule pour déter-
miser complétement celled’une autre section nor-
male queleongue, A Laide d'une formule inva-
riable et teés-simple, dlaprés linclinaison du
plan de cetic section sur celui de la seetion
de plus grande ou de plus petite conrbure.
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En considérant cette formule comme ]’éthatmu
polaire d'une certaine courhe plane, il en a dé-
duit une ingénieuse construction , éminemment
r‘rrnarqwmlﬂu par sa généralilé ev par sa simplicité.
Llic consiste en ce que, si U'on construitune el-
lipse telle que les distances d'un de ses foyers anx

deux extrémités du grand axe soient égales aux

deux rayons de courbure maximum et minimin,
le rayon de courbure de toute autre section nor-
male sera égal 4 celni des rayons vecteiirs de Vel-
lipse qui fera avee Faxe un angle double de I'in~
clinaison du plan de cette scetion sur celui d’une
des sections principales. Cette ellipse se change
en une hyperbole construite de la méme maniére,
quand Ies deux sections principales ne tournent
pas leur concavité dans le méme sens : enfin
elle devient nne parabole, lorsque la surface est
du genre de celles qui peuvent étre engendrées
par une ligne droite, on qu'elle présente une in-
Sexion au point que I'on considére. De celte belle
propriélé fondamentale, on a conclu plus tard
un grand nombre de théorémes secondaires plus
ou moins intéressans, que ce west pas ici le lien
dindiquer. Je doisseulement signaler le théoréme
essenticl par ltqum} Meunier a complélé le travail
dT"l‘.lcr, en rattachant la courbure de toutes les
courbes queleonques qui peuvent étre tracées sur

une surface en un méme point, i celle des sections
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normales , les seules qu'Euler efit considérées. Ce
théoréme consisie en ce que le eentre de cour-
bure de tonte section oblique pent éire envisagé
comme la projection sur le plan de cette section ,
du centre de courbure correspondant & Ja section
normale qui passerait par la méme fangente :
Lot Meunier a déduit une construction fort sim-
ple, daprés laguelle, par Temploi d'un: cercle
analogue & Tellipse d'Euler , on déiermine la
courbure des seclions obliques ; connaissant eclle
des sections normales; en sorle que , par la com-
hinaison des deus théorémes , la senle coutbure
des denx seetions normales prinerpales suffit pour
obtenir celle de toutes Jes aulres courbes qu'on
pent tracer sur une surface d'nne maniére quel-
conque en chaque poinl considdré,

La théorie précédente permet d'éludier com-
plétement, point par point, la conrhure d'une
surface queleongue. Afin de lier plus aisément
entre elles les considérations relatives aux divers
poinis d'une méme surface ,’ les géomeélres onk
cherché déterminer ce qu'ils appellent les lignes
de cowrbure dune surface , cest-i-dive, celles
qui jouissent de la propriété que les normales
conséculives i la surface peuvent y étre regarddes
comme (‘.ﬂ[ﬂprisc’s d(\l]s un DU’EIHL‘, 1)‘--’“1. Eli Ghﬂ‘
que point d'une surface queleongue il existe
deux de ces lignes, qui se trouvent élre con-
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stamment perpendiculaires entreelles, et dontles
directions coincident i leur origine avec celles des
deux sections normales principales considérées ci-
dessus, ce qui pent dispenser d'envisager distine-
tement ces derniéres. La détermination de ces li-
gnesde courbure seffectue trés-simplement sur les
surfaces les plus usuelles, telles que les surfaces cy-
l]n[lrif[ul‘,s 5 cuuiques, et de révolution. Cette
nouvelle considération fondamentale est d'ailleurs
devenue le point de départ de plusieurs autres re-
cherches générales moins importantes , comme
celle des surfuces de courbure , qui sont les liewx
géométriques des centres de courbure des diver-
ses sections principales ; celle des surfaces déve-
loppables formées par les normales & la surface
mendes aux différens points de chaque ligne de
courbure , ete.

Pour terminer Fexamen de la théerie de la
courbure, il me reste & indiquer sommairement
ce qui se rapporte awx courbes a double courbure,
cest-idire, 4 celles qui ne peuvent étre conte-
noes [1{!'[]\' un 1}]21]].

Quant 4 la détermination de leurs tangentes |
elle wloffre évidemment ancune difficulté, 5i la
courhe est donnde analytiquement par les équa-
tions de ses projections sur deux dos plans coor-
données , les équations de sa langente seront sim-
{nlr_‘mr'il'[ celles des tangentes 4 ces denx [u'ojet:-
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tions, cequi fait rentrer la quus!iml dans le eas
des eourbes planes. 8i , sous un point de vue plus
géuéral, Ia délinition anai’yLit{ue de la courhe
consiste , atnsi que Findique la douziéme legon
dans le systbme des équations des deux surfaces
quelconques dont elle serait Tintersection, on
vegardera la tangente comme étant Fintersection

des plans tangens 4 ces deux surfaces, et le pro-

Liéme sera ramené & celni du plan langent , ré—
solu ci-dessus.

La ‘courbure des courbes de cette nature
donne lieu & Pétablissement dune notion nouvelle
fort importante. En efet, dans unecourbe plane,
la courhure se teouve étre suflisamment appréeide
en mesurant Uinflexion plus ou moins grande des
élémens consécutifs les uns sur les autres, qui
est estimée indirectement par le rayon du cerele
osculateur. Mais il n'en est nmllement ainsi dans
une conrbe: qui n'ést point plane, Les élémens
conséentifs n'étant plus alors contenus dans un
méme plan , on ne peut'aveir une idée exacte de
la courbure qu'en considérant distinetement les
angles qu'ils forment entre ewx et aussi les ineli-
naisons mutnelles des plans qui les comprennent.
11 faut done, avant tout, eommencer par fixer
ce quon doit entendreé d chague instant par le
j;!a?: dela courbe s

2

est-d-dire , celui que déter-
minent trais poinis infiniment voisins , et 'qu’on
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appelle, pour cette raison, le plan osculateur,
quichange continuellement d’un point i un aulre,
La position de ce P]‘\ll'i ane fois oblenue, la me-
sure de la courbure ordinaire, i aide du cercle
osculateur, ne présente plus éyidemment ancnne
difficulté nouvelle. Quanté laseconde courbure,
elle est estimée par Vangle plus ou moins grand
que forment entre eux deux plans osculateurs
conséeulifs, et dontil estaisé de trouver généra-
Jemenl Dexpression anal ytigue. Pour établic plus
d’analogie entre la théorie de celie courbure et
celle de la premiére, on ponrrait également Jla
mg::rder comme mesurée indirectement d’aprés
le rayon dela sphére osculairice qui passerait
par q‘uairf’. points infiniment voisins de la conrbe
propasée, et dont I'équation se formerait de la
méme manidre que celle du plan osculatevr. On
Vapprécie ordinairement par Ja courbure maxi-
mum que présente, au point considéré, la sur-
face développable qui est le lieu géométrique de
toutes les langentes 4 la courbe proposée.

Nous devons passer mainlenant & l'indication
des questions de géoméirie générale & trois di~
mensions qui dépendent du caleul intégral; elles
comprennent la quadralure des surfaces courbes,
e‘, E',l Cllb.’_[tu[‘i" L'!,\L’i VU}UHI(‘S L'.EJ!'rE::PUlldflnS-

Relatiyement & la quadrature des surfaces cour-
hes, il fout, pour établiv Véquation différentielle
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générale, concevoir Ja surface partagée en élémens

plans infinimens petils dans ‘tons les sens, par

quatee plans perpendicnlaires denx & deux anx
axes des coordonnres @ et 1. Chacun de ces ¢lé-
meus, situé dans le plan langent correspondant ,
aurait éyidemment pour. projection herizontale ,
le rectangle formd par les différentielles des deux
coordonndes hovizontales, et dont Vaire sdrait
dady. Gelte aire donnera celle de Félément lui-
méime , dapres un théoréme élémentaire fort sim-
ple, en la divisant par le cosinus de Fangle que
fait le plan tangent avec le plan des -, 5. On
trouvéra ainsi que Texpression de cet élément est
généralement ;

«".5':1'!’.1,@;'\/”]?_;__‘%,_(_1

(lest dono. par Ia double intésration de cette for-
mule différentielle & denx variables qu'on connats
tra, dans chaque cas particalier, Taire de la sur-
face propo:ée; autant que pourra le permetire
Vimperfeetion aciuelle. du caleul intégral. Les
limites dechaque intégrale snceessive seront dé-
terminges par la natuce des surfaces dont Vinger-
seclionavee celle que l'on considére devra circon-
serire I'étendue & mesurer, en sorte que, dans
Vapplication de;cette méthode générale, il fandra
apporter wn soin particulier 4 fa maniére de fixer
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les constantes arbitraires ou les fonctions arbitrai-
res introduites par Fintégration.

Relativement & la cubature des volumes termi-
nés par les surfaces courbes, le systéme de plans
a l'aide duquel nous venons de différentier aire,
peut aussi servir immédiatement & décomposer le
volume en élémens polyédres. Il est clair, en effet,
quelespaceinfiniment petitdu second ordre com-
pris entre ces quatre plans, doit étre envisagé,
suivant lesprit de la - méthode infinitésimale,
comme :?'gﬁ an pm-allélipi pede 1‘&:{:\115;18 ayant
pour hauteur Iordonnée verticale = du point que
l'on considére et pour base le rectangle dxdy,
puisque leur différence est évidemment un infini-
ment petit du troisiéme ordre, moindre que
dzdyds. Daprés cela, un des plus simples théo-
rémes de la géomélrie élémentaire fourniva direc~
tement; pour Lespression différentielle duvolume
cherché, I'équation générale

&V =zdvdy;
d'oiFon déduira; par une double intégration, dans
chagque cas particulier, la valeur effective de ce vo-
lume, en ayant le méme égard que précédemment
4 la délermination des limitesde chaque intégrale,
conformément & la nature des surfaces qui devront
circonscrive latéralement le volume proposé.

Sans entrer ici dans aucun détail relatif 4 1a so-
lution définitive de Tune ou de Iautre de ces
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deux questions fondamentales, il pent étre ufile
de remarquer, d'aprés les équations différentielles
précédentes , nne analogie générale et singuliére
qui existe nécessairement entre elles, et qui per-
mettrait de transformer toute recherche relative
ala quadrature en une recherche cor respondante
relative & la cubature. On voit, en effet, que les
deux équations différentielles ne différent que par

le changement de zen e+ ;:.:‘?-, -1 en pas-
santdela seconde 3 la premidre. Ainsi Faire d'une
surface conrbe quelcongque pent étre regardee
comme numériquement égale aun volume dnn
corps terminé par une surface dont ordonnée
verlicale aurait & chaque instant pour valeur la
séeanle de Fangle que faitavec le plan horizontal
le plan tangent corvespondant 4 la surface primi-
tive, les limites étant d'ailleurs supposées respec-
tivement les mémes,

Pour terminer Texamen philosophique de Ia
géométrie générale & trois dimensions, il me reste
4 considérer sommairement la belle coneeption
fondamentale établie par Monge relativement 4 1a
classification analytique des surfaces en familles
naturelles , qui doit étre regardée comme le per-
fectionnement le plus important quait regu la
science géométrique depuis Descartes et Leib-
nilz.

TOME 1. 36
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Quand on se propose détudier, sous un point de
vue général , les propriétés spéciales des diverses
surfaces, la premidre difficulié qui se présente
consiste dans Pabsenee d’une honne classification,
déterminée par les caractéres géométrigues les
plus essentiels, et d’ailleurs suffisamment simple.
Dés Ta fondation de la géométrie analytique, les
géométres onl €té mvulom:uremcnt conduits &
classer les surfaces, comme les courbes, par la
forme et le degré de leurs équations, scule con-
sidération qui S’offrit dellemémed TPesprit pour
servir de base & une,distinction dont I'importanece
Pavait dabord ¢té nullement sentie, Mais il est
aisé de voir que c¢ principe de classification, con=
yenablement applicable anx équations du premier
et du second degré, ne remplit aucune des condi-
tions prineipales awgquels doit satisfaire un tel
travail. En effet , on sait que Newton, en discu-
tant Péquation générale du troisiéme degré adeux
variables, pour se horner i la simple énumeération
des diverses conrbes planes quelle peut représen-
ter, a reconni que , bien quelles fussent toutes
nécessairement indéfinies en tout sens, on devait
en distinguer 74 espéees pacticuliéres, anssi diffé-
rentes les unes des autres que le sont enire elles
les trois eourbes du second degré. Quoique per-
sonne n'ait analysé sous le méme point de vue I'é-

quation générale du quatriéme degré 3 denx va-
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viables, il n'est pas doutenx qu'elle ne diit faire
nailre un nombre beaucoup plus considérable en-
core de courbes disiineles ; el ce nombre devrait
évidemment angmenter avec une prodigieuse rapi-
dité d'aprés le degré de ]Cq_uattan. Si mainlenant
Ton passe aux équations & trois variables, qui,
vu leur plus grande complication , présentent né-
cessaivement bien plus de variété, il est incontes-
table que le nombre des surfaces yraiment distine-
tes qu'elles peuvent exprimer doit éire encore
plus muluplié, et eroiire beaucoup plus rapide-
ment d'aprés le degré. Cette multiplicité deyient
telle, quonsest toujours borné & analyser ainsi les
équations des deux premiers degrés , aucun géo-
métre n'ayant tenté pour les surfaces du troisiéme
degré ce qu'a exdéeulé Newton pour les courbes
correspondantes, Il suit done de cetle considéra-
tion évidente que quand méme Pimperfection
de lalgébre ne sopposerait pas & emploi indé-
tini d'nn procédé semblable, la classification gé-
nérale des surfaces par le degré et la forme de
leurs equatmna serait enliérement unp:aumh]:,.
Mais ce motif n'est pas le seul qui doive faire re-
jeter une telle classification ; il n'est point méme
le plus important. Ea effet, cefte maniére de dis-
poser les surfaces, outre Fimpossibilité de la
suivre, s¢ trouve directement contraire i la prin-
cipale destination de toute homne classification
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quelconque, consistant 4 rapprocher le plus les
uns des auires les objets qui offrent les relations
les. plus importantes, et & €loigner ceux dont les
analogies ont pen de valeur. Liidentité du degré
de leurs équations est, pour les surfs un ea-
ractére d'une yaleur géométrique trés-médiocre.,
qui windique pas méme esactement le nombre
des points nécessaires i I'entiére détermination de
chacune. La propriéié commune la plus impor-
tante & considérer entre des surfaces consiste é
demment dans leur mode de génération ; toutes
celles qui sont engendrées de la méme manidre de-
vant offrir nécessairement wne grande analogie
géométrique, landis qu'elles ne sauraient avoir
que de trés-faibles ressemblances si clles sont en-
gendrées d'aprés des modes essenticllement diffé-
rens. Ainsi, par exemple, toutes les surfaces cy-
lindriques, quelle que soit la forme de leur base,
constituent une méme famille naturelle , dont les
divers individus présentent un grand nombre de
propriétés communes de premiére importance : il
en est de méme pour toutes les surfaces coniques,
et aussi pour toutes Jes surfaces de révolulion, etc.
Or, cet ordre naturel se trouve complétement dé-
truit par la classification fondée sur le degré des
équations. Car des surfaces assujélies i un méme
mode de géndration , les surfaces cylindriques ,
par cm‘.mp.Er_-J peavent fournir des équations de

MATHEMATIQUES. 531
tous les degrés imaginables, 3 raison de la seule
différence secondaire de leurs hases ; tandis, que
d’un autre cté  des équations d'on méme degré
quelconque expriment souvent des surfaces de
nature géomélrique opposée, les unes cylindri-
ques , les autres coniques, ou de révolution, ete.
Une telle classification analytique est done radi-
calement vicieuse, comme séparant ce qui doit
elre réuni, et rapprochant ce fui doit étre distin-
gué, Cependant, la géométrie générale étant en-
tiérement fondde sur Pemploi des considdrations
et des méthedes analytiques, il est indispensable
que la classificalion puisse prendre aussi un carac-
tére analytique.

Tel étit donc I'état précis de la diffieulie
fondamentale, si heurensement vaincue par Monge:
les familles naturelles entve Jles surfaces étant
clairement établies sous le point de vue géomé-
trigue d'apreés le mode degénération, il fallait dé_
couvrir un genre de relations analytiques destiné
4 presenter constamment une interprétation abs-
traite de ce caractére concret. Cotte découverte
capitale était rigoureusement indispensable pour
achever de constituer la théoric générale des
surfaces,

La considération, que Monge a employée pour
Y pacvenir ; consiste dans cetle observation géné-
rale, aussi simple que direcle : les surfaces assu~
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jéties 4 un méme mode de génération sont ne-
cessalrement caractérisées par nne certaine pro-
priété commune de leur plan tangent en un
point quelconque; en sorte guen exprimanl
anal yliguement celte propriété d’aprés Véquation
générale du plan tangent & une surface quelcon-
que, on formera une équation différentielle re-
présentant & la fois toutes les surfaces de cette
famille.

Ainsi, par exemple, towute surface eylindrique
présente ce caractére exclusif : que le plan
tangent en un point quelconque de la surface est
constamment paralléle & Ta droite fize qui indi-
que la direction des géneratrices. Daprés cela,
il est aisé de voir que les équations de cetle
droite étant supposées étre

T=azy; ¥

Véquation générale du plan tangent établie ci-
dessus donnera, pour Péquation différentielle
commume i toutes les sur-faces cyliudriques,

aE.J,-b L
ay

i

De méme, relativememt aux sarfaces coniques,
elles sont foutes caracterisées sous ce point de
vue par la propriété mécessaire que lenr plan
tangent en un point quvelcanque passe constam-
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ment par le sommet du cone. Si done #, €, 7,
désignent les coordonnées de ce sommet, on fron-
vera immédiatement

pour I'équation différenticlle représentant la fa-
mille entiére des surfaces coniques.

Dans les surfaces de révolution, le plan tan-
gent en un point quelconque est toujours perpen-
diculaire au plan méridien, clest-a-dire i celui
qui passe par ce point etpar Jase de la surface.
Afin d'exprimer analyliquement ceite propriélé
d'une maniére plus simple, supposons que 'aze
de révolution soit pris pour celui des z : Véqua-
tion différenticlle commune  toute cette famille
de surfaces, sera

&gl
S i

11 serait superflu de citer ici un plus grand
nombre d'exemples pour établir clairement, en
général, que, quel que soitle mode de génération,
toutes les surfaces d'une méme famille naturelle
sont suseeptibles d’étre Teprésentées analylique-
ment par une méme équation aux différences par-
tielles contenant des conslantes arbitraires, daprés
une propriété commune de leur plan tangent.

Afin de compléter cette correspondance fon-
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damentale et nécessaire entre le point de vue
adométrique et le point devue a ytique , Monge
a considéré en outre les équations finies qui sont
les intégrales de ces équations différentielles, et
{[Ll’on peut dailleurs presque toujours facilement
obtenir aussi par des recherches direetes. Cha-
cunede ces équations finies doit , comme on le
sail par la théorie générale de ]’l]ltégmtiun_. on-
tenir une fonction arbitraive, si I'équation diffé-
ventielle est senlement du premier ordre; ce qui
wempéche pas que de telles équations, queique
beaucoup plus géndrales que celles dont on s'oc-
cupe ordinairement , ne présentent un sens netle-
ment déterminé, soit sous le rapport géométrique,
soit sous le simple rapport allalyﬂqu&. Cette fonc-
tion arbitraire correspond & ce quil y a d'in-
déterminé dans la génération des surfaces pro-
posées , i labase , par exemple, si les surfaces sont
cylindriques ou conjques, ila courbe méridicnne,
si ellessont de révolution, ete. (1). Dans certains
cas méme , Péquation finie d'une famille de sur-

{1} On teouve, par exemple, soit d'aprés les considérations di-
rectes de gdométrie analytique, soit en résullal des méthodes
dlintégration , que les surfaces cylindriques et les surfaces coni-
ques ont pour équations fies

r—ar=g(y—

» désignant une fonction entiérement arbiteaire
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faces contient & la fois deux fonctionsarbitraires,
affectdes i des combinaisons distinctes des coor-
données variables; cest ce quia licu lorscue Té-
quation différentielle correspondante doit éire du
second ordre; sous le point de vue géométrique,
celte indétermination plus grande indigue une
famille plus générale, et néanmoins caractérisée.
Telle est, par exemple, la famille des surfaces
développables , qui comprend , comme subdivi-
sions, ftoutes les surfaces cylindriques, toules
les surfaces coniques, et une infinité d'aulres
familles analogues, el qui peub cependant élre
nettement définie, danssa plus grande généralité,
comme étant V'enceloppe de Vespace pareouru
par un p]an qui se meual en restant toujours
tangent 3 deux surfaces fixes queleonques, ou
comme le lien géométrique de toutes lestangentes
% une méme ecourbe quelcongue i double cour-
bure. Ce grouppe naturel de surfaces a, pour
équation différentielle invariable, celte équation
trés-simple, déeouverte par Euler, entre lestrois
dérivdes partielles du second ordre,

d

o ds ‘||7 d'zd's
\dr dy/

|’équation finie contient donc nécessairement
deux fonctions arbitraires distinctes, qui corves-
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pondent géométriquement aux deux surfaces -
déterminées sur lesquelles doit glisser le plan gé-
nérateur , ou aux deux équations quelconques de
la courbe directrice.

Quoiqu'il soit utile de considérer les équations
finies des familles naturelles de surfaces , on con-
coit néanmoins que P'imdétermination des fone-
tions arbitraires qu'elles renferment inévitable-
ment , doit les rendre peu propres 4 des travaux
analyliques soutenus, pour lesquels il est bien
préférable {i’ﬁ:mylu}'er les é({ua tions différentielles,
ol il n'entre que de simples constantes arbitrai-
ves , malgré lear nature indirecte. Clest par Ia
que Uétude générale et réguliére des propriétés
des diverses surfaces est récllement devenne pos-
sible, le point de vue commun ayant puainsi étre
saisi et sépard par I'analyse. On concait quumnetelle
conception ait permis de déconvrir des résultats
d'un degré de généralité et d'intérét infiniment su-
périeursd ceux qu'on pouvait obtenir auparavant.
Pour ne citer qu'un seul exemple leés-simple,
qui est fort loin d’étre le plus remarquable, cest
par une semblable méthode de géoméirie analy-
lique qu'on a pu Teconnaitre cette singuliére pro-
priété de toute équation homogene & trois varia-
bles, de représenter néce ement une surface
conique dont le sommet est situé & lorigine des
coordonnées ; de méme, parmi les recherches plus
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difliciles, il a été possible de déterminer, 3 Faide
du calenl des variations, le plus eourt chemin
dun point & un auire sur une surface (hivclop-
pable queleonque , sans qu'il filt nécessaire de 1a
particulariser, ete.

Jai eru devoir ici accorder quelque dévelop-
pement i Pexposition philosophique de cette belle
conception de Monge , qui constitue, sans con-
tredit, son premier titre 3 la gloire, et dont la
haute importance ne me semble point avoir en-
core €té dignement sentie, excepté par Lagr.’mgo_,
si juste appréciatenr de tous ses émules. Jo po-
grette méme d'éire védwt, par les limiles nae
turelles de cet ouyrage ; 3 une indication aussi
imparfaite, ot je n'ai pu seulement signaler I'hen-
reuse réaction néeessaire de cette nonvelle géomé-
trie sur le perfectionnement de Fanalyse, quant i
la théorie générale des dquations différentielles &
plusieurs variables.

En méditant sur celte classification philoso-
phique des surfaces, essentiellement analogne
aux méthodes naturelles que les physiologistes zm
tenté d'établir en zoologie et en botanique, on est
conduit & se demander si les courbes elles-mémes
ne comportent pas une opération semblable, Vu

la variété infiniment moindre qui existe entre

elles, un tel travail est & la fois moins important
et plus diffieile, les caractéres qui pourraient ser—
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vir de base n'étant point alors & beaucoup prés
aussi tranchés. 11 a done été naturel que Pesprit
humain s'eccupit d'abord de classer les surfaces.
Mais on doit sans doule espérer que cet ordre de
considérations s'élendra plus tard jusquaux cour-
bes. On peut méme apercevoir déjit entre elles
quelques familles vraiment naturelles, comme
celle des paraboles quelcongues, et celle des hy-
perboles quelconques , etc. Néanmoins, il n'a éié
encore produit aucune conception générale di-
rectement propre & déterminer une telle classifi-
cation,

Ayant ainsi exposé aussi nettement quil m’a
élé possible , dans cette lecon et dans I'ensemble
des guatre précédentes, le véritable caractére phi-
losophique de la section la plus générale et la
plus simple de la mathématique concréte , je dois
maintenant entreprendre le méme travail relative-
ment 4 la seience immense et plus compliquéede
la mécanique rationnelle, Cesera l'objet desquatre
lecons suivantes.

MATHEMATIQUES.

QUINZIEME LECON,

Sommarne. Considérations philosophiques sur les principes
fondamentans de L mécanique rationnelle.

Les phénoménes mécaniques sont, par lenr
nature, comme nous lavons déji remarqué, i la
fois plus particuliers, plus compliqués et plus
concrets que les phénoménes gdomé Iriques. Aussi,
conformément & Lordre encyelopédique dtabli
dans cet ouvrage , placons-nous la mécan ique ra-
tionnelle aprés la géométrie dans cette exposition
philesophique de la mathématique concréte,
comfe étant néeessairement d’une élude plus
difficile; et par suite moins perfectionnée. Les
questions géométriques sont toujours compléie-
ment indépendantes de toute considération mé-
canique , tandis que les questions méeaniques se
compliquent constamment des considérations
géométriques, la forme des corps devant influer
névitablement sur les phénomines du mou-
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