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expressément | 4 cause des mouvemens latérany
dontune telle hypothése fait complétement ahs-
teagtion, et .dont l'existence sensible | impose né-
cessairement la loi d'éwudier isolément le mouye-
ment de chaque moléeule, La seience générale
de:l h\drodumr’nquu ne peut done réellement
Ctre encore envisagée que comme étant & sa nais—
sance, méme relalivement aux liquides; et & plus
forte raison. 3 i Pégard des gaz. 'Mais il imporle
éminemment de reconnaitre, d'un antre ciité
que tous les grands travaux qui restent i faire sous
ceé rapport consistent: essenlicllement dans les
progrés de la senle analyse mathématique, les
dquations fondamentales du mouvement desflnides
élant irrévocallement élablies.

Aprés avoir, considéré sous ses divers aspects
principaux le. caractére général ide;la méthode
¢n mecanique rationnelle, et indiqué comment
toutes les questions qu'elle peut offrir e 7éduisent
i des recherches purement analytiques, il nous
reste maintenant, pour ecompléter Vexamen phi-
losophique de; cette science fondamentale, & en-
visager, dans la legon suivanie, les résultats prin-
cipaux oblenus par Pesprit humain en procédant
alusi, cest-d-dire les propriétés générales los
plus. remacquables de Péguilibre el du mouve-
ment.

MATHEMATIQUES,

DIX-HUITIEME LECON.

Soxmamne. Considérations sur les théorémes gendrauy de
mécanique ratiennelle,

Le but et FPesprit de cet ouvrage, aussi bien
que son étendue naturelle, nous interdisent né-
cessairement ici tout développement spécial rela-
tif 3 Tapplication des équations fondamentales de
Péquilibre et du mouvement, 4 la solution effec-
tive d'aucun probldme méeanique particulier.
Néanmoins, on ne se formerait quiune idée in-
compléte du cavactére philosophique de la méca-
nigue rationnelle envisagée dans son ensemble, si,
apres avoir convenablement étudié Ja méthode
on ne considérait enfin les grands résultats théo-
riques de la science, clest-i-dire les principales
propriéiés générales de 1'équilibre et du monve-
ment découvertes jusqu'ici par les géométres, et
qui nous restent maintenant & examiner. Ces di-
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verses propriétés ont été concues dans Vorigine
comme autant de véritables principes , dont cha-
cun éait desting primitivement procurer la so-
lution d'nn certain ordre de nouveaux problémes
mécanicques, supérieurs aux méthodes connues
ju.»,qu’n]ors. Mais, depuis que I'ensemble de la
mécanique rationnelle a pris son caractére 5yS-
le‘maliqu_e définitif, chacun de ces anciens p.-;:}a-
eipes a €i¢ ramend i n'éire phus qu'un simple theo-
réme plus on moins géndral , résultat nécessaire
des théories fondamentales de 1a staligue et de la
dynamuiue abstraites : cest seulement sous ce
point de yue philosophique que nous devons les
envisager ici. Cnmnu:ngous par eeux qui s rap-
portent & la statique.

Le théoréme le plus remarquable qui ait éié
déduit jusqu’d présent des équations générales de
Féquilibre est la céléhre propriéié primitive-
ment découverte par Terricelli, relativement &
Téquilibre des eorps pesans. Elle cansiste propre-
ment en ce que, quand un systéme quelconque
de corps pesans est dans sa siluation d'équilibre,
son centre de gravilé est néeessairement placé au
point le plus bas ou le plus haut possible, eompa-
rativement & toutes les positions quil pourrait
prendre daprés toule autre situation du systéme,
Torricelli a d'abord présenté cette propriéié
comme immédiatement vérifide par les conditions
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déquilibre connues de tous Jes systémes de poids
considérés jusqu'alors, Mais les considérations zé-
uérales d'aprés lesquelles il a tenté ensure de la
démontrer dircctement sont réellement peu sa-
tisfaisantes, el offrent un exemple sensible de 1o
nécessité de se défier, dans les sciences mathéma-
tiques, de toute idée dont le caractére nest point
parfaitement précis , quelque plausible quelle
puisse dailleurs paraitre. T effet Je raisonne.
ment de Torricelli consiste essentiellement & re-
marquer que la tendance naturelle du poids étant
de descendre, il y aura nécessairement équilibre
si le centre de gravité se trouve placé le plus bas
possible. L'insuffisanee de cette considération est
évidente, puisqu'elle wexplique point pourquoi
il y a également équilibre quand le centre de gra-
vilé est placé le plus haut possible, et quelle ten-
drait méme & démonlrer que cc second eas déqui-
libre ne peut exister , tandis que, sous le point
de vue théorique,, il est aussi réel que le premier,
quoique, par le défaut de stabilité, on ait rave-
mentoceasion de l'observer dans la praticque. Ainsi,
pour choisir un exemple tréssimple, laloi déqui-
libre d'un pendule exige que le centre de gravité
du poids soit placé sur la verticale menée par le
point de suspension , ce qui offre une vérification
palpable du théoréme de Torricelli ; mais, quand
on fait abstraction de Ja stabilité | il est évident




Ggd PHILOSOPHIE POSITIVE.

94

que ce centre de gravité peut daillenrs étre jndif-
féremnfent au-dessus ou aw-dessous du point de
suspension ; I'équilibre ayant également lieu dans
les deux cas.

La vévitable démonstration générale du théo-
réme de Torricelli consiste i le déduire du prin-
cipe_fondamental des vitesses virtnelles, qui le
fournit immédiatement avec fa plus grande faci-
liwde 11 suffit, en effer, pour cela, dappliquer
divectement ce principe & Féquilibre d'an systéme

LY EN3 5 .
queleanque de corps pesans, & I'égard duquel il
donne aussitét I'équation

JIPd: = c-_',

ot P désigne un queleonque des poids, et 5 1a

hanteur verticale de son centre de gravité, Or,
d’aprés la définition générale du centre de gravité
de tout sysiéme de poids, on a évidemment en
nommant P. le poids total du systéme, et 5,
Tordonnée verticale de son centre de gravité , la

relation
f}' di=P dg,

Ainsi I'équation des vitesses virtuelles devient,
dans ce cas, dy = 0;ce qui, conformément i
la théoric anal ytique générale des masxima et mi-
rima ; démontre immédiatemment que la hauteur
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verticale du centre de gravité dy systéme est alors
U IEXINWI O U minimum , comme Vindique
le théoréme de Torricellj,

Celte importante propriété , indépendammeny
du grand intérét quielle présente sous Ie point de
vue physique , peut méme dve avantageusement
employée pour faciliter 1a solution générale de
plusicurs problémes essentiels de statique ration-
nelle, relativement anx corps pesans. Ainsi, par
exemple , elle suifit 2 Ventidre résolution de la
célébre question de la chalnette, Cest-i-dire de
lafigure que prend une chaine pesante stspendue
i dewx points fixes, et ensuite librement aban-
donnée 4 la seule influence de la gravilé, en la
supposant parfaitement (lexible, et de plus inex-
tensible. En effet, le théortme de Torricelli in-
diquant alors que le centre de gravité doil étre
placéle plus bas possible , le probléme appartient
immédiatement a la théorie générale des isopéri-
métres , indiguée dans la huitiéme lecon , puis-
quil se réduil & déterminer » pacmi toutes les
courhes de méme contlour tracées entre les deux
points fixes donnés , quelle est colle qui jouit de
celte propriéié caractévistique, que la hauteur
verticale de son centre de gravité totale soit un
mintmum , condition qui suffit pour déterminer
complétement, 4 'aide du caleul des variations ,
Yéquation différenticlle, et ensui tel'équation finie
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de la courhe cherchée. 11 en cst de méme dans
quelques autres questions intéressantes relatives
i I'équilibre des poids.

Le théoréme de Torricelli a €éprouvé plus tard
une importante généralisation par les travaux de
Maupertuis, qui, sous le nom de o du repos
a déconvert une propriété trés-dlendue de Téqui-
libre, dont eelle ci-dessus considérée 1est plus
qu'un simple cas particulier. (Yest senlement 4 la
pesanteur tercestre, ou & la gravité proprement
dite, que sapplique la loi trouvée par Torricelli.
Celle de Maupertuis s'étend , au contraire, & toutes
les forees altractives qui penvent faire tendre les
corps d'un systéme quelconque vers des centres
fixes , ou les uns vers les autres , suivant une fone-
tion queleongue de la distance, indépendante de
la direction, ce qui comprend toules les grandes
forces naturelles. On sait que , dans ce cas , Pex-
pression P& p P'Lp' 4 ete. , qui forme le pre-
mier membre de Féquation générale des vitesses
virtuelles, se trouve nécessairement éire toujours

une diffésentielle exacte. Par conséquent, le prin-

cipe des vitesses virtuelles consiste alors propre-
ment en ce que la variation de son intégrale est
nulle, ce qui indique évidemment, daprés la théo-
rie foudamentale des maxima et minima, que
celte intégrale { P4 p est constamment, dans le

cas d'équilibre, un maximum on nn minimun.
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Cest en cela que consiste la loi de Maupertais |
considérée sous le point de vue le plus géndral , et
déduite ainsi directement avec une extréme sim-
plicité du principe fondamental des vitesses vir-
tuelles, qui doit nécessairement renfermer impli-
citement toufes les propriéiés auzquelles peul
donner lieu la théorie de I'équilibre. Le théoréme
de Maupertuis a été présenté par Lagrange sous
un aspect plus concret ef plus remarquable, enle
rattachant & la notion des forces wives , dont nous
nous oceuperons plus bas, Lagrange , considérant
que l’intégl‘alcj‘Pi p cavisagée par Maunpertuis
es| nécessairement toujours, dapréslathéorie ana-
Iytigue générale du mouvement, le complément
de la somme des forces vives du sysiéme i une
certaine conslanie, en a conclu que celte somme
de forces vives cst un munimum lorsque l'inté-
grale précédente est un maximum , el réciproque-
ment. Daprés cela, le théoréme de Maupertuis
peut éire envisagé plus simplement comme con-
sistant en ce que la sitnation d'équilibre dun
systéme quelconque est constamment celle dans
laquelle la somme des forces vives se trouve élre
un sazcimum o un mintmum. 1 est évident que,
dans e cas particulier de la pesanteur terrestre,
celte loi coincide exactement avee celle de Tor-
ricelli, la force vive étant alors égale, comme on
sait, au produil du poids par Ja hauteur verticale
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du eentre de grayité, laquelle doiv done devenic

nécessaivement wn maximum ou un puRimMIm ’
sil y a équilibre.

Une autre propriéié générale trés-remarquable
de Péquilibre, qui-peut éive regardée comme le
complément indispensable du théoréme de Tor-
ricelli etde Maupertuis, consiste dans la distine-
tion fondamentale des cas de stabilité ou d'insta-
belité de Véquilibre, Ou sait que Iéquilibre peut
étre stable ou instable, Cesi-h-dire que le corps,
infiniment peu dcarté de sa situation d’équilibre,
peut tendre & Y revenir, et ¥ relourne cn ellet
aprés un certain nombre d'oscillations bientdt
andanties par la résistance du milieu, les frotte-
mens, elc. , ou bien qll’i] tend , au contraire, &
s'en €loigner de plus en plus, pourne sarréter
que dans une nouveile position Ll’ér[LLihbl‘e stable.
Ce que nous appelons physiquement Tétat de
repos d'un corps nest réeilement autre chose
que Véquilibre stable, car le repos abstrait, tel
que les géométres le congoivent , lorsquiils sup-
posent un corps qui ne serail sollicité par aucune
foree, ne saurail évidemiment exister dans la na-
ture, ol il ne pent y avoir que des équilibres
plus ou moins durables. Léquilibre instable , aw
contraire , constitue effectivement ec que le vul-
gaire appelle proprement dguilibre, qui désigne
loujours un €tat plus v meins passager el artifi-
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cicl. La propriétd générale que nous considérons
mainlenant , ct dont la démonstration compléte
est duc & Lagrange , cousiste en ce que, dans un
systéme yuelconque , Véquilibre est stable ou
instable , suivant que V'intégrale envisagée par
Maupertuis, et qui a élé indiquée ci-dessus, se
lrouve Etre Un MIRIRLM O UL MAX{REM ; 0N,
ce (]LH I'G\'i(ﬂll au Iué[nc ; CoInme 1ous l’avcn)
dit, suivani que la sonime des forees vives est un
maximin on un mininum, Ce beau théoréme
de méeanique , appliqué an eas le plus simple et
le plus remarquable , & celui de équilibre des
corps pesans considéré par Tarricelli, apprend
alors que le sysiéme est dans un état d'équilibre
stable, qnand le centre de gravité est place le plus
bas possible, et dans un état d'équilibre instable
quand , au contraire, le centre de gravité est placé
le plus haut possible, ce qu'il est aisé de vérifier
directement pour les systémes les moins compli-
qués. Ainsi, par exemple , Péquilibre d'un pen-
dule est évidemment stable, quand le centre de
gravité du poids se trouve étre silué an dessusdu
point de suspension, et instable quand il est au
dessous. Ve méme, un ellipsoide de révo-
lution , posé sur un plan horizon'al , est ¢n
équilibre stable quand il repose sur le sommet de
son petitaxe, elen équilibre instable quand cest
sur le sommet de son grand axe. La senle obserya-
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tion aurait sufli sans doute ponr distinguer les
deux états dans des eas aussi simples. Mais la
théorie Ia plus profonde a été néeessaire pour dé-
voiler aux géoméires que cette distinetion fonda-
mentale était également applicable anx systémes
les plus composés, en montrant que lorsque I'in—
tégrale relative & la somme des momens virtuels
est un minimum, le systéme ne peut faire antour
de sa sitnation d'équilibre que des oscillations
trés-petites et dont étendue est déterminée,
tandis que, si cetle intégrale est, an contraire,
un mazimun, ces oseillations peuvent acquérir
el acquiérent en effet une étendue finie et quel-
conque. Il est dailleurs inutile davertic que, par
leur natare, ces propriétés, ainsi que les préce-
denles, ont lieuw dans les fluides tont aussi bien
que dans les solides, ee qui est également le ca-
ractére de toutes les propriéids mécaniques géné-
rales & 'examen desquelles nous avons desting
cette lecon.
Considérons maintenant les théorémes géné-
raux de mécanique relatifs au mouvement.
Depuis que ces propriéiés ont cessé détre en-

visagées comme autant de principes, et qu'on
ny avie que desimples résultats néeessaires des
théories dynamiques fondamentales, la maniére
la plus directe et la plus convenable de les établir
consiste & Jes présenter, ainsi que 12 fait Lagrange,
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comme des conséquences immédiates de Péqua-
tion générale de la dynamique, déduile de la
combinaison du principe  d’Alembert avec le
principe des vilesses virtuelles, telle que nous
Tavons exposée dansla legon précédente. On doit
meltre an nombre des avantages les plus sensibles
de cette méihode,, eomme Lagrange I'a justement
remarqué, celte facilité qu’elle otfre pour la dé-
monstration de ces grands théorémes de dyna-
mique dans leur plusgrande généralité, démons-
tration & laquelle on ne pouvait autrement par-
venir que par des considérations indirectes el
fort compliquées. Néanmoins la nature de ce
cours nous inlerdit dindiquer spécialement ici
chacune de ces démonstrations, et nous devons
nous borner 4 considérer seulement les divers
résultats.

Le premier théoréme général de dynamique
est celni que Newton a découvert relativement
aw mouvement du centre de gravilé d'un systtme
quelcongue, et qui est habituellement connu
sous le nom de principe de la conseivation du
mouvement du centre de graviié, Newton a re-
connu le premier et démontré par des considéra-
tions extrémement simples, au commencement
de son grand traité des principes mathématigues
de la phiosophie naturelle , que Paction mu-
tuclle des corps d'un systéme les uns sur les au-
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tres; soit par altraction, soit par impulsion, en

un mot d'une manitre quelconque, en ayant cone
venablement égard 2 égalité constante el néces-
saire entre la réaction et laction, ne pent nul-
lement altérer Vétat du centre de gravité, en

sorte que, sil 0’y a pas d'autres forces acedléea-
trices que ces actions réciproques, et siles forces
extérieures du systéme se réduisent selement 4
des forees instantandes, le centre de gravilé res-
tera toujours immobile ou se mouvera uniformeé-
ment en ligne droile. I'Alembert a, depuis, gé-
ndralisé cette propriété, et prouvd que, quelqual-
1écation que puisse introduire Taction mutuelle
des corps du systéme dans le mouvement de cha-
cun deux, le eentre de gravilé mwen esl jamais
affecté, et que son mouvement aconstamment lien
comme si toutes les forces du sysiéme y éuient
divectement appliquées parallélement 4 leur direc-
tion, quelles quesoient les forces extérieures de ee
systéme, et en supposant seulement qu’il ne pré-
sente aucun point fixe. Clest ce quiil est aisé de
démontrer, en développant, dans la formule gé-
nérale de la dynamique, les équations relatives
au mouvement de translation, qui, par la pro-
priété analytigue (ondamentale du centre degra-
vité, se trouvent coincider avee celles quiaurait
fourni le mouvement isolé de ce centre si la
masse lotale du sysiéme y el été supposée con-
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densée , el quon I'eiil concue animée de toutes
les forees extérienres du systéme. Te prineipal
avantage de ce beau théoréme est de pouvoir
aiusi, en ce qui-concerne le mouvement du cen-
tre de gravilé, faire rentrer le cas d'un corps ou
d’un sysll‘:mc ([uc]cuuque dans eelui dune molé-
cule unique. Comme le mouvement de translation
dun sysiéme doit éire estimé par le mouvement
de son centre de gravité, on parvient done de
cette maniére & réduire la seconde partie de la
dynamique & la premiére pour tout ce qui se rap-
porte auxmouvemensde lranslation , d'ott résulte,
ainsi qu'il est aisé de le senbir, une importante
simplification dans la solution de tout probléme
dynamique particulier , puisqu'on peut alors
négliger, daus celie partie de la pecherche, les
effets de Paction mutuelle de tous les corps pro-
posés, dont la détermination constilue ordinaire-
ment Ja peincipale difficulté de chague question.

On ne se fait pas communément une assez iusie
idée de l'entiére généralité théorique des grands
résultats de la mécanique rationnelle, qui sont
nécessairement applicables, pr eux-mémes, &
Lous les ordres de phénoménes naturels, puisque
nous avens reconnu que les lois fondamentales sur
lesquelles repose tont T'édifies sysiématique de
la science ne souflrent d'exeeption dans ancune
classe quelconque de phiénoméses, el constituent
les faits les plus généraux delunivers réel, (quoi-
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qu'on paraisse ordinairement, dans ce genre de
conceplions, avoir seulement en vue le monde
norganique. Anssi esl-il propos, ce me semble,
de faire remarquer formellement ici, au sujet de

celle premiére propriété générale du mouvement,
que le théoréme a également liew dans les corps
vivans comme dans les corps inanimés, Quelle
que puisse étre, en effet, Ia natare des phéno-
méncs qui caractérisent les corps vivans, ils ne
sauraient comsister lout an plus quen certaines
actions particuliéres des moléenles les unes sur les
autres, qui ne Sobserveraient point dans les corps
bruts, sans qu'on doive douter dailleurs que la
réaction y soit loujours, aussi bien qu'en toutau-
e cas, égale au eontraired Yaction. Ainsi, par
lanature méme du théoréme que nous venons de
considérer, il doit néeessairement se vérifier
aussi bien pour les corps vivansque pour les corps
bruts, puisque le mouvement du centre de gra-
vité est indépendant de ces actions intérieurcs
mutuelles, Il en vésulte, par ezemple, qu'un
corps vivant, quel que soit le jen interne de ses
organes, ne saurait de lui-méme déplacer son
centre de gravilé, q_uoiqu’il puisse faire exéeuter
it quelques-uns de ses points certains mouvemens
partiels autour de ce centre. Ne vérifie-t-on pas
clairement, en effet, que la locomotion totale
d'un - corps vivant serait entiérement impossible
sams le seconrs extérieur que lui fournit lx vé-
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sistance et le frottement du sol sur lequel il se
meut, ou du fluidequi le contient? On peutfaire
des remarques exactement analogues, relalive-
ment & tootes les aulres propriéiés dynamiques
géncrales qui nous restent A considérer, et pour
chacune desquelles je me dispenserai, par con-
séquent , d'indiquer spéeialement son applicabi-
lité nécessaire aux corps yivans aussi bien quanx
corps inertes.

Le second théoréme général de dynamique
consiste dans le eélébre et important principe
des aires, dont la premiére idée estdued Képler,
qui découvril et démontra fort simplement cette
propriété pour le cas du mouvement d’une molé-
cule unique, ou en d'autres termes, d’un corps
dont tous les points s¢ meuvent identiquement.
Keépler établit, par Jes considérations les plus élé-
mentaires, que si la force aceélératrice totale
dont une molécule est animée tend constam-
ment vers un point fixe, le rayon vecteur
du mobile déerit autour de ce point des
aires égales en temps dganx , de telle sorle que
Taire déerite au bout dun temps quelconque
croit proportionnellement 4 ce.temps. 1 fit voir
en oulre que, réciproquement , si une semblable
relation a été vérifiée dans le mouvement d'un
corps par Tapport 4 un cerlain point, clest une
preuve sullisante de laction sur ce corps dune
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foree dirigée sans cesse vers ce point. Cette helle
propriétd so déduit d’ailleurs trés-aisément des
équations générales du mouvement curvilizne
d'une molécule, exposées dans la lecon précé-
dente, en plicant Torigine des coordonnées au
centre des forces, et considérant Vexpression de

Vaire déerite sur I'un quelconque des plans coor-
donnés par la projection correspondante du rayon
vecteur du mobile. Cette découverte de Képler
est d'autant plus remarquable quelle a e lieu
avant que la dynamique efit été réellement créée
par Galilée. Nous aurons oceasion de remarquet,

dans la partie astronomique de ce cours, que
Képler ayant reconnu que les rayons vecicurs des
planétes déerivent aulour du soleil des aires pro-
portionnelles aux temps, ce qui constitue la pre-
miére de ses lrois grandes lois astronomiques,
en conclul ainst que les planéles sont continucl-
lement animées d'une tendance vers le soleil
dont il était réservé i Newton de déeouvrir la
lol.

Mais, quelle que soit Uimportance de ce pre-
mier théoréme des aires, qui est ainsi une des
bases essentielles de la mécanique céleste, on ne
doit plus y voir aujourd’hui que le cas par ticulier
le plus simple du grand théoréme génl"ral des
aires, découvert presyue simullanément et sous
des formes différentes par d'Arcy, par Daniel
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Bernouilli et par Buler, vers le milien du siéele
dernier. La découverte de Képler n'était relative
qu'au mouvesnent d'un point ; celle de d'Arcy se
rapporle au mouvement de tout systéme queleon-
que de corps agissant les uns sur les autres d'une
maniére quel(:mu[uc, ee qui constitue un cas,
non-sculemerit plus compliqué, mais méme essen-
tiellement différent, 3 cause de ces actions mu-
tuelles. Le théoréme consiste alors en ce que,
par suite de ees influencesvéeiprogues, aire que
déerira séparément le rayon vecteur de chaque
moléenle dusystéme & chaque instantautour d'un
pont quelconque pourra hien étre aliérée, mais
que la somme algébrique des aires ainsi décrites
par les projections sur un plan queleonque des
rayons vecleurs de toutes les molécules, en don-
nant & chacune de ces aires le signe convenahle
d’aprés la régle ordinaire, ne souffrira aucun
changement , en sorte que, s'il n'y a pas d'autres
fovces accélératrices dans le systéme que ecs ac-
lions mutuelles, cette somme des aires déerites
demeurera invariable en un temps donné, et
erollra par conséquent proportionnellement an
temps. Quand lesystéme ne présente aucun point
fixe, cette propriété remarquable a lieu relati-
vement & un point quelconqgue de Fespace; tan-
dis qu'elle se vérifie seulement en prenant le
point fixe pour centre des aires, si le systéme en
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offve un. Enfin, lorsque les corps du systéme
sout animés de forces accéléralrices extérieures,
si ces forees tendent constamment vers un méme
point, le théoréme des aires subsiste encore,
mais uniquement i P'égard de ce point. Cette
derniére partie dela proposition générale fournit
évidemment comme cas particulier, le théoréme
de Képler, ensupposant que le systéme se réduise
4 une seule moléeule.

Dans Tapplication de ce théoréme, on rem-
place ordinairement la somme des aires corres-
pondanles & toutes les molécules du systéme par
la somme équivalente des produits de la masse de
chaque corps par Taire qui sy rapporte, ce qui
dispense de partager le sysiéme en molécules de
méme masse.

Telle est la forme sous laquelle le théoréme
général des aires a é1é découvert par d’Arcy;
est celle qu'on emploie habitucllement, Comme
Faire décrite par le rayon vecteur de chaque
corps dans un istant infiniment petit, estévidem-
ment proportiounelle au produit de la vitesse de
ce corps parsa distance au point fixe quel'on con-
sidére, on peut substituer & la somme des aives Ja
somme des momens par rapport & ce point de
toutes les forces du systéme projetées sur un
méme plan quelconque. Sous ce point de vue , le
théoréme des aires présente, suivant la remarque
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de Laplace, une propriété générale du mouve-
ment analogue & une de cellesde'équilibre, puis-
quil consiste alors en ce que celle somme des
momens, nulle dans le cas de Téquilibre, est
constante dans le cas du mouvement. C'est ainsi
que ce théoréme a éié trouvé par Euler et par
Daniel Bernouilli.

Quelle que soit Pinterprélation concréte qu'on
Jnge convenable de lui donner, il est une simple
conséquence analytique directe de la formule
générale de la dynamique. I1-suffit, pour I'en dé-
duire, de développer cette formule en formantles
équalions qui se rapportent an mouvement de
rolation,, et dans lesquelles on apercevra immé-
diatement I'expressionanalytique du théoréme des
aires ou des momens , en ayant égard aux condi-
tions ci-dessus indigudes. Sous le rapport analyti-
qque, on peut dive gue Vntilité de ce théoréme
consisie cssentiellement & fournir dans tous les
cas trois intégrales premicdres des éequations géné-
rales du monvement qui sant par elles-mémes du
second ordre, ce qui tend & faciliter singuliére-
ment la solution définitive de chaque probléme
dynamique particulier.

Le théoréme des aires suffit pour déterminer,

dans le mouvement général d'un systéme quel-
conque, toul ee qui se rapporte aux mouvemens
de rotation, comme le théoréme du centre degra-
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vité détermine lout ce quiest relatif anx mouve-
mens de lranslation. Ainsi, par la senle combi-
naison de ces denx propriétés géndrales, on pour-
rait procéder & T'étude compléte du mouvement
d'un systéme quelcongue de corps, soit quant &
la translation, soit quanti la rotation.

Je ne dois pas négliger de signaler sommaire-
ment ici, au sujet du théoréme des aires, la
clarté inespérée et la simplicité admivable que
M. Poinsot y a introduites en y appliquant sa
conception fondamentale relative aux mouvemens
de rolation, que nous avons considérée sous le
pointde vue statique dans la seiziéme legon. En
substituant aux aires, ou aux momens considérés
jusquialors par les géomélres, les couples quien-
gendrent les forces proposées, M. Doinsot a fait
éprouver 4 celle théorie un perfectionnement phi-
losophique trés-impartant, qui ne me parait pas
encore ayoir été suffisamment senti, 11 a donné
ainsi une valeur concréte, un sens dynami-
que propre et divect , & ce qui n'était auparavant
quun simple énoneé géométrique d'une partie
des équations fondamentales du mouvement. Une
aussi heureuse transformation générale est desti-
née, sans doute, A acerolire nécessairement les
ressources de l'esprit humain pour Vélaboration
des idées dynamiques , cn lout ce qui concernela
théorie des mouvemens de rotation. On peut voir
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dans le beau mémoire de M. Poinsot sur les pro-
pri€tés des momens et des aires, qui se frouve
annexédsa Statigue, avec quelle facilits il est
parvenu, d'aprds cette lumineuse conception, non-
senlement & vendre élémentaire nme théorie jus-
qualors fondée sur Ja plus haute analyse, mais &
déeouvrir & cot égard de nonvelles propriéiés
gendrales tré.s—remarr[mb] es, que nous ne devons
pointconsiddrerici, ot quil ed( é1é difficile d'ob-
tenir par les méthodes antérieures.

Le théoréme des aires a é1é, pour T'illustre La-

place , Vorigine de la découverte dune autrepro-
priété dynamique vés-remarquable, celle de e
qu’il a nommé le plan invariable | dont la con-
sidération est surloat si importante dans la mdea-
nique céleste. La somme des aires projelées par
tous les corps du systéme sur un plan quelconque
élant constante en tn temps donné, Laplace a
cherché In direction du plan & égard durquel
celle somme se trouvait étve I plus grande pos-
sible. Or, d’aprds la maniére dont co plan de Ia
plos grande aive ou du plus grand moment est dé-
terming, Laplace a démontré que sa directionest
nécessairement indépendante de la réaction mu-
tuclle des différentes parties du systéme, en sorle
que, parsa nature, c¢ plan doit rester continnel-
lement invariable, quelles que puissent jamais
étre les alléeations introduites dans la situation de

TOME | 48
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ces corps par lenrs influences  réciprogues ,
pourvu qu'il ne survienne aceune nouvelle force
extérieure. On congoit aisément de quelle impor-
tance doit élre, comme nous Texpliquerons spé-
cialement dans la seconde partie de ce cours, la
détermination d'un tel plan relativement & notre
systéme solaire, puisque, en y rapportant tousnos
mouvemens célestes, il nous procure 'inapprécia-
ble avantage d'avoir un terme de comparaison né-
cessairement fixe, i travers lous les dérangemens
que l'action mutuelle de nos planétes pourra faire
subir dans la suite des temps & leurs distances, A
leurs révolutions ¢t méme aux plans de leurs or-
bites, ce qui est une premiére condition éyidem-
ment indispensable pour que nous puissions exac-
tement connaitreen quoi consistent cesaltérations.
Malheureusement nous aurons occasion de re-
marquer que lincertitude ot nous somimes jus-
qu'ici relativement 4 la valenr exacte de plusienrs
données essenticlles, ne nous permet pas encore
de déterminer avec tonie la précision sulfisante la
situation de ce plan. Mais cette difficulté d'appli-
cation n'affecte en aucune maniére le caractére de
ce bean théoréme, considéré sous le point de yue
de Ja mécanique rationnelle, le seul que nous de-
vions adopter ici.

La théorie du plan invariable a été notabiement
perfectionnée dans ces deraiers temps par M. Poin-
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sot, guia dit naturellement y transporler sa con-
ception propre relativement 4 la théorie générale
desaires ou des mornens. Il a d'abord considérable-
ment simplifié la notion fondamentale deceplan,
de fagon & la rendre anssi élémentaire qu'il est
possible, en muutraul.nfu’un tel plan n'est réelle-
ment aufre chose que le plan du couple général
résultant de tous les couples engendrés par les
différentes forces du systéme, ce quile définit
immédiatementpar une propriété dynamique trés-
sensible, au lieu dela seule propriété gdoméirique
du maximum des aires. Quand une conception
quelcongue a été vraiment simplifiée dans sa na-
ture, élaboration en élant par cela méme facili-
tée, elle ne saurait manquer de prendre plus d'ex-
tension et de conduire & des résultals nouveaus :
telle est, en effet, la marche ordinaire de Lesprit
humain dans les sciences, que les théories les plus
fécondes en découvertes n’ont été le pius souvent,
& leur origine, qu'un nﬁoyeu de rendre plus sim-
ple la solution de questions déjh traitées. Le Lra-

vail que nous considéronsici en a offert une nou-
velle preuve. Car lathéorie de M. Poinsota permis
d'introduire un plus haut degré de précision dans
la détermination du plan invariable propre i notre

systéme solaire,, en signalant et rectifiantune im-
portante lacune que Laplace y avait laissée. Ce
grand géométre, en calculant la siluation du plan
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du maximum des aires ; avail eru ne devoir pren-
dreen considération que lesaires principales, pro-
duites par la circulation des pluuét::s autour du
soleil , sans tenir aucnn compte de celles'dues
aux mouvemens des salellites autour des planédtes,
ou 4 la rotation de tous ees astves et du soleil lni-
méme. M- Poinsot vient de prouver la nécessité
d'avoir égard & ces divers élémens, sans quoi le
plan ainsi déterminé ne peurrait point élre re:
gardé comme rigoureusement ‘invariable; et en
cherchant la direction du véritable plan invaria-
ble aussi exaclement que le"comporte I'imperfec-
tion actuelle de la plupart des données ; il a fait
voir que ce plan différe sensiblement de celui
trouvé par Laplace; ce rIn’iI est facile de conce-
voir par’ la senle considération detaire immense
quedoitintroduiredans le ealeul la masse énorme
dusoleil , quoique sa rotation soit trés-lente.
Pour compléter l'indication des propridtés dy-
namiques les plus importatites celatives an mou-
vement de rotation, il convient maintenant de
stgnaler iet les Leaux théorémes découverts par
Euler sur ce qu'il a nommé les momens d'inertie
et les axes principanc, quon doit metire au
nombre des résultats généraux les plus importans
de la mécanique rationnelle. Euler a donné le
nom de inoment d'inertie dun corps £l ]“llltégrale
qui exprime la somme des produits dela masse de
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chaque molécule par Je earré de sa distance i

I'axe autour duguel le corps tourne, intégrale
dont la considération doit évidemment étre trés-
essenticlle , puisqu’elle peut: étre naturellement
regardée comme la mesure exacte de Iénergie de
rotation du corps. Quand la masse proposée est
homogéne, ce moment dinertic se détermine
comme les autres intégrales analogues relatives &
la forme d’un corps; lersque, au contraire, cette
masse est hélérogdne, il faut de plus connaitrela
loi dela densité dans les diverses couches qui la
composent, et, & cela prés, lintégration n'est
alors senlement que plus compliquée. Cette no-
tion étant établie , Euler, comparant, en général,
les momens d'inertie d'un méme corps quelcon-
que par rapport A tous les axes de rotation imagi~
nables passant en un point donné , détermina les
axes relativement ausquels le moment d’inertie
doit élre un masc/mum ou un mingnIm , en con-
sidérant surtout ceux qui se coupent au centre de
gravilé, et quise distinguent ence c[u’ils produisent
nécessairement des momensmoindres guesi, avecla
méme direction,, ils éiaient placés partout ailleurs.
11 découvrit ainsi qu'il existe constamment, en
un point queleonque d'un corps, et particulié-
rement au centre de gravilé , trois axes rectan-
gulaires, tels que le moment d'inertie du corps
esl un maximumn i égard de Fun d'entre eux, et
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un minimum 4 Pégard d’un autre. Ces axes sont
diilleurs caractérisés par une antre propriélé
communequi leursert habimellementanjourdhui
de définition analytique, et qui constitue, en
effet, pour Tanalyse, le principal avaniage que
Ton trouve & rapporter le mouvement du corps 3
ces trois axes. Cetle propriélé consiste en ce que,
Torsque ces trois axes sont pris pour ceux des
coordonnées x, ¥, 3, les intégrales j:rz-.’fm i
j’xj’(-"m,‘ /_ma’m (72 exprimant la masse du corps),
sont nulles relativement aw corps tout entier, ce
qui simplifie notablement les équations généeales
dumouvement de rotation. Maisle principal théo-
réme dynamique découvert par Euler & I'égard
de ces axes, el d'aprés lequel il les a justement
appelés axesprincipaitx de rotation, eonsisie dans
la stabilité des rolations qui lenr correspondent ;
clest-d-dire, que si le corps a commeneé & tourner
autour d'un de ces axes, celle rolation persistera
indéfiniment de Ia méme maniére, ce qui n'au-
rait pas liew pour tout autre axc quelconque ; la
rolation instantanée s'exéeutant en général autour
dun axe continucllement varizble. Ce systéme
des axes principaux est généralement unique dans
chaque corps : cependant, si tous les momens
dinertieétaient constamment égaux enire eux, la
direction de ces ases deviendrait tolalement indé-
terminée, pourvu qu'on les choisit toujours per-
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pendiculaires entreeux, ce quia liew, par exemple,
dans une sphére homogéne, oit Fon peut regar-

der comme des axes permanens de rotation tous
les sysiémes d'axes rectangulaires passant par le
centre, Il y aurait encore un certain degré d'in-
détermination si le corps était un solide de révo-
lution, I'axe géoméirique érant alors un des axes
dynamiques principanx ; mais les denx autres
pouvant évidemment étre pris 4 volonté dans un
plan perpendiculaire au premier. La détermina-
tion des aves principaux présente souvent de
grandes difficuliés en considérant des corps de
figure et de constitution ¢uclcongues ; mais elle
seffectue avec une extréme facilité dans les cas
pen compliqués, que la mécanique céleste nous
présente heurensement comme les plus communs.
Par exemple dans un ellipsoide homogéne, on
méme seulement composé de couches semblables
et concentriques d'indgale densité, mais dont cha-
cune est homogéne, les trois diamélres conjugués
rectangulaives sont eux~mémes les axes dynami-
ques principaux : le moment dinertie da corps
est an maximun relativement du plus petit de ces
diamétres, et un minimuerm i Végard du phus grand.
Quand les axes principaux dun corps ou dun
systéme sont déterminés ainsi que les momens
d'inertie correspondans , si le systéme ne tourne
pas autour de Pun de ces axes, Buler a établi des




