10 INTRODUCCION.

el espacio por los diversos valores dados 4 t.

Finalmente, para hacer csta operacion debe pro-
cederse desde luego, como queda indicado, obser-
vando el espacio que recorre el punto material, 6
el cuerpo durante su trayectoria en un segundo,
en seguida el que recorre en el segundo inmediato,
incesantemente en el tercer segundo, y asi suce-
sivamente hasta el fin de movimiento.

PRIMERA PARTE

DEL MOVIMIENTO DE UN CUERPO CONSIDERADO IN-
DEPENDIENTEMENTE DE SUS CAUSAS, SEGUN LAS
REGLAS GEOMETRICAS.

CAPITULO PRIMERO

Del movimiento uniforme y de sus propiedades.

10. MOVIMIENTO UNIFORME, VELOCIDAD, — Uni-
formidad, es la igualdad y semejanza de una cosa
consigo misma 6 con otra; de aqui resulta que el
movimiento de un punto material sobre una recta
O curva se dice uniforme, cuando este punto re-
corre espacios 1guales en tiempos iguales, cualesquiera
que sean los intérvalos de tiempo y espacios com-
parados.

Por consecuencia, los espacios reeorridos son
proporcionales d los tiempos empleados para re-
correrlos.

Porlo tanto debe uno fijar la atencion 4 la con-
dicion de que los espacios recorridos durante es-
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pacios de tiempo iguales sucesivos sean ignales
entre sf, cua!esqu:'e?a que sean, los intérvalos de
tiempo ; de manera que si se notaba que los espa-
cios recorridos, durante segundos Sucesivos, son
iguales entre si, pero que en la primera mitad del
segundo habia marchado mas que en la segunda
mitad, entonces el movimiento no es uniforme.
Asf, lamanecillade un reloj que sefiala los segundos
recorre divisiones ignales en segundos Sucesivos;
pero despues de haber recorrido ripidamente una
de las divisiones de la esfera, se para un instante,
en seguida recorre la segunda division, se vuelve

4 parar y asi sucesivamente, de suerte que el mo-
vimiento no es uniforme,

11. VeLocoaD, — La velocidad del movimiento
uniforme es el espacio constante recorrido por el md-
vil durante cada unidad de {tempo. Por consiguiente,
la velocidad es tanto mas grande cuanto mayor es
la unidad de tiempo, y el nimero que la mide es
tanto mayor cuznto menor es la unidad de la lon-
gitud.

12. Ecvacrox pEL MovnaENTO. — El movimiento
uniforme de un punto sobre una linea indefi-
nida X ¥ puede representarse por una ecuacion de
primer grado entre el espacio y el tiempo. Supon-
gamos O el origen de los espacios y M, M las posi-
ciones del mévil en el instante inicial y en la
epoca ¢; supongamos OM, — e,y OM = o, y desig-

PRIMERA PARTE. — CAPITULO 1. 13

nemos por ultimo con v la velocidad del movT-
miento, y se verd inmediatamente que el espacio

Fig.

¢ — e, ha sido recorrido 6 se recorre en el tiempo ¢.
Asi, conforme la definicion dada tendremos

B==i

rT, por lo tanto e —e, = vi, e= e, + vi.

v

He ahf la ecuacion del movimiento uniforme, la
cual nos facilitard 4 cada instante dado la posicion
del moévil en su {rayectoria,

13. PROPIEDADES DEL MOVIMIENTO L‘.\'[l-‘O%‘ME.
— La precedente ecuacion demuestra ilumedlat:%-
mente que en toda especie de 1110\'iunen.to uni-
forme, el espacio recorrido durante un tiempo ¢
con una velocidad v, se obtiene multiplicando la
velocidad por el tiempo, la velocidad dividiendo el
espacio recorrido por el tiempo guslm%u en reco'r-
rerlo, y el tiempo (['mtlﬁp;;}q £Ies e
locidad. Wersiaaa de Naey |0

VALVERDE Y TELLEZ
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14, SmpLiFicacioN pE LA FORMULA. — Si se
toma por origen de los espacios el punto M, donde
sé encuentra el movil al origen del tiempo, la for-
mula quedard reducida &

e—uwvl.

15. GENERALIDAD DE LA ¥ORMULA. — Para gene-
ralizar la primera formula es necesario atribuir 4
las cantidades que entran en ella valores positivos
¥ negativos. Despues de haber fijado el sentido
positivo de las distancias sobre la curva, se dard
4 e, el signo 4 6 —, segun que la distancia del
origen al punto M, seri contada en este sentido o
en el contrario : del mismo modo la velocidad v
serd positiva 6 negativa sezun que haga marchar
al mévil en el primero 6 segundo sentido, & me-
dida queel tiempo transcurre. Entonces se verd fi-
cilmente que el valor y el signo de e resultarin
de estos movimientos en todos y-en cada uno de
los casos dados.

16. HoMOGENEAD DE LA FORMULA. — No es
initil el observar aqui que la precedente ecuacion
es homogénea, esto s, que subsiste como todag
las formulas de la mecénica, cualesquiera que sean
las unidades de longitud y de tiempo. Efectiva-
mente, e—e, es una longitud cuyo valor numé-
rico depende tinicamente de la unidad de longitud;
pero v depende ademés de la unidad de tiempo,
Si desde luego se toma una unidad de longitud m

PRIMERA PARTE. — CAPITULO L 15

veces mas crande, sin cambiar 1a unidad de tiempo,

e—e, Vv y la
e—e, y v serin reemplazados por ——7y -

i 708 nuimeros. Si
formula subsistird entre los nuevos nume &
: : S8l
en seguida se toma una unidad de tiempo n \ecd
=] 4 .
mas erande, la velocidad deberd ser representa
o

] } 0 P g TO lll[:‘,l) Sera Pueb
110) ol (1) e, 1 em or y s ] ') )

2
nv =+ 2 6 vt como antes. En este caso la férmula
, 00
n

subsistird tambien.
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CAPITULO 1l

Del movimiento variado de los cuerpos y puntos
materiales, y de sus diversas aceleraciones.

17. DeFixicioN. — Cuando el movimiento de un
punto no es uniforme ni compuesto de movimien=-
tos uniformes que tienen duraciones finitas, el mo-
vimicnto se llama variado,

El movimiento de un cuerpo que cae, y el de los
caminos de hierro, son variados. En esta especie
de movimientos, la rapidez cambia 4 cada mo-
mento. Si se concibe que en un instante dado con-
serva la misma velocidad, entonces el movimiento
se hace uniforme, y la velocidad de este movi-
miento serd lo que se llama velocidad de movi-
miento variado en el instante considerado. Luego
que los coches que arrastra una locomotiva se acer-
can al punto de llegada, el movimiento se dismi-

nuye progresivamente, en términos que si era an-
tes de 15 metros por segundo, sucesivamente serd
de 1§, 13..... y 1 hasta analarse por completo
cuando los coches se hayan parado. Si en un ins-
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tante dado se supone que la velocidad es de 6 me-
tros poxj segundo, esto no quiere decir que la
locomotiva hace seis metros por segundo; da &
anender_ scflamente que si conservara la rapidez

el movimiento que tenia en el instante obser-

vai 7 ia 6
do, el convoy recorreria 6 melros en un se-
gundo.

18': .Elct;;\cm:v DEL MOVIMIENTO VARIADO, — Kl
Efiluﬁf;:ll; \['l:zl;iado.dc un punto sobre su irayec-
: erminado completamente enando

para cada instante se conoee la relacion que existe
entre la distancia variable e de este pun%o.al origen
de lqs espacios y el tiempo correspondiente ¢ tl‘acns-
currido desde un instante inicial hasta el mo-
mento considerado. Al efecto, supondremos que

est: i
a r.{?la(‘,lDll se traduce analiticamente por una
ecuacion dada ;

e=F (1

que serd la ecuacion del movimiento,

j 1&?. DEI?I:\'ICII}_\' DE LA VELOGIDAD Y DE SU DIREC=
(,IO.\: i No puede decirse que la velocidad de un
movimiento variado, en un momento dado, es
Como en el movimiento uniforme, el cslmci(; ( uc,
m?com? el mévil durante la unidad de liempoI y
d}fht{ mst_nn[c. De lo contrario, se haria depender
S;:;Eﬁmizc‘i de las variaciones ulteriores del mo-

» GUS& que no puede admitirse de modo
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alguno. Hé aqui las consideraciones que nos han
servido para dar la precedente definicion.

Supongamos M la posicion del movil sobre su
trayectoria (fig. 2) en la época t; M M'—A¢ el espa-

cio que recorre en un tiempo dado; Af puede ima-
ginarse este tiempo bastante pequenio para que el
punto material se aleje constantemente del punto
M durante dicho intérvalo. Si el espacio e habia

: : ikl : Ae
sido descrito por un movimiento uniforme, -se-

ria entonces la velocidad del movimiento. Esta
demostracion representa la velocidad media con
la cual el arco M M' ha sido recorrido 6 la veloci-
dad constante que hubiera sido necesario dar al
movil para hacerle recorrer con movimiento uni-
forme el arco M M’ en el tiempo At disminuido in-
definidamente : Ae disminuye & su vez sin limites;

5 ¥ Ae . f
por consiguiente, la relacion —= varia sin cesar

’
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porque representa Ia velocidad media,
Je hdcia un limite determinado que 1la
velocidad del mévil ¢ del punto M.

¥y conver-
mamos la

Asi, la velocidad de este, en un punto dado de sn
trayectoria, es el limite dela
del espacio y del tiempo, luego que este Gltimo
disminuye hasta cero, es decir, la derivada del es-
pacio considerado como funcion del tiempo. Ahora
bien, si la ecuacion del movimiento es

e=f (1),

la velocidad v serd dada por la férmula

v=f (1)

El cileulo de las derivadas proporecionard la
expresion analitica de la velocidad, todas las veces
que la ecuacion del movimiento serd conocida,

La direccion de Ia velocidad es la de la tan-
gente M F al punto M.

Debe tene

relacion del anmento

Tse presente que se obtiene la misma
definicion considerando un intérvalo at bastante
corto para que el movimiento durante este

tiempo
pueda mirarse como unifor

me; porque entonces se

tendrd ae—uwat, de donde se saca

o

Ae
.l—f.. En este
sentido, pues, es cuando se dice que 1

del movimiento variado en un instante dado, es el cociente
de la division de

a velocidad

! espacio infinitamente pequeno por el
tiempo infinitamente pequenio consumido en descr

Puededecirse tambien que la velocidad de
seria la del movimiento uniforme que sucederia

ibirlo.
! cuerpo
al mo=
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vimiento variado, si, en el inslanie en qt'ie fe Is.’ co‘n.si-l'
dera, cesara repentinamente de aumentar o disminuir ¢
rimiento. 2R

7"‘;;:“; principios pueden demostrarse prncuca‘-
mente con el anxilio de las reglas que nos su.m‘1-
nistra la geomeiria analitica, las cuales n?s 'iacx-
litan los medios de representar el m'nvmuento‘
variado y su velocidad. Al efecto po(lm}x ]1[10(!1‘5(:
las construcciones ¢ representaciones grificas ﬁ;tuc
los indiquen y compraeben. Y con el ﬁn_ de evi ':f
todo célenlo para transformar las longitudes me
didas, es necesario suponer que se hau_ reprcs&;ll
tado por la misma longitud las unidades de
ticnlpﬁ y del espacio.

20. CAS0S EN QUE LA ECUACION DEL MOVIMIENTO
N0 ESTA DADA. — Sucede frecuentemente que la
relacion entre los espacios y los tiempos son d.‘uhl)s
por los supuestos experimentales en \'cz. de ‘scr_o
por una ecuacion. Esto puede verse en clcrl-%a ms-
quinas de indicaciones continuas que por si mis-
mas deseriben mecdnicamente la curva de los espa=
cios. En este caso el trazado de la 1angm?11e 41la
curva hace conocer en cada punto la velocu_lad del
movimiento en todos y en cada uno de los instan-
tes considerados.

En otros, los datos se reducen 4 una tubfc_: qu?
encierra cierto nimero de valores corresp?umentcb
4 e yt. Estos valores dan el mismo m:mrtrn rl‘n.
IJUIIV‘LOS de la curva |_-.fnnr:u.la por los espaclios. Sl




22 MANUAL DE MECANICA INDUSTRIAL,

estos puntos estin cerca unos de otros, se podrin
construir aproximativamente esta curva Y sus tan-
gentes. Se puede tambien, aplicando los métodos
ordinarios de interpelacion, determinar la ecna-
cion de una curva algébrica que pasa por los pun-
tos dados, y que los sustituye 4 la curva de los
espacios. Ademds, caleulando la derivada de la
ordenada de la curva ohtenida por este medio, se
logrard asi tambien el valor aproximado de Ia velo-
cidad.

Empero, eualesquiera que sean los datos que
sirvan 4 construir la curva, la discusion de la or=-
denaday de su tangente es propia y suficiente para
dar & conocer todas las circunstancias del movi-
miento. Asf, sin entrar, pues, én los detalles que
necesitara esta cuestion y limitdndonog solamente
4 llamar la ateneion de nnestros lectores, diremos,
sin embargo, que el movimiento es direclo, 6 tiene
logar el sentido en los espacios positivos, enando
el valor de la ordenada aumenta algébricamente,
¥ que es retrogrado en sentido contrario. En el mo-
vimiento directo, la velocidad ird aumentando si
la curva vuelve su convexidad hécia la region
inferior del plano, y, disminuyendo si la convexi-
dad se vuelve hicia Ia region superior, pues el

resultado es inverso en el movimiento retrogrado.
L

CAPITULO 11l

i i su
Del movimiento uniformemente variado, y de

velocidad y ecuacion,

90. Definido en el capitulo primero el movi-
miento uniforme, y tratado en el segundo del
movimiento variado, hablaremos en este de las
propiedades del movimiento uniforlmemcntc \"a-
riado; pero antes diremos qué se entiende por este

movimiento.

91. DeriNicioN. — El movimiento de un cucrpoj
6 de un punto material sobre una linea rcctaol
curva es uniformemente variado, cuando mmi.cnta 0
disminuye la velocidad de cantidades prf.)p:armfma!f:s
& los tiempos gastados para recorrerlas. Asx,_sera uni-
formemente acelerado cuando la velocidad aun-
menta ; v por el contrario, uniformemente 'refar-
dado cuando la velocidad disminuye en las mismag
proporeiones.

22. VELOCIDAD Y ECUACION DE ESTE MOVIMIENTO.
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— Para comprenderlo mejor, designaremos con v,
la velocidad inicial, 6 la del mévil al principio del
tiempo, y con v la velocidad del mismo al fin del
tiempo . Supongamos tambien para mayor preci-
sion, que y es la variacion de la velocidad durante
un segundo. Pues bien, en este caso la variacion
en el tiempo ¢ serd yt. Luego siendo el movimiento
acelerado, nos dard por resultado

v—v=nt &6 v=0v, 4 1t.
Estas dos formulas se reducen 4 esta sola,
V=" -+ 7,

conviniendo en dar 4 vy el signo +en el primer
caso y el signo — en el segundo.

23. OBsErvAcION. —En el precedente parrafo he-
mos supuesto que v, ¥ v son velocidades positivas;
perolaformulaqueantecede essiempre la propia del
movimiento uniformemente variado ; asi, este serd
acelerado cuando v, é y lleven el mismo signo, lle-
vando signos contrarios, y entonees el movimiento
serd retardado hasta que no se obtenga v, - 1t

de donde resulta t — fr . Por lo tanto, desde este

momento el movimiento seri acelerado porque
cambia de sentido.

24, AcELERACION. — La cantidad constante T
que mide la variacion de la velocidad durante la
unidad de tiempo, se llama aceleracion: esta os nna
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longitud, como v, y v, que depende ignalmente de
dos unidades. Los diversos movimientns unifor-
memenle variados se distinguen entre si por la
importancia y grandeza del movimiento reci-
proco de cada uno, y por el signo de la acelera-
cion.

Sin embargo, puede deducirse de la férmula
v=v, +t la expresion del espacio recorrido en
esle movimiento. Porque siendo la velocidad la
derivada del espacio, segun queda dicho, basta con
subir 4 la funcion del tiempo de que deriva v+,
lo cual nos dard la f6rmula

e=e, 4 vt + —1,— at?;

¢, es la constante que facilita las operaciones de
esta naturaleza : aqui representa la distancia del
cuerpo al orfgen de los espacios, en el momento en
que {=o.

Por consecuencia, en fodo movimiento unifor-
memente variado, el espacio recorrido es una fun-
cion del segundo grado del tiempo gastado para
recorrerla.

Esta nueva ecuacion 6 formula, como encierra
tres constantes e,, v,, v, facilita asimismo el cono-
cimiento de las tres posiciones del mévil sobre su
trayectoria, condicion que es, por cierto, muy ne-
cesaria ¢ indispensable para determinar su movi-
miento.

Finalmente, deberd notarse que si el camino

2
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recorrido es una funcion del segundo grado del
tiempo, el movimiento es nniformemente variado;
pues si resulta
e—a -+ bt + ct?,
se oblendra la velocidad, tomando la derivada
v=b - 2cl,

formula que expresa que la velocidad varia en
proporcion al tiempo.

Estas formulas son homogéneas. Desde luego se
concibe con facilidad que son independientes dela
unidad de longitnd ; pues si se toma una unidad n
veces mas grande, los nimeros vy, v, ¥, &, ¢, debe-
rdn ser reemplazados % : ?L; X, :'—;, ?E- , ¥ las
férmulas subsistirdn siempre con estos nuevos
numeros.

Mas para probar que no dependen de la unidad
del tiempo, es necesario notar que sise toma una
unidad n veces mas grande, se verd, primefo, que
el tiempo es representado por el nimero n veces

ol 2
mas pequeiio —; segundo, una velocidad que,

. . A T | .
siendo la relacion AE- de un espacio & un tiempo

su denominador se convierte en n veces mas pe-
quetio, y por lo tanto, las velocidades v,, v deben
reemplazarse con nv,, nv; y tercero, cuando la ace-
leracion 7, que es la velocidad adquirida en un se-
gundo, ¢ para comprenderlo mejor, la relacion de
la velocidad adquirida en ¢ segandos durante el

'
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tiempo ¢ empleado para adquirirla, su numerador
deberd multiplicarse por n puesto que es una ve-
locidad, y su denominador dividirse por n visto
que la unidad del tiempo es n veces mas grande.
Ultimamente, su valor primitivo debe multipli-
carse por #’, esto es, reemplazarse por n*y. Asf,
haciendo estos cambios en las férmulas v=w,

+ qtye=e, + vt + ‘i) ¥, quedarin

no=—nv® 4 n'y :—'l. 6 v=v, 4+ 1t.

i , Belics
e=e, +n L",I — - M

b (i)

: 0 e=e,+v.t+ -
=

Luego como se evidencia, por lo demostrado,
las precedentes formulas no dependen de las uni-
dades del tiempo expresadas por la relacion n.

25. SIMPLIFICACION DE FORMULAS.— Las férmulas

1
v=v,4-1ty e=,- v o 7 que representan el
movimiento uniformemente variado pueden sim-
plificarse. Contando el tiempo desde el momento
en gue la velocidad es nula, la férmula citada
v=yv, + qt quedard reducida &
v '_—_-";‘t;

y si ademds se cuenian los espacios partiendo del
punto en que entonces se halla el movil, la fér-
mula e=—e, 4+ vi + —i,— 2, se redoeird &

1

o . 43
e= TE.
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De este modo se verd que las velocidades son pro-
porcionales & los tiempos transcurridos y los espa-

cios andados & los cuadrados de estos mismos
tiempos.

26. CURVA DE LAS VELGCIDADES. — Puede igual-
mente construirse la curva por las velocidades, 0§,
lo que es lo mismo, la linea representada por la
ecuacion

V=011t
tomando el tiempo por las separaciones y las velo-
cidades por las ordenadas. Esta linea es una recta
inclinada sobre el eje de los tiempos. Su coefi-
ciente de inclinacion es el valor de la aceleracion;
corta el eje de las velocidades en el punto que
da la velocidad inicial y el eje de los tiempos en el
punto que marca el momento en que la velocidad
es nula, y en que el movimiento cambia de sentido.

27. VALOR DE LA ACELERACION EN LA CAIDA DE
LOS CUERPOS. — E]l movimiento de un ecuerpo
pesado que cae en el vacio es uniformemente ace-
lerado, segun lo demuestra la experiencia. La ace-
leracion y es la misma para todos los cuerpos, en
el mismo lugar. Represéntase generalmente por la
letra g, primera de la palabra gravedad. Se ha
evaluado asf :

g = 9=,8088.

Por consiguiente, un cuerpo pesado partiendo

PRIMERA PARTE. — CAPITULO 111, 29

sin velocidad inicial adquiere una velocidad
de 9=,8088 en el primer segundo de su caida en
el vacio; luego recorre en este segundo la mitad
de dicho espacio, esto es, 4=,9044.

‘28. Ecuaciox pe gste MOVIMIENTO. — Si se de-
signacon v la velocidad adquirida al fin de] tiempo
Y por h la altura de donde cae el cuerpo du-
rante este tiempo, lag ecuaciones del movimiento
s0n

v=gt h:-_}_gt’

¥ eliminando ¢ v= /%,
Por consiguiente, v es la velocidad de la al-
tura &,

Mas si el mévil estd animado de una ve-

locidad inieial v, las ecuaciones son :

V=t,+gt, h=up, 4 f gt2,

y eliminandot, v*— v, =2h.
Como aplicacion de estis formulas resol-
veremos los siguientes problemas :
1.* Un cuerpo cayendo por lo largo de la
- vertical 0.X (fig. 3), ha recorrido la longi-
lud dada a B=h en un tiempo dado ».
Ahora se preguntiari ; ¢4de qué punto ha partido
sin velocidad inicial ?

Supongamos 6 el punto de salida : pongamos en
seguida @ A —=a, y designemos con ¢ el tiempo
9

-
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desconocido darante el cnal el cuerpo ha caido del
punto © al punto 4, y resultard
e % _(ﬂ',’ X

a:-—}—h.t_‘?g(t +0)*

De ahi se saca por medio de la sustraccion

h= T{-J (2t0--6*) = gtb +- U.P':;

; % — gt) ?
y por consecuencia t= _ﬁ_h-J_:f_‘)_
20

Sustituyendo el valor ¢ en la expresion de @,
2h— go)?

86 obtendrid @ —=X—C_ 2
8gb *

Mas, para que el problema sea posible es necesario
que t sea positivo, y al efecto se exige que se

g6? e a 5 @i
tenga h >-’5-_, -, como condicion evidente & priori.

92.° caso. Dos cuerpos pesados C,, C, caen el uno
de A y el olro de B con velocidades iniciales
dadas V,, Vi; el primero parte 6 segundos antes
queel otro;la distancia A B es dada igual 4 h: gen
qué punto y en qué momenlo se encontrarin ?
(Fig. 3.)

Sea, pues, it el puesto del encucntro, « la dis-
tancia B R, y ¢ el tiempo que transcurre durante la
cuida de C,. Las ecuaciones son :

bt=v, (040 + 59 (00

z=ui 4+ ,IT gl*.
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La sustracecion da:
1 3
h=vb4 W —v)i+59 (6* -4 20¢),

h — v — —iT ge*
de donde resulta t =—— : a'.—Hng

Sustituyendo este valor de ¢ en la expresion
de x, se encontrard la distancia que se busca.
Serf muy 1til el discutir las formulas, y por me-
dio de ellas concluir las condiciones de la posibi~
lidad del problema.

El siguiente problema podrd proponerse aun,
pero su resolucion la dejamos al arbitrio del
lector :

Dos cuerpos pesados parten del mismo punto
en épocas diferentes dadas, gin velocidades ini-
ciales. ¢ En qué momento serdn separados el ano
del otro por una distancia dada, y qué caminos
habriin recorrido en su caida?




