ARITMETIEA.

CAPITULOYXX. -

DE LAS RAZONTFS Y PROPORCIONIR Y DE ALGUNAS REGLAF::
QUE DE ELLAS DEPENDEN.

417 Llamase razon en Algebra la relacion de- mayoria, minoria
€iigualdad que hay entre dos cantidades comparadas entre si.

418. Las cantidades que'se comparan entre si se Nlaman térmis
nos de la razon'; el que se compara lleva el nombre 'de antecedente,
Vel con que se compara de consecuente.  Asi si comparo 8 con 4,
el primero serd el antecedente, el segundo el consecuente.

419. De dos modos pueden compararse dos cantidades, ya!bus-
cando su d]ferenma. 4 saber, cuantas unidades & partes de ella
tiene " la ‘una ‘mas 6 ‘ménos que la otra: ya sa cociente; & saber
cuantas veces [a'una cabe en la otra. ¥ 5

. "'De" aqui' dos especies de razones, aritmética la prlmera. geomé-
trica’la segunda. - Asi 84, que tambien se suele eseribir B.4=4,
es una'razon arltméti-cn; ¥ ¢ 6 bien 8 ! 4=2 es unarazon geomé-
trica.s ot o 018

La diferencia 6 el cociente, no :ndlcadm eon los termlnoq de la
razon, sino expresados, como 4 6 2 en los ejemplos anteriores, sue-
len' & veces tomar el nombre de exponentes. .

420. De lo que! demostramos en el N. 293 se infiere que no varla
una razon geométrica multiplicando 6 partiendo sus dos términos
por una misma cantidad. « Asi 8 : 4=16/; 8=4 : 2, siendo, el expo-
nente siempre 2.

421. Una razon se dice inversa de otra, cuando tiene por .mte-
cedente la cantidad que la otra tiene por consecuente, v. g.8:4
€s una razon inversa de 4 : 8.

422. La igualdad de dos razones de la misma especie se ]lama
proporcion. Y como las razones pueden ser aritméticas 6 geomé
tricas, las. proporciones toman tambien las mismas denominaciones. ;
Asi, por ejemplo, 6—4=18—11, que tambien se escribe 8.4 * 13. 11
es una proporeion aritmética, 6. una equidiferencia; y 9 : 3=24 : 8
es una proporcion geométrica. En lugar del signo de lgualdad se
suelen. escribir enatro puntos del modo siguiente : 9 3:.24: 8 5 A

En Algebra nos ocupamos de las razones. y proporgiones ari mé-
ticas ; en este tratado solo daremos de las proporciones geomeétricas

]o que nos puede mrereqa.r dejando el restotambien para el Algebra.
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+423 Lo éustro términos de una proporcion se Haman' propor-

cionales:entre si; el primero y el tercero son antecedentes, él se-

gundo y. el cuarto consecuentes'; el primero y el cuarto se dicen
extremos, el ségundo y el tercero medios, :

424, Las proporciones se distinguen en discretas y contiruas.
La proporeion es disereta cuando sus cuatro términos son diferen-
tes, como 9 37724 ! 8; y continua cuando e} antecedente de la se-
gundaramn es igual al consecuente de la primera, v. g. 4 ¢ 8:18: 16.
La proporcion continua suele esciibirse con solo tres télm.nos pre-
cedidos de una linea entre cuatro puntos, como sigue: s+ 4 18 : 16
v se iee cuatro 4 ocho a diez y seis.

Algunas propiedades de las propovciones

425. Ls propiedad fundamental de la a proporpion que el producto

de los medios es igual al producto de los extremos. . Asi de la pro-

porcion 6.1 316 ; 8 teneinos 6X8=3X16: pues cada uno de es-
tos productos equivale & 48, :

Para demostrar este principio de una manera general sin ocurrir

al *Algebra, observaremos que si el antecedente fuese igual al con-
secuente en cada razon no quedaria duda del prineipio; pues si fue-
se;-por; ejemplo,

6:6..16; 16

no cabe duda que 6 16=6x16. Mas siempre podremos hacer los
consecuentes de una pmporc!on iguales & sus antecedentes, multi-
phcando los consecuentes por el exponente. Asien la proporcmn

6.3.:16.8

el exponenteres 2, ¥ multiplicando por él los consecuerites, tenemos

¢ 6:.6..16 : 16.
Esta operacion siempre sera posible; cualesquiera que sean los tér-
minos de la proporcion.” Con ella no'se hace mas que mult]phcar el
producto de'los medios y el de los éxtremos por la misma cdnt:dad,
& saber, por el expenente. Luego por el axioma del Num. 17, si és-

tos' produétos son zgudles despuea de la muluphcacmn es porque lo

eran dntes.

426. De esta'propiedad fundamental de Ja proporeion’ se deduce
oo una de Tas primeras consecuencias, que conocidos tres térmi-
nos de una’proporcioh’ cualquiera, podremos conocer ¢l cuarto sin
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206 ARITMETICA: :

grande, dificultad. Si el incégnito es un eviremo, s hal.la partien-
do- ¢l produicto - de: los- medios por el otro extremos; y sk esuts me-
div, se encuentra partienda por elotro medio el producto de los ex-

tremos. Por mayor claridad el términe incognito lo llamamos .
25 X 15
6x15. >

go esta otrd 6 197z 15 y tendremos mf—a—fm

Sed! Por ejemplo, 51 25: 115 : &, tendremos z= —’75 sea lue-

La razon es que en el primer Q]e“ﬂp]O tencmos el pmducto de los
medlos 25%15 igual al producto de los extremos 5xz (Num, 425) 5
luego partiendo el p:oducm 25x 15 por el factor 5 (Num 159),
‘debe resultar por cociente el otro factor x que huscamos En el
segundo ejemplo el producto de los extremos 6x15 es 1gual al pro-
ducto de los medios 9 Xz ; luego per una razon analoga partiendo
6x15 por el factor 9, debe resultar por cocients el factor # que se
busea. Esta demostracion puede aplicarse 4 cualqmera proporcion,
como es-fieil de ver. )

4270 B Ja proporcion: continwa: el producto’de los exiremos es
igual al cuadrado del medio. Asi en'la proporcion =42 811 16,
tenemos 4 X i6=8 x8.. En efecto, resolviendo en discretala propor-
oien [eontinua-precedente; tenemos 4.8} 18 16,.-y ‘porel N.d 425
4 X 16=8X8.

428. De aqui resulta que, conomdos dos términos de una propor-
cion continua, se puede conocer el fercero incégnito. 81 este es un

eztremo, se obtendra dividiendo.el cuadrado del medio por el otro ex-

tremo Y, s es incognito el meédio proporcional, se obtiene exzmyendo
la maz cuadrada dzl [ producto de los exiremos., Sea por. ejemplo;; la
slguxente =7 :21 : z, sera m“mi,ﬂ, sea esta otra=x4 : z .36
sera z= a la raiz cuadrada de 4 x36.

... En _efecto. en, el primer. ejemplo. por la propiedad; precedente

(Nam. 427), tenemos 7xz=21X21, luego 2= oo

T ch el se-

gundo tenemos z Xz, 6 sea el cuadrado de z igual 4 4X36; luego Ia_

raiz cuadrada de 4 X 36 serd igual a z, .
429. Apoyados en la propiedad fundamental de la p: &pmrcton
{Nnm. 425), podemos alternar, 6 inventir los:términos.sin, destruir

la proporcion.
Se dice alternar los termmos cuando se coloca un medlo en el

lugar del otro, 6 un extremo en lugar de su correspondiente extre-
mo; € invertir cuando se ponen los medios en lugar delosextre-
mos., Con_solo :alt_ema.r € invertir los términos, puede escribirse
la proporcion de ocho maneras diferentes, como agui se.ve;
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En. todas estas mudanzas subsiste la proporeion ; porque el pro-
ducto de Jos medios siempre es igual en ellas al producto de los ex-
tremos.

430. Se pueden tambien sin alterar la proporcion, multaphca: (7
partir por el mismo nimero los dos términos de la primera razon,
6 los dos de la segunda, 6 todos. Asi la proporcion 4 : 8: :9 . 18
puede cambiarse en estaotral ; 2::9 : 18,6 biend 8 °1 o
dividiendo los términos de una de las razones por una misma can-
tidad. Y la proporcion 3 :9::6 : 18 puede cambiarse en esta
otra 1 [ 3.:2 ; 6, dividiendo por 3 todos sus términos. Cambios
analogos se pueden hacer multiplicando. La demostracion se de-
duce del Num. 420.

431. De la propiedad precedente se infiere esta otra, que sin al-
terar la proporcion se pueden multiplicar 6 partir por una misma
cantidad sus dos antecedentes ¢ sus consecuentes. Asi la propor-
cion 3 :9::6 : 18 puede cambiarse en esta 6 : 9::12 * 18, mul-
tlpilcando los dos antecedentes por-2; 6 en esta otra 3411602,
dividiendo por 9 los dos consecuentes.

Altérnense por la demostracion los términos de la proporeion,
lo que nos conduce 2l caso del nimero anterior 430.

Regla de tres simple.

432. Llamase regla de tres aquella por la que, dados tres térmi-
nos de. una cuestion, se busca un cuarto incognito que forme con
ellos proporeion.

Senalando el incognito con z, y colocando todos los términos
en su lugar, la regla del N. 426 nos dice claramente lo que ha de
hacerse para hallar la incognita. Luego toda la dificultad de la
regla de tres consiste en la colocacion de los términos.

4338. Para hacerlo con acierto se deben hacer las siguientes
observaciones.

1+ En toda cuestion de regla de tres hay dos de los términos
dados que son homogeneos, el otro es homogéneo con el i incognito,

38




298 ARITMETICA.
y éstos son ambos heterogéneos de los'dos primeros. Para mayor
claridad llamarémos 4 los primeros datos, y 4 los segundos resultados.

2.2 Los resultados tienen ¢ada uno una relacion de dependencia
de uno de los datos.

3.2 Esta relacion 0 razon puede ser directa 6 inversa. Se dice
directa, cuando creciendo ¢ disminuyendo uno de los datos, crece
6 disminuye su correspondiente resultado; la razon es inversa,
cuando aumentando el dato disminuye el resultado; y viceversa,
aumenta ‘el resultado disminuyendo el dato. De aqui tambien de-
riva la distincion de la regla de tres en directa € inversa.

434. Aclararemos todo esto con ejemplos. Sea el primero: 20
albafiiles han hecho en un tiempo dado 60 varas de pared, se quie-
re saber cuantas varas harian 30 albaiiles en un mismo tiempo,
supuesto que trabajen con la misma actividad. En esta cuestion
tenemos tres t€rminos conocidos, y se busca un cuarto incognito,
a saber, las varas de pared que pueden hacer 30 albafiles: 20
albaniles y 30 albaiiiles son los dos datos homegéneos; 60 varas y
las varas que se buscan son los dos resultados; tambien homogé-
neos entre sl, ‘pero heterogéneos con los datos. Vemos ademas
que como las 60 varas dependen'de los 20 albaniles, asi las varas
que se buscan dependen de los 30. Por tltimo, ¢como mas albafiles
haya, mas varas de trabajo haran, los datos estan aqui en razon
directa con los resultados.

485. Puesto esto, se colocardn los terminos de esta manera:
formese la primera razon con los datos; en cuanto a la segunda
consideramos que por estar aqui en razon directa los datos y. los
resultados, la misma razon que existe entre los datos, debe existir
entre los resultados. En efecto, si el nimero de albaniles que van
4 trabajar fuese doble, triplo, la mitad, la cuarta parte, etc., de los
20 que han trabajado, el nimero de varas tambien que harian,
seria doble, triplo, la mitad, la cuarta parte; ete., de las 60 que han
heeho los 20 albaiiiles. Luego con los resultados formaremos ld
segunda razon, pero de manera que sea antecedente aquel cuyo
dato correspondiente es dntecedente de la primera razon, ¥ con-
secuente aquel cuyo’dato eorréspendiente en la primeta razon es
consecueiite. Resultard, pueg, la siguiente propereion : 20 albailes
estan 4 30 albafilles; como 60 varay hechas por log 20 éstdn 4 2,
varas que deben hacer los 30,:6 sea

20: 30::60; z;

30 x 60

de donde se saca z=——=90.
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La demostracion que acabamos de dar para la colocacion de
los términos en esta cugstion es aplicable 4 toda regla de tres:
directa. :
436; Para la regla de tres inversa nos valdrémos del ejemple
siguiente : 10 albahiles han hecho en 5 horas un cierto némero de!
varas de trabajo, ;cuantas emplearan 20 albaiiles para hacer el
mismo ntmero de varas, suponiendo que las demas circunstanecias
quedan iguales ? En, esta cuestion la regla de tres; & que da lugar,
es inversa, porque los datos estian aqui en razon inversa con los
resultados. En efecto, mas albafiles hay, ménos horas se han de
emplear. | Como se colocaran, pues, los términus? Se forma la
primera razon con los datos: para la segunda se observa que entre
los resultados no existe la misma razon que entre sus correspon-
dientes datos, pero si se ve que la razon es inversa; pues si el
numero de albaniles que han de trabajar fuese doble, triplo, etc.,
de los que han trabajado, el nimero de horas que sc han de gastar
seria la mitad, la tercera parte, efc., de las que se gastaron. Luego
los resultados, que son los términos de la segunda razon, se han de
colocar en drden inverso de sus correspondientes datos, para que
las dos razenes sean iguales y formen proporcion. | Asi en la cues:
tion propuesta tendrémos la proporcion, 10 albaniles 4 20 alba-.
fiiles: :z horas & 5 horas, 6 sea '
100 20 <Ay

5x10

de donde se saca z=

437. Se puede tambien, si se- quiere, poner siempre la 2 por
cuarto término de la proporcion. Enténces se forma primero la
segunda. razou poniendo’ por' antecedente el resultado cégnito, y
por consecuente el incognito. Luego para formarla primera razon
se ve sila z consecuente debe ser mayor 6 menor que su antece-
dente ‘(lo que facilmente se puede averiguar por las condiciones
de la cuestion propuesta). Si ha de ser mayor, se pondra por
consecuente de la primera razon el dato mayor ; si'menor el coun-
secuente de la primera razon sera tambien menor: porque solo de
esta manera pueden ser iguales las dos razones. Asien la cuestion
propuesta e el nimiero anterior, formariamos primero la segunda
razon 5hs: zhs; Inego como vemos que z horas ha de ser menor
que 5 heras, pondriamos por consecuente de la primera razon 10
albaiiiles, dato menor que 20 albaiiles, y tendriamos la proporcion

; 20 ; 10715 z;

: 5% 10 ;
de la que se infiere :r:%(T:Q%, que es el mismo resultado que
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nos di6 la proporcion anterior (N. 436) ; pero este segundo modo
de colocar los términos es mucho mas sencillo que el primero.-

438. Aplicando & las proporciones de las dos cuestiones pro-
puestas los teoremas demostrados en los nimeros 430 y 431, po-
drémos hacer algunas abreviaciones que suelen ocurrir en la reso-
lucion de los problemas. Asi observando que en la primera

2030160 x
los dos antecedentes 20 y 60 son divisibles por 20, se pueden re-
ducir estos dos términos y resulta
; 1:30: 8z

de la que se saca z=8x30=90, operacion mas sencilla que la
indicada (N. 485) en a::g%j-n, '

En la practica se suele hacer la reduccion borrando los térmi-
nos primitivos, y escribiendo 4 lado 6 arriba los cocientes que re-
sultan en esta forma

1 3
20:30::60  x
Si despues de hecha esta reduccion hubiese otras que hacer
conforme 4 las propiedades de los nimeros 430 y 431, se seguiria
simplificando cuanto es posible.
La proporcion de la segunda cuestion
20100355 @
puede simplificarse dividiendo los dos términos de la primera razon
por 10 y se trasformaré en’esta

20/10::5: 2
de la que se infiere 2=:=9} cuyo resultado es igual al que Se
habia obtenido (N.o: 436 y 437).

Estas simplificaciones podrin hacerse todas las veces que en
las proporciones haya términos divisibles por la misma cantidad
conforme 4 los nimeros 430 y 431.

439. Agreguemos algunos ejemplos para ejercicio de los alumnos.

1.o. Sabiendo que el tren de un ferrocarril ha hecho en tres ho-
ras 15 leguas y 75 varas de camino, se pregunta en cuéntas horas
hard 201 leguas y 1005 varas, supuesto que ande con la misma
velocidad. Reducidas las leguas 4 su minima especie y hechas las
demas simplificaciones, se saca por valor de la z 40 horas y 12
minutos. ‘

2.0 Por 37 arrobas 5 libras 4 onzas se han pagado $121,,0625,

se pregunta cuanto costarian al mismo precio 179 arrobas 17 libras
9 onzas. Se encontrard aqui z=$584,,033125.
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8.2 Un navio tiene viveres aun para 20 dias, y como segun el
calculo del capitan tiene que estar en mar todavia 30 dias, se
pregunta en cuanto debe disminuirse la racion diaria de la tripu-
lacion para que no falte. Considerando como 1 la racion diaria,
se verd que debe disminuirse en 1.

Regla de tres compuesta.

440. Sucede 4 veces en las cuestiones de la regla de tres que el
valor de la incognita depende de varias circunstaneias, y por con-
siguiente que hay mas de tres términos conocidos. Entdnces la
regla de tres toma el nombre de compuesta, & diferencia de la que
hemos considerado antes que lleva el nombre de regla de tres
simple. 5

441. Para demostrar cémo se resuelven estas especies de cues-
tiones nos servirémos de algunos ejemplos. *Supongamos.que 25
hombres trabajando 15 dias en una cantera han cortado.250 pie-
dras, se quiere saber cuantas cortaran 100 hombres en 20 dias.

En esta cuestion la = depende en primer lugar de las 250 piedras
cortadas, y en segundo lugar de las dos razones que hay entre los
25 y los 100 hombres, y entre los 15 dias y los 20. Pero supo-
niendo por un instante que el nimero de dias fuese igual en los
dos casos, por ejemplo 15, la regla de tres seria simple y tendria-

mos la proporcion
25 110072507 = ;

: 250x100 3 : ;
lo que daria z=——>=—. Pero el nimero de dias es desigual ; luego

25
5 o . ST S 256 X100
formarémos esta otra proporcien: 81 15 dias me dan —QXT

piedras, 20 dias cuantas daran; 6 formando cada razon con térmi-
nos homogéneos, tendrémos
15:20:;
250109 %20
25%15
Ein esta expresion vemos que el valor de z se forma del resul-
tado' 250 piedras multiplicado por el producto de las dos razones

100w 00
AFLE =}

1000 oo L0 Ar2 il M. by Bt i iy
S5 ¥ 35 pues ERXfi=oo. Mas observarémos que este

mismo resultado hubiéramos tenido si hubiésemos formado un
proporcion cuyo primer antecedente fuese el products de los €
hombres por los 15 dias, datos relativos al resultado eognito 250
piedras, y el primer consecuente el producto de los 100 hombres y
20 dias, datos relativos a z piedras; el antecedente de la segunda

razon las 250 piedras y el consecuente la z, 4 saber:

250 %100
25

L
.

;

de la que resulta z=

a
=
5
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- 25X 151100 : x20;:250 :
0. _en otros términos, para conocer la & hubiéramos podido formar.
upa’ proporcion cuya. segunda razon tuviese por antecedente el
resultado cdgnito y la z por consecuente, y la primera razon fuese
compuesta del producto de las demas razones colocadas en 6rden
directo. Esta consecuencia se aplica, como puede verse claramente,
a cualquier nimero de razoues directas que hubiese en la cuestion.

Pero si algunas de las razones fuesen inversas con los resultados,
enténces compondriamos como sigue la primera razon,

Supongamos que lag piedras cortadas por los 25 hombres tuvie-
sen 12 pulgadas de largo y 4 de ancho, y que las que han de cortar
10s°100 hombres deben tener 16 pulgadas de largo v 6 de ancho;
entonces ya cambia el valor de la z, porque hay otras circunstan-
cias de que depende. :

En este caso considerarémos por un rato que lo ancho sea lo
mismo.' Como es diferente lo largo, y ademas los datos 12 pulgadaél
y 16 pulgadas de largo estin en razon inversa con los resultados,
que son piedras, tendrémos (N. 437) la proporcion '

s o 250X 100%20
V{7 o515 - L5
:25UXIQG_X?QX_12
20X 15x 16

Haciendo el mismo raciocinio con la otra razon,de lo,ancho,

que tambien es inversa, tendrémos esta otra proporcion.
6 ¢a; K02
25X 15X16 o ]

250X 10020 % 1234
T BAXIaXI6XE

Con esta tltima expresion podemos formar una proporecion qi,le
nos daria el mismo resultado, 4 saber :

25X15X16X6 ; 100X20x12 x4 250 WP

Obsérvese aqui que 25 hombres y 15 dias, factores del antece-
dente de la primera razon, son correspondientes de las 250 piedras,
antecedente de la segunda ;-de la misma manera que 100 hombres
y 20 dias, factores del consecuente de la primera Tazon, son cor-
respondientes de z piedras, consecuente de la segunda ; pero 16
pulgadas de largo y 6 de ancho, factores del primer antecedente,
no son segun la cuestion propuesta correspondientes del auiéce;

de la que resulta z

y luego z=

dente segundo 250 piedras, como no lo son tampoco de z piedras

las 12 pulgadas de largo y las 4 de ancho.
primeros datos estdn en razon directa con los

g resultados, pero ne,
asi los segundos. Sk

La razon es que los_
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Obsérvese ‘ademas que la primera razon no 'es'miés ‘que ‘el ‘pro-
ducto de todas las razones propuestas en la cuestion, méhos [a que
existe entre la ineégnita y su homogéneo, la que forma 'l segiinda
25 X 15X 16X6 '. )

: 100x20x 124 q
de las que unas son directas, otras inversas con —

razon. - En ‘efecto, ¢s lo mismo que

Ahora, como estos raciocinios los podriamos aplicar a otras
condiciones, si las hubiese en la presente cuestion, y 4 todas las
cuestiones que puedan proponerse de regla de tres compuesta:
luego deducimos generalmente que paru resolver una cuestion dé
regla de tres compuesta, se forma una proporcion cuyd secunda
razon se expresa con los dos resultados, y la primera es el prodzcto
de las demas razones, con la advertencia de colocar todos los datos
en orden directo ¢ inverso con los resultados G medida que estan
con ellos en razon directd 6 inversa. %

Esta misma demostracion se ve en Algebra aun mas clara,
como que se puede hacer uso alli de otra especie de caleulo.

442. En la practica se suelen escribir primero para mayor cla-
ridad todos los términos homogéneos de dos en dos como sigte:

hombres, dias, pulgadas de largo, pgs. de ancho, piedras.

25 15 12 4 250
100 20 16 6 Ty
luego se forma con la z y su homogéneo la segunda razon, y: por
la primera se van escribiendo en columna los datos de dos en dos,
advirtiendo de ponerlos en érden directo 6 inverso con los resul-
tados segun que estén con ellos en razon directa 6 inversa, de esta
manera:
25 11002250
15 ;20
16 ; 12
6: 4

Como la primera columna contiene los factores del primer an-
tecedente y la segunda los factores del primer consecuente, se
puede hacer uso de las abreviaciones indicadas en el N. 438,
cuando haya lugar. En’ estos casos se reduciria la proporcion
a estos solos términos :

31 100x2:710: =
de donde se saca z=666%.

443. Hé aqui otro problema que puede servir de ejercicio. Se
quiere saber cuantos hombres se necesitan para abrir un canal de
2572 varas de largo, 8 varas 0 pié y 6 pulgadas de ancho, 51 varas
de ‘hondo; trabajando 15 dias y 7 horas por dia, sabiefids que 50




