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55.—Pruzsr.—La substraccién se prueba sumando el substraendo
con la resta, y si no ha habido error, la suma debe ser igual al minuendo,

porque la resta expresa la cantidad que le falta al substraendo para ser
igual al minuendo.

86.—Casos.—Los casos de la substraceién, son dos: 1° Cuando hay
que restar una cantidad de ofra una soln vez. 20 Cuando una cantidad se
debe restar de otra cuantas veces sea posible.

Primer caso 445—387=58

Begundo caso, restar 151 de 453 cuantas veces se pueda.

453
— 151

302

—151
151
—151

000 luego 453 es ignal 43 veces 151.

Como habra podido observarse, estos dos casos son distintos. no por-
que sean diferentes los valores numéricos del minuendo y delsnbstraen-
do, sino por ser diversa la condicion de restar una cantidad de otra uUnG
sola vez, de la de restarla cuantas veces seq posible.

El primer caso se resuelve por la regla general, y la ejecucién del
segundo se facilita mucho por medio de la divisién, oper
més que el segundo caso de la substraccién abreviado.

57.—Usos.—El primer caso tiene los usos & que da lugar el objeto
de la operacidn, porlo que se emplea; primero, cuando 8 quiers cono-
cer la diferencia entre dos cantidades; segundo, cuando se quiers en-
contrar un niimero que sumado con otro conocido, forme una cantidad
propuesta, lo que equivale 4 hallar el exceso de un niimero sobre otro: v
tercero, cuando se quiere quitar 4 un niimero el valor de otro: que es
propiamente restarlo.

El segundo caso de la substraccién tiene cuatro usos:

acion que no es

1* Ver cudntas veces un nimero conticne 6 otro: 20 Reducir umidades
de especie menor G mayor. 3° Conocido el valor de muchas unidades y el
wimero de ellas, determinar el valor de una unidad. 4o Conocido €l valor
de muchas unidades y el de una sola, determinar el nimero de ellas.
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5S.— Para ejercicio pondremos los siguientes ejermplos:

84 367 965 30 409 700 45 000 O:i(ﬂ)
—37 478 704 —15 700 967 —12 673 436

45 889 261 14 708 733 32 326 604

Omitimos poner ejemplos de los usos del 2° caso, porque ¢stos se re-
suelven con més facilidad por medio de la divisién.

MULTIPLICACION DE LOS NUMEROS ENTEROS.

59.—Ya hemos dicho en el pirrafo 43, que cuando en la suma los
2 ) fan1 3 Hnhs
gumandos son ignales, la operacidn se facilita por medio de la multipli
cacién, operacién que es en realidad el segundo caso ge la suma abre-
viado. -
Cnando gueremos sumar, por ejemplo, 16 cinco veces, esto es:

164161616} 16—80;

i i y i 4 ci - sontrar una
esto equivale & buscar un valor igual 4 cinco veces 16,6 2 enc1 ntrar
AP ToE PR LS Lo
cantidad 5 veces mayor que 16. Tales el objeto de la multiplicacién.
Lia operacién se indica con el signo % multiplicado por, 6 por medio

de un punto puesto entre las dos cantidades.
16 X 5=80, 6 16.5=80.

Se lee 16 multiplicado por 5 iglal 4 80, '
E 1 . X S 2 & e
La cantidad que se habia de sumar se llama mulfiplicando; la que in
1 h - mar. ga 11am wltinlica
diea el numero de veces que se babia de sumar, se Hfﬂsl-a mub‘{p!:radm“,
y-el resultado product. = Al multiplicando y al multiplicador juntos se
les llama faciores.del producto. feh ;
El producto es de la misma especie que el.multiplicando; y el multi-
plicador, que en rigor puede considerarse como ntimero abstracto, es las
e : ek L 3 3 A P KO Las
mas veces de una especie diferente de la del multiplicando. 5
Dermiorox.—La multiplicacion de los nitmeros enteros es la operacion
por medio de la cual se suma 6 se toma utl niimero tantas veces como unida-
des hay en otro. i :
E! objeto de la mulliplicacion es formar upa cantidad que tefiga con un
ntimero dado la misma relacion que ofro liene coft la unidad, 2




60.— Prnizz teorems— El valor-del producto de dos cantidades, no se
altera cuando se invierte el orden de los factores.

Esto QS: 3}(:):::))(3

Druostractéy.—Cnando los factores son dos, se puede desc.on‘lponer
el multiplicando en las unidades que lo forman y después mulh.ph‘carlas
por el multiplicador, con lo cual se obtiene por resultado el mul'up.hcacéor
repetido 6 sumado tantas veces como unidades hay en el multiplicando.

Asi 53 3=(11111+141)X3
ejecutando la multiplicacién se obtiene
5X3=31313134+3=3x5
inego BX3=8%b

En el caso de que tengamos formado un producto por tres factores,
por ejemplo,
355X T=105

demostraremos que el primer factor 3 puede ocupar el segundo ¢ el
tercer lugar sin que se altere el valor del producto.

Como 8x5=bX3
se inflere qua IXEXT=6X3XT s o s o+ (1)
Como 3 XT=Tx3
se infiere que SXBNT=bXTX3.v..-.. (2)
1uego 85X T1==bX% 3XT=bXT7X3

61.—SkaURDo TEOREMA—S7 Se hace & uno de los factores cierto nimero
de veces mayor, el producto resultard igiial nimero de veces mayor.
DemosTrAcION.—Sea B x4—24. . Si 4 6 lo hacemos tres veces mayor,

Ia operacién se cambiaré en
18x4=72

y tendremos que demostrar que 18X 4 es igual 4 24X 3.
Como 18=63(3, tendremos:

18%4—=5X3 X4

invirtiendo el orden de los factores se tiene
18X 4=6X4%3

y como 6%4=—24, finalmente resnlta:

gue es lo que se queria demostrar.

Abora, como el valor del producto no se altera tomando por multi-
plicando el multiplicador, resulta que el principio es cierto para cual-
quiera de los factores.

62.—Teroer TeoREMA.—Si se hace d uno de los factores cierto nimero
de veces menor, el producto resultard el mismo niamero de veces menor.

DexosTracI6N.—Si sabemos que

1w d=60

y hacemos 4 uno de los factores, 15, por ejemplo, 8 veces menor,

-

decimos que 5x4—=20

gera 3 veres menor que 60.

En efecto, por ser 15 fres veces mayor que el factor 5, el producta,
60, conforme al teorema anterior, serd fres veces mayor que 20, y en
consecuencia

85X 4 sera tres veces menor que 154

que es lo que se queria demostrar.

De lo expuesto resulta que el producto experimentard varigciones se-
mejantes d las que tenga cualquiera de los factores.

63.—Cuarro TroREMA.— Bl producto de dos factores no se altera cuando
uno de ellos se aumenta, y el otro se disminuye el mismo nimero de
venes,

Dauosrracioy.—Cuando se aumenta uno de los factores, el producto
se hace cierto nimero de veces mayor, pero como cuando se disminuye
igual nimero de veces el otro factor, se hace el producto menor tanto
como antes se hizo mayor, resulta que hay perfecta compensacién que-
dando el producto con igual valor.

64. — Quinto TeOREMA.— Toda’ cantidad multiplicada por 1 da por pro-
ducito la misma cantidad.
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DemosTracron.—Porque como cuando el multiplicador es la unidad,
esto indica que el multiplicando se ha de tomar 6 sumar una vez para
obtener el resultado, naturalmente éste, que es el producto, sera igual
al multiplicando.

65.—SexTo TEOREMA.—Toda cantidad multiplicada por cero da cero
por producto. :

Dexostracion.—Como el valor del producto no se altera cuando se
invierte el orden de los factores (60), se tendra, por sjemplo que

16 x0=0x16

Ahora bien, como si se suma 0 diez y seis veces consigo mismo el
resultado es 0,

tendremos 0X16=0

luego 163¢0=0

que es lo que se debia demostrar; y como el raciocinio hecho con 16 es
aplicable 4 cualquier ntmero, resulta que toda cantidad multiplicada
por cero dar# cero por producto:

Debe notarse que cuando se multiplica una cantidad por 1 6 por 0
el produeto no es mayor que cualquiera de los factores.  La muitiplica=
cién, segin hemos dicho, es una operacién por medio de la cual se ob-
tiene un resultado que tiene con una cantidad conocida (con el multi-
plicando), la misma relacién que otra cantidad (el multiplicador), tiene
eon la unidad. Esto explica por qué en matematicas no siempre produ-
ce 1a multiplicacion el aumento que podria atribuirsele por la significa-
cién de la palabra en el lengnaje comiin.

66.—Para ejecutar la multiplicacién de dos ntimeros de cnalquiera
magnitud es preciso conocer primero los productos delos gnarismos que
representan unidades simples, y los cuales se encuentran en la tabla ad-
junta llamada de Pitdgoras. Esta se forma escribiendo en una linea
horizontal los 10 primeros ntimeros: en seguida,se va sumando cada
uno consigo mismo 10 veees, escribiendo cada suma debajo de la anterior
en la misma columna vertical. Para formar, por, ejemplo, los produc-
tos de 5, despues de escrito el primer renglén, se sumard 5 con 5 y se
escribe 10 debajo: '10-1-5=15 que se escribe debajo de 10: 15-+5—20.
204-5=25, etc., y de este modo se obtienen los productos de 5 por 1,
por 2, por 3, por 4, ete.

TABLA DE PITAGORAS.

P
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Si se quiere encontrar, por ejemplo, el pro.iuct? de 8 por 4 bastard
bajar en la columna vertical debajo del 8 hasta la interseccion de la H-
nes horizontal de 4, y 32 sera el producto de 8 por 4.

Asi pues, el producto de dos factores que no pase de 10 p‘uede ob-
tenerse por medio de la tabla, cuando no se conoce & la memoria.

Esta tabla es una nueva demostracién de que el producto es el mis-
mo cualquiera que sea el orden de los factores, "‘uy‘.n_sto que las coiu_m-
pas generadoras de los productos, esto es, la hO}‘i?_anal }1:1. vertical
pueden invertirse sin variacion del productc?. La demostracion se con-
cibe que es general dando suficiente extension & ]E.L tabla. e

Cuando uno de los factores tiene més de una cifra, se considera este
dividido en unidades, decenas, centenas, etc., y se ejecuta la multipli-
eacién por partes. Para multiplicar, por ejemi?lu, el numero 9,437
por 4, basta considerar la suma que seria Decesario efectuar, para cou-
prender el fundamento de la operacién. La columna de las unidades
contiene el mimero 7, repetido cuatro veces; luego para encontrar la
suma de las unidades bastari multiplicar 7 por 4 igual 4 28, poner 8
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unidades y retener 2 decenas para reunirlas 4 las de su espscie; en la
columna compuesta de 3 repetido 4 veces igual 4 12, mas 9 437
dos decenas retenidas forman 14; ga pbne 4 y se retiene una

centena para reunirla 4 las centenas, etc. Hemos represen-

tado debajo de la suma la multiplicacién, y .asi s ve que la

operacion equivale & multiplicar cade una de las cifras del
multiplicando por el multiplicador, comenzando por las de es-

pecie menor; cada producto se escribe debajo de la cifra de

gue procede Y se retienen ias decenas para reunirlas al pro-

duclo del guarismo siguiente.

Cuando ambos factores constan de mas de un guarismo, se d
pone el multiplicador en las unidades, decenas, centenas, ete., de
consta: se multiplica el multiplicando por cada una de las partes del
multiplicador, y el producto total es igual 4 la suma de los productos
parciales.

Si se quiere, por ejemplo, multiplicar 9,437 por 864, se tendra que

9437 X 864—9437 % 418437 X 6019437 ¢ 800

¥ en consecuencia, se multiplicard 9437 por 4, por 60 y por 800 que
son las partes del multiplicador y después se sumarau los 9437
tres productos. El primero de 9437 por 4=57748 se for- 864
ma como acaba de explicarse. El de 9437 por 60 se obtie- 37748
ve multiplicando eada una de sus cifras por 6, pero como 566220
60 es 10 veces mayor que 6, se tiene cuidado de que es-  75495C
te producto exprese decenas y no unidades, para lo cual 68
se agrega un cero 4 la derecha del primer producto de 6 por las unida-
des del multiplicando, 4 fin de dar al producto parcial el valor que le
corresponde.  En efecto, 9437 multiplicado por 6 unidades, produce
56622 unidades; pero como Jo que se busca es el producto por 60, que
es 10 veces mayor que 6 unidades, serf necesario hacer el producte
10 veces mayor, lo cual se consigue agregando un cero & la derecha 6
colocando este producto en el lugar correspondiente. Para obtensr el
producto por 800 se multiplican todas las cifras del multiplicanda por
8, y se agregan dos ceros 4 la derecha. Por ultimo, se suman los- tres
productos parciales para formar el fotal
67.—Tales son los fundamentos de la signiente:

REeLs eENgran Pars murTieLicaR Tos ENTEROS,—1°—Cuando embos
factores tienen un solo guarismo, el producto se obtiene d la memorig é
por la tabla de Pildgoras.

20— Cuando uno de los factores tiene varias cifras y el ofro consia de
tu solo quarismo, se coloca este comunmente debajo del nimero mayor, se
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tira una linea horizontal para separar, el producto, y se condenza & multi-
plicar cada una de las cifras del factor mayor, comenzando por las uni-
dades, por el guarismo del multiplicador: se escriben las unidudes de cada
producto en el orden de la cifru del multiplicando de que procede, y las
decenas que contenga se reunen al producto de lo cifra siguiente, Y asi se
contintta la operacion hasta multiplicar el guarismo de mayor especie, cu-
yo producto se escribe tal como sale.

3o— Cuando ambos factores tienen varias cifras, se escribe comunmen-
te el menor debajo del mayor, y se tira una linea horizontal para separar
los factores de los productos parciales. Conforme d la regla anterior, se
forma el producto del multiplicando por las unidades del multiplicador; en
sequida se forma el producto del multiplicando por el guarismo de las de-
cenas del multiplicador, escribiendo el primer guarismo de este producto en
la columna de las decenas; después se forma el producto del multiplicando
por el guarismo de las centenas del mulfiplicador, escribiendo el primer
guarismo en la columna de las centenas, y asi se continuard la operacion;
susando, por @ltimo, los productos parciales.

68.—EssnpLo,—Sea por multiplicar 72048 por 347. Conforme 4 la
regla, las cantidades se escribiran como se ve al lado. Se
multiplicardn por 7 todos los guarismos del multiplican- 72048
do, comenzando por las unidades, diciendo: 7 por.8, 56; 347
ge ponen 6 unidades y se retiénen 5 decenas para unirlas 504336
al producto de 7 por 4 decenas, son 28, y 5, 33; se escri- 288192
be 3 y se retienen las 3 decenas; 7 por 0 es 0 y 3 son 3; 216144
7 por 2, 14; se escribe 4 y va 1; 7 por 7, 49 y 1, 50 que 25000656
ge escribe. Después se multiplican todas las cifras del multiplicando por
4 decenas, y como este producto parcial debe expresar decenas, el pri-
mer producto de 8 por 4 se escribe en el lugar de las decenas, omitién-
dose el 0, que por claridad podria ponerse & la derecha. En seguida se
multiplican todas las cifras del multiplicando por 3 centenas, escribiendo
el primer producto de 3 por 8 en el lugar de las centenas para que este
producto parcial exprese centenas, Por ultimo, se suman los productos
parciales para obtener el total.

Obsérvese que el producto de los nlimeros enteros consta de tantos
guarismos como tienen ambos factores juntos ¢ de uno menos. Para
comprender el fundamento de lo cual, basta observar en el ejemplo pro-
puesto, que siendo 347 mayor gue 100 y menor que 1000, el produeto
estara entre los limites 7204800 y 72048000, esto es, constard de tantas
cifras como tiene el multiplicando mas dos 6 tres guarismos, que es la
guma de los dos factores 6 una menos.

69.—DrmosTrACION DE LA REGLA GENERAL.—Cuando con todas las par=
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tes que constituyen una cantidad se ejecuta una operacién, el resultado
es el mismo que si se ejecutara la operacién con teda la cantidad: prae-
ticando la regla hemos multiplicado las unidades, decenas, centenas, ete.
del multiplicando, por las unidades; decenas, centenas, ete., del multi-
plicador, luego habremos obtenido el producto del multiplicando por el
multiplicador. Cuando multiplicamos el multiplicando por el guarismo
que representa las decenas del multiplicador considerdndolo esmo uni-
dades, el producto parcial resultaria 10 veces menor que el verdadero;
pero escribiendo este producto en el lugar de las decenas, le damos el
valor que le corresponde, y asi obtenemos el verdadero producto del
multiplicando por las decenas del multiplicador; continuando la opera-
eién conforme 4 la regla, y escribiendo el producto de las eentenas del
multiplicador en Ia columna da las centenas, el producto de los millares
en la columna de los millares, etc., haremos que cada producto parcial
tenga el valor que debe tener.
70.—Prugpa.—Sea por multiplicar 718345 por 867, Después de
ejecutar la multiplicacion, para hacer la prueba sumamos las cifras del
multiplicando:
718345 28, 10, 1 741484 3441 5-98;
867 21 3

como 28 contiene decenas, volve-

5028415 3 mos 4 sumar los guarismos que lo
4310070 _ forman:
2746760 2-1.8-==10; y por tltimo, 140=1
que es el resultado final de la su-
622805115 30 8 ma de los guarismos del multipli-
cando. En seguida se suman los guarismos del multiplicador,

De igual manera se suman las cifras significativas del ;J%@lucto:
6-1-2+24-84-0-154+14145—30, y 310—3

Ahora formamos el producto de la cifra 1, que resultd del multi-
plicando por la 3, que provino del multiplicador, y siel producto, 3,
resulta igual 4 la cifra 3, que dié la suma de los guarismos del pro-
ducto, es prueba de gue no se cometié ningtn error en la ejecucién
de la multiplicacion.

Dermvicion.—En las pruebas de la multiplicacion y de la divisién
de enteros entendemos por reducir wna cantidad & wnidades simples,
swmar unas con ofras fodas sus cifras significativas; si la suma, ade-

&1

mds de unidades consta de decenas, de centenas, efc., se suman enfre sf
las cifras de la suma, y si fuere necesario, los guarismos de la nueva
suma y los de las siquientes hasta obtener como resultado unidades
stniples.

Resra.— Para hacer la prueba de la multiplicacion de los nitmeros
enteros, se reducen @ unidades simples el multiplicando, el multiplicador y
el products.  Se forma. el producto de la cifra que results del muliiplican-
do por la del multiplicador, reductendo si fuese mecesario, este pequefio
producto & unidades simples: debiendo obtenerse, cuando no ha habido error,
un guarismo igual al que resulto de reducir & unidades simples el producto
del multiplicando por el multiplicador.

Nos falta conocer las propiedades de los factores y divisores de los
nfimeros, «que expondremos al fin de enteros, para dar la demostracidn
de esta regla, que puede verse en el pérrafo 132.

71.—Los casos de la multiplicacion son siete.

1o Cuando ambos factores tienen un solo guarismo.

90 Cuando uno de los factores tiene un solo guarismo y el ofro
parios.

3o_Cuando ambos factores tienert mds de un guarismo.

4o Cuando uno de los factores es la unidad seguida de ceros,

59— Cuando alguno 6 ambos factores terminan en ceros.

Go—Cuando entre las cifras del multiplicador hay uno 6 varios ce-
08, Y

To—Cuando la primera é la 4ltima cifra del multiplicador es la
unidad.

El primer. caso se resuelve & la memoria, y el 2°y 30 conforme 4 la
regla general (67).

CoarTo caso.—Cnando uno de los factores es la unidad seguida de
ceros, se obtiene el producto agregando al otro factor tantos ceros como
son los que acompaian & la unidad, conforme & lo demostrado en el
nimero 20, pues esto equivale & hacer el otro factor 10, 100, 1000, ete.,
veces mayor.

Yorsro oaso.—Cuando alguno 6 ambos factores terminan en ceros,
para obtener el producto se hace abstraccién de dichos ceros, se multi-
plican las cifras significativas por la regla general, y al producto se le
agregan tantos ceros, como sean los que tienen log factores.

Dexostracton.— Cuando se hace abstraccién de los ceros con que ter-
mina ¢l multiplicando, lo hacemos menor (20), 10, 100, 1000, ete., veces,
y en consecuencia, el producto resultard ignal numero de veces me-
nor (62). Cuando hacemos abstraccién de los ceros del multiplicador,
hacemos 4 este factor, y en consecuencia, al produto, cierto nimero de




4

veces menor. Péro como al agregar al producto tantos eeros 4 1a de-
recha como hay en ambos facsores Juntos, lo hacemos tantas veces ma-
yor (20) como antes se habia hecho menor al hacer abstraceisn de los
ceros, resulta que restituiremos al producto el valor que le corresponde,
por lo cual ser4 el verdadero.

SEx10 c150.—Cuando entre las cifrag del multiplicador hay uno
varios ceros, para obtener el producto se omite multiplicar el mul
cando por los ceros del multiplicador, teniendo cunidado de eolocar la
primera cifra significativa de cada producto parcial en la columna del
orden de unidades que representa la cifra der multiplicador ‘que lo ha
producido.

Sea por gjemplo, multiplicar 764789 por 20008.

Dexostraci6y.—El producto total se compone da la
suma de los productos del multiplicando por las partes
de que estd formado el multiplicador, y como en el ca-

80 de que nos ocupamos, éste carece de decenas, cente-

nas y millares, no habra productos parciales producidos 15301398312
por las decenas, ni por las centenas, ni por los millares;

pero para que el producto parcial de las decenas de mi-

Har tenga el valor que le corresponde, debemos hacer que exprase de-
cenas de millar, lo cual se consigus colocando el producto de las unida-
des del multiplicando en la eolumna del orden de unidades de la cifra
del multiplicador.

Seprnro caso.—Cuando la primera 6 Ia tltima cifra del multiplicador
es la unidad, para obtener el producto, se deja el multiplicando come
primer producto parcial, y se colocan los de las demds cifras significa-
tivas en la columna que corresponda al orden de unidades de la cifra
del multiplicador.

Sea por multiplicar 2789 por 241: Ia operacién se dispone como se
ve al lado,

Denostracion.—El fundamento ds esta, operacion es 2789 241
que toda cantidad multiplicada por la unidad, produce 11156
la misma cantidad: y en que 4 cada producto parcial ge 5378
le da el valor que le corresponde. —_—

Este caso es de frecuente aplicacién paralos factores 672149
entre 10 y 20, que son tan comunes, colocdndoss enton- :
ces el multiplicando en el lugar del producto parcial de las decenas,
como. es debido. 346785%16

Sea por multiplicar 346785 por 16. La operacidn se 208
dispone y ejecuta como se ve aqui al lado.

5548:
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2.—Us J cacidn.— Los usos de la multiplicacién son los
72.—Us0S DE LA MULTIPLICACION.
mismos que los del 2. caso de la suma, esto est 1
1.0—C'onocido el valor de wna unidad deteruvinar €l de muchas.
' : : £ £ Tamida Yok o
9.0 Heducir unidades de especie magor d 1menor, y ademas 10‘:: que se
& iplicacid : mar
derivan de la naturaleza de la multiplicacion como son: gimar 6 Fo
una cantidad eierto nmimero de veces, hacer una cantidad cierto numero

de veces mayor, ete. N b
73.—Como ejercicio de la multiplicacién pondremos los siguientes

sjemplos: \ o
J 1.>—Se quiere saber cudl seré el costo de construccién de u1:]1 fe'rro
; 8 e
earril do 186 millas de longitud, caleulando el costo de cada milla & ra
4 i
zon de $49700. : S :
9.9—Se quiere saber qué cantidad de algodén podra cosecha;ue en
una extensién de terreno igual 4 5209 hectaras, bajo el supuesto de que
una hectara produce 708 libras de algodén. i
8.2—Se quiere reducir 97658 quintales & onzas, componiendose un
nintal de 1600 onzas. : i aae
i 4.°—Se quiere reducir 3809 leguas 4 pulgadas, dividiéndose una le
gua en 5000 varas y una vara en 36 pulgadas,

millas hectareas. quintales. oOnzas. leguas.

‘e 49700186 2.0 5209 B 97658X1600 4 8509
3976 708 1b. 585948 T;{gpr%o
2082 T 41672  onz. 156252800 vs. 14043036
§9244200 36463 Ll
3637972 lb. 42
57135
pags. 685620000

DIVISION DE LOS NUMEROS ENTEROS.

74.—En el nimero 56 dijimos que la ejecucién del 2° caso de ]Ef‘ rez—

% el RNy Lt = r L i (I
ta. se facilita por medio de la divisién, operacion que 6s en realidad,
P La divisién es una operacidn recipro-
Ounando se multiplica 3 por 4, se conocen los

el 2.° caso de la resta abreviado.
ca de la multiplicacidn.




