irve de preparacion dva-
Lema es una proposicion fundamenial que surve de preparacion
5l -
riosteoremas 6 d la resolucion de una série cle‘;n_loblcmas.
a % : :
Corolario, es la consecuencit de ?ma’propofswzm.a. S i
Fecolio es una observacion reletive & ung 0 varias propos ’

-"2 ﬁ]??[’ 0 le ea ar i Ones, Su ¢ vien u 1 Z i 8 T'és
1 ; ' il sion, S ,lliz {f fﬂd y a
ey o (e ¢ ,:f)gi-’:u. SUs 1 65{“:: £ 3

tricciones & que deben estar T?O?i_'wtu{as. o i
En todo teorema deben distinguirse dos-partes: d su] o
WL ejemplo, si decimos que la cusraa
G Bien el digmetro, es la mayor de todas las cuer;
‘ ata de la cuerda que pasa por e
Cuando de
7 ] supues-
un teorema se forma otro en el que se toma la conclusion como sup
1.

i resull -oposicion que se llama rect-
L e b e e del quelnos ocupPaIos es
il Asi el teorema reciproco
proca de la primera. Asie ] o
ilue la mayor de todas las cuerdas 6s la que pasa por .eZ oan i
Como alounas veces la conclusion del teorema primitivo couvie e(
. sto, res lempre €s
otros casosano comprendidos en el supuesto, resulta que no siemp
cierta la reciproca, y de aqui Ia necesidad de dcmostrmlai. s
| ia qt s demés que hemos resuel-
; 8 tria que, como los dems
Los problemas de geome : T
j rminar algo des ido que satisfaga de
to, tienen por objeto determinar algo desconocido q

=2 (16[1 st < 1 g [ ’lﬂti YOS & 13
i icl ser ]'e‘i'l.tl\ 03 a lﬂ. ﬁgul{l O Te. ;
mlﬂaﬁﬂ.s COI‘I(]ICIDH&, P‘l}e :

f méricos.
extension, Los primeros son grdficos y los segundos numér i ot
: i 4 1 ;¥ es un prob -
rar tangente & un circulo; y e
roblema gréfico tirar una _ :
i\érioo determinar 1a longitud del radio de un mrc_nlo.. |
Tedo problema consta de resolucion y de demostracion.

clusion, que es su consecuencia. Por
que pasa por el centro, |
s 6 hipotesis es que se tr
das; el supuesto 6 hipbtesis es que se tra B it
* centro,y la conclusion es que sea la mayor de Las ¢ 18,

ANGULOS.

“ 3 Ay vy 3 Al S
%5, DEFINICIONES. —S¢ Hama dngulo la figura formada por do
{ e 9.8 U5 B, N ED. : : ! - o o
‘ B, A C, [fig. 20] inclinadas entre 8L qué cCONCUTTER €N 2.
;v ;,’ Wk el lonoadas las dos rectas A By A O, sin
7 oden suponerse prolongadas las , k
unte. Pueden suj olong ‘ ; >
; 1 valor del 4ngulo cambie. La maguitud de un dngulo dep
1 L Y A & il
g i 111“1‘:’01' inclinacion de las rectas que lo forman, pero 1;0
a mayor o 1+ 1 € : et ;
‘%e %‘1 ;‘ﬂ Situ"i de Gstas, Asi, pues, en un angulolo que se estima, €s 1a
de la longitua Ge estds, s y
inclinacion de dos rectas.

Cuando 1o hay mis que un solo dngulo en un pun-
to, como en la figura 20, se denomina por la letra A
que estd en este punto que se llama vértice; y las ree-
Figura 20. tas A By A C se lHlaman lados del dngulo.

Cuando hay varios dngulos en un mismo punto, co-
mo en la figura 21, se denominan con sus tres letras; pero teniendo
cuidado de nombrarsiempre la del vértice en medio de las dos gue co-
rresponden al extremo libre de cada uno de los lados, Asi s¢ dice el
dngulo A C D y el d4ngulo D C B.

Caando una recta D € cae sobre otra A B form

1ando con ella dos &n-
gulos D C Ay D C B iguales entre 21], se dice que esta recta

} B se llaman rectos.

Todo dngulo E ¢ B [tig. 22], menor que
un trecto D O B, s¢ lama agudo; y todo dn-
gulo B C 4, mayor que un recto D C' A, se {lu-

B ma obtuso. :

Cuando dos dngulos como B ¢ B y £ C A va-
len juntos dos dngulos rectos, se dice que son su-
plementearios.”

Se llaman complementarios dos dngulos” como
B CByECD, cuya suma es tqual ¢ un dngu-
to recto. :

Se llaman dngulos adyacentes los que forma una recta [fig. 23].
‘C' D que cae sobre ofra A B. Los ingulos A D ( yC D B son adya-
centes.

Se llaman dngulos opuestos al vértice, los que
estdn formados por dos rectas [fig. 24] 4 By
U D que se cortan en un punto O y tienen la ez-
presada posicion, como los dngulos A O C y

BIOIE:

ar

376.—Para que dos 4ngulossean iguales, esne-
cesario que la inclinacion respectiva de Jas dos

> g rectas que foyman eac}u- -UI‘lO,‘SO’ﬂ. ]E]. misma; esi;o
\ se prueba haciendo coincidir el vértice A [fig. 23]
o con el A’y el lado A C con el A’ €, y si el otro
2 . lado A B coincide con A’ B’ los dos dngulos se-

rin ignales. .
Por tanto, siempre que dos {ingulos sean ignalés, estamos seguros de

Figura 24,

que si hiciéramos coincidir sus vértices.y uno de sus lados, en el otro

4
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i incidirian: i do los lados coinci-
lado tambien coincidirian; y reciprocamente cuan

dan los dngulos serdn iguales. SR e o e o

N ) 'E\ vérlices de dos dngulos [fig. 23] ¥

\ con el mismo radio s trazan qreos

\ A : “1 de cireulo B C 4y B (%, é z.ingzales-

s ¢ fguates corresponden arcos iguales,
Ry y Teciprocamente.

Por haber tomado el radio A C=A’ €’ y porque toda-s]ats hnc&i‘:s “rezi
tas pueden sobreponerse, si pusiéramos o fobre ‘oﬂ:ra isuafozegoz:a =
punto A coincidiria con A’y el C con C. : Por striighalos iag A
gulos [376], el lado A B tomaria la fin.'ecclon ANB,y ;3011:;;33]3 S
rectas tienen igual longitnd por ser radios, resulta’qnfz el p oy
cidiria con B’; luego siendo los dos arcos B.G y B’ C’ arcos de
iguales y coincidiendo sus extremos, serdn iguales.

a reciproca se demostrard como signe: Ziag o
gi sobrfpusiéramos las rectas A Cy A’ O, "comm;h‘rmn 'sc.-l:;fezt;;
mos por haberlas tomado ignales por ('IDIIIS:tl‘L‘lCClO]:. I or ser _15,_ (m-go e
arcos B C y B’ (’,-¢l punto B’ coincidiria con L’ !y coinci _13_ o
dos extremos de la recta B A con los de la B" ? e}sba ’cm_nc:x {ri-c;
lo que resulta que los dos dngulos B A Cy B’ A’ C’ seréin iguales.

378.—TroRrEMA.— Los dngulos son proporcionales & los arcos del cir-
'lo descrito desde su vértice como centro. :
6201 iiz’i;éf;ffgﬁcéefc [fig. 26] del 4ngulo B O‘A trazamos uga (rzu
cunferencia con el ridio C A, y al lado de este dngalo tre*:z:urnus ;:: 1?
B Digual4d B C A, resulta que conforme al teorema aI.",:“eﬁrlor [t]rn ?:I;
co 3 D=B A; luego al dngulo D C A doble de B C A correspoude
st %iAal lado de D C B trazamos otro &ngulo igua-
EC D, tendremos [377] que ED =D B =l A
lIuego al 4ngulo B ¢ A quees triple de BC A, co:
1‘1‘9;[)011(](3 un arco B A triple de_B A. : S,
Y como lo mismo demostrariamos de un dngulo
cuddruplo, quintuplo, ete., se infiere que los @ngu-
S los son proporetonales & los arcos del cireulo ta'ftmdos
desde sw vértize como centro, y por esta razon se toma por medide de
un dngulo el arco que sus lados abrazan. e i
En efecto, de 1a magnitud del arco depende la inclinacion de los la-
dos, y por tanto el valor del dngulo. _ Sl
379.—Toda circunferencia de circnlo se considera dividida en 360
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partes ignales que se llaman grados, cada grado se subdivide en 60 par-
tes que se llaman minutos, y cada minutose subdivide en 60 segundos.
Los grados se indican con un pequetio cero arriba del nfimero que los
representa, los minutos con una coma y los segundos con dos comas.
Asi 25°—30"—18" se loe 25 grados 30 minutos y 18 segundos.

Y como los arcos son la medida de los dngulos, éstos se estiman tam-
bien en grados, minuntos ¥ segundos. Asi, un dngulo recto, cuya medi-
da es un cuadrante, vale 90°, Dos dngulos suplementarios valen Juntos
180°. Dos dngulos complementarios valen juntos 90°. Un dngulo agu-
do vale ménos de 90°, Yy uno 0btuso vale mds de 90°,

Este sistema de division, que es el mas generalmente adoptado, se
Nama sexagesimal; pero hay otro llamado cenlesimal, en el que la cir-
cunferencia se considera dividida en 400 grados, el grado en 100 minu-
tos y el minuto en 100 segundos.

380. —TEOREMA. — B un mismo circulo, ¢ en circulos iguales G ar.
<08 tguales, corresponden cuerdas tguales, y reciprocaments.

iy Seaelarco AB= (D [fig- 27] del mismo cfreu-

lo, y vamos & demostrar que las cuerdas A B yDC

serdn iguales. Tomemos el punto R en la mitad del

arco D A y tiremos el didmetro R S, S dobliramos

la figura por larecta R S, la semicircunferencia RB S

> coincidiria con la R C §; £378] por haberse tomado

Figura 27, R en el medio do D A, el punto A concidird con D;

y por ser el arco A B = D C el punto B coincidiria con C; y supuesto

que los extremos de Ia cuerda A B coinciden respectivamente con los

de la C D resulta que estas dos cuerdas serdn iguales.
Reciprocamente si la cuerda A B — ( D, haciendo la misma cons-
truceion y doblando la figura segan R S resulta

que coineidirian los
extremos de los arcos, por lo que serdn ignales. :

Si se tratara de dos cirenlos ignales comenzariamos por sobreponer-
los, y en seguida serian aplicables las demostraciones anteriores,

De este teorema resulta que dos dngulos serdn iguales cuando Ip sean
las cuerdas de los arcos descritos desds sus vé
Yy reciprocamente.

réices con el mismo rddio,

381.—Antes de ocuparnos de la resolucion de algunos problemas di-
remos que, al fratar de una dsmostracion, la figura tiene solo por ob-
jeto ayudar 4 la inteligencia del raciocinio que se funda en las relacio-
nes que hay entre el enunciado y el objeto de la demostracion; por cu-
¥a razon esas figuras no tienen necesidad de ser trazadas con gran cui-
dado; no sucediendo otro tanto cuando el objeto es resolver un proble-
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Figura 28. Figura 29.
La escuadra [fig. 28] es un tridngulo fle madera,ﬂ d‘ecr:loetagic:wie 1)1;.;11
£, en el que uno de sus dngulos A pr'emsarf:(jnte 03 11(:11\ S c;!:CiO—
cularmente para trazar lineas Pel_'pemhr;tﬂm.:a y 1)31 aﬁuw. e !}.]. ;}c e
rarse de que estd bien construida, por an puntob [d D].;,(.j S
A B se traza la perpendicular C D aplicando el borde £ U de

: ieand tra el
. ‘3, oltea 1a csenadra aplicando con

t a. R y se voltea l¢ I
dra contra ella. En seguids t i B i
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El trasportador (fig. 30) es'un semicir:
culo de metal 6 de cunerno trasparente,
en el que estd marcado el centro A, y los
grados y medios grados. Sirve para medir
los 4ngulos 6 para construirlos de deter-

e minado valor. Hay dos cosas que rectifi-
car en esbe instrumento: que el punto marcado A sea el centro del se-
mieirculo, y que los grados sean iguales entre si. Para cerciorarse de
la buena colocacion del centro, basta tomar con el compis Ia longitud
del radio del trasportador y trazar una circunferencia: si en cnalquiera
posicion pueden hacerse coincidir el centro y la semicircunferencia del
trasporfador con el centro y cireunferencia trazada, el centro del ins-
tramento estard bien fijado. Para averiguar si estd bien dividido, se to-
ma con el compés la cuerda, por ejemplo, del arco de 15°, y se va lle-
vando entre las divisiones de 1y 16°, de 2 y.17°, de 3y 18°, etc., cuyas
distancias deben ser constantemente ignales, supuesto que 4 arcos igua-
les corresponden cuerdas ignales.

382.—PROBLEMAS DE ANGULOS.—L—Sobre la recta A B (fig. 31)
cansiruir un dngulo igual al dngulo dado D.
WL 1D . Desde ¢l vértice D, como centr
¥ con un radio cualquiera, tricese
el arco E F; haciendo centro en A
SLE, y con el mismo radio tricese el ar-
£ co indefinido G I: témese la cuer-
da E F y 1lévese desde G hasta O:
y tirando la recta C A ésta formard un éngulo igual al dado.

Figara 31,

El fundamento de esta construccion es que los arcos EF y G @, que
miden estos 4ngulos, son iguales por pertenecer & circulos iguales y
tener cuerdas iguales.

IL—Construir un dngulo igual & la suma de dos dngnlos dados.

Sean los 4ngulos dados A y B. Sobre la recta

r/‘: \ C D (fig. 32) y conforme 4 lo explicado en
o A B
F

el problema anterier, se construye el éngulo

& D CE=A. En segnida sobre la recta C E y em-
pleando el mismo método, se construye el fin-
gulo ECF = B, Eldngulo F C D ser4 igual
4 A + B. Asf puede constriirse un dngulo do-
ble, triple, ete, de otro.
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1IL—Determinar la diferencia entre dos dngulos A y B (fig. 33).

f_’ Sobre la recta C D’ se construye el 4ngulo
\ D’CE=A, que es el mayor de los dngulos.
A 8

Sobre el mismo lado C D’ constriyase el 4ngu-

Stk bD’CF =B, Elangulo ECF=ECD’ —
\ i D’ CF = A — B seré el pedido.
i 0
Figura 33,

IV.—Determinar el niimero de grados del dngulo C A B (fig. 34) por
medio del trasportador.

£ Se colocar el trasportador sobre el ingulo C A B,

teniendo cuidado de hacer coincidir el centro del ins-

S ;  trumento con el vértice A del 4ngulo yla linea mar-

i Figura 31, cada con 0° y 180° con uno de los lados, con C A por

ejemplo. Hecho esto, bastard ver el niimero de grados que marca el

otro lado A B para conocer el valor del 4ngulo, que en este caso es,de

37°—30’. Siempre que sea necesario se¢ prolongarin los lados del 4n-

ulo.

2 V.—Construir un dngulo de 35°% sirviéndose del ﬁ?'asporfadof'.
{Fig. 35). ‘ L

¢ Trécese la recta A B; higase coincidir el punto A

con el centro del trasportador, y la recta A B con el

/ didmetro que pasa por el cero: mérquese un punto C

-5 enlagraduacion 85°%; y tirando la recta C A quedaré

)

Flgura 3. trazado el Angulo pedido,

Principales casos de ignaldad en los tridngulos.

383.—8e llama tridngulo rectilineo una figura que determinaun es-
pacio cerrado por tres lineas rectas, como A B C (fig. 36).

Las rectas que limitan el tridngulo se llaman lados, y los punto.s en
que concurren de dos en dos, se llaman vértices. Asi pues, todo trisn-
gulo tiene tres lados y tres &ngulos. .

Para que dos triingulos puedan coincidir en todos sus puntos, y que
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por lo mismo sean iguales, se necesita que coincidan respectivamente
sus tres vértices, que son los extremos de sus lados.
Consideraremos por ahora tres casos de igualdad de los tridngulos.

384.—T.—Dos tridngulos son tguales cuando tenen un lado igual

adyacente & dos dngulos respectivamente tguales (fig. 36).

AB=A'B, A=A yB=F

DEMOSTRAOION.—Por ser A B=A’B’ s sobrepusiéramos estas figu-

 Tas el lado A B coincidirian con A’ B’ Por ser el angulo A=A’ coin-

cidiendo el lado A B con A’ B’, ellado A C tomaria la misma direccion
que A’ . Por ser el 4ngulo B = B’ coincidiendo el lado A B con
A’ B, el lado B C tomaria Ia misma direccion que B’ (7, ¥ coincidien-
do respectivamente los dos lados A O yBCcon A’C’ y B’ ( es claro
que el punto C, interseccion de las dog primeras rectas, coineidiria con
C’ interseceion de las dos #ltimas. Finalmente, coincidiendo los tres
vértices de los dos tridngulos resulta que son iguales.

- W e 385.—IL.—Dos tridngulos son igua-

‘ - "~ ¢ les cuando tienen wun angulo igual

Jormado por lados iguales (fig. 36).

A 8 A=A AB=APByAC=A(C.
Figura 36. 5 :

DEmosTRACION.—Por ser el dngulo A = A’ s sobrepusiéramos las
dos figuras, loslados AB y A C tomarian la misma direccion que A’ B’
YA O yporser AB=A'ByAC=A4AC, ol punto B coincidiria
con B’ y el C con C’; luego el tercer lado B C coincidiria con B’ C’ por
coincidir sus extremos, y los tridingulos serdn iguales,

386.—111.—Dos tridngulos serdn iguales cuando tengan sus tres la-
dos respectivamente iqguales.

(Fig.36) AB=A’B, AC=A’C yBC =P} (

DEMOSTRACION.—Por serellado A B = A’ B’ &i sobrepusiéramos
las dos figuras, estos lados, lo mismo que sus extremos, coinecidirian,
Si desde el punto A como centro y con el radio A C trazamos un arco
de circulo D E porser A ¢ = A’ (¥ ol punto O’ caerd en alguno de Jos
de este arco. Si desde el punto B como centro y con el radio B C tra-
Zamos un arco de circulo F G, por ser B ¢ = B’ ( el punto € caerd
en algano de los del expresado arco F G; y debiendo pertenecer 4 los
dos arcos D E y F G el punto O’ caerd sobre C, que es la interseccion
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ineidi tres vértices de los dos ridngulos
de los arcos; luego coincidiendo-los: tres vértices de los g
resulta que son iguales. :
[dngulos & j ] {1 stos dngulos
387.—En tridngulos iguales a iados dguales estin opuesto 4
iguales, y reciprocamente. o SR e :
Siendo los tridngulos iguales podran sobreponerse comctdtlegdn los
‘ A incids s dos triingulos en todos sus
lados y los dngulos, y enando coincidan losdos umnggloi e i
puuto; resultard que 4 los lados iguales quedan opuestosangu o:.tlg\is.
Sy o i E ’ e Pt AN = [ ‘f’ nes o3 la-
les, y reciprocamente que 4 los angulos ignales quedardan opues :
8, 3
dos iguales, 5 ; S
Estos tres casos de ignaldad de los tridngulos, y el teorema que ac
& - : ; . It - o
bamos de demostrar, son de muy frecuente uso.

PERPENDICULARES Y OBLICUAS.

4 / oY £ ?,:'
258, — K6 ilrma perpendicular toda recia A B (ﬁg. l-‘){) que jor mi:?’ co
'h:a D O dos dngulos A B C y ABD adyacentes é iguales entre st.
U' J LY

A

Se {lama oblicua una recta F G (fig. 38) que forma

con ofra X Lt dos dngulos adyacentes desiguales.
(4
: ?
f]‘if:‘g“j—:i-‘ﬂonmm.~C’-zmmi’o una recte B G (fig. 38) cae sob':r's otra
1L tos d 1y FG ‘man, son suplementarios.
1 L los dngulos F G Hy F G L que forman, 7 Sy
F DEMOSTRACION.—Si en el punto G levantan a

perpendicular G O tendremos:

FGH+FGL=0GH +0GL

g

[ L pero por construceion
75 0 &G H + 0 G L = 2 rectos.
FGH+ FGL = 2 rectos. <Dk
390.—TEOREMA.—La suma de lodos los dngulos consecutivos jorma-
: g s fgual ¢ dos rectos.
Jos de un lado de una recia, es 1yua
: M;);nms \c1oN.—Para demostrar que la suma de los dngulos (ﬁ%
39) A CMD ‘D CE, ECF y FCB valen dos rectos, por el punto
= b

levantaremos la perpendicular G O, y como
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ACD + DCE + ECF + FCB
=ACO +0CB

yeomo ACO + OCB = 2 rectos
4 -4 2
Tigura g, “se infiere que

ACD +-DCE + ECF + FOB = 2 rectos,

391.— La suma de fodos los dngulos (fig. 40) formados al rededor de
#n punto C es iqual & cuairo rectos.

Si prolongamos el lado A C hasta G, ypor el
punto C levantamos Ia perpendicular O C B
tendremos que :
ACB+BCD+DCE+ECF+FCA

=ACO0+0CG+GOCH+HCA
y como los cuatro 4ngulos del segundo miem-
bro son rectos, se infiere que la suma de los 4n-

gulos del primer miembro de la ecuacion, val-
drén 4 rectos.

g
{7, oS
3

392.— Las bisectrices de los dngulos adyacentes son perpendiculares
entre si.

Se llama bisectriz Ia recta que divide un ingulo en dos partes iguales.

Sean los dos 4ngalos adyacentes [fig. 41) ACByB (D, ¥ vémos &
demostrar que las rectas C E y CF, que dividen en dos partes iguales

esos dngulos, son perpendiculares entre si, esto es, que el dngulo F CE
es recto.

Por ser adyacentes los 4ngulos [382] se tiene:
ACB + BCD = 2 rectos

p tomando la mitad

427 + 282 — 1 recto

= =

sustitnyendo por 292 gu igual F C B ypor232 BCE
se tiene

FCB +BCE =1 recto

FCE = 1 recto




